Losningsskisser till TATA69 Flervariabelanalys 2020-08-20

1. (a) z=sin(2z+y?)+ay, 2, = 2cos(2x+y°)+y, 2, = 2y cos(2x+y*)+x
ger att

yzh, — 2, = y(2cos(2z + ) +y) — (2y cos(2z +y*) + ) = y* — .

Svar: yz, — z, = y* — .

(b)
2(3,1) = g(2-3+1%) = g(7).

2 =92z +y?), 2, = 29'(2x +y?), 2, = 2yg'(2x + y?) ger att
Yz — z; =924 (2 +v*) — 2yg' (22 + y*) = 0.
Svar: z(3,1) = g(7), yz, — 2, = 0.
2. Med variabelbytet (som fas med basbyte till basen ((4,2) (—2,1)))

r =4u—2v
y=2u+v

avbildas punkterna (0,0),(0,1), (1,1) respektive (1,0) i uv-planet pa
(0,0), (—2,1),(2,3) respektive (4,2) i zy-planet.

D.v.s. kvadraten €2 som ges av 0 < u < 1, 0 <wv < 1 avbildas via denna
transformation pa vart omrade D via detta variabelbyte. Vidare har vi




Alltsa far vi
d(z,y)

//nyd:vdy:/ol (/01(4u—2v)(2u—|—v) (. 0)

= 8/01 (/01(8u2 - 2v2)du> dv = 8/01 {8u3/3 - 2uv2}i20 dv
_ 8/01(8/3 —20%)dv =8 [8v/3 — 20%/3]__=16.

1
v=0

du) dv

Svar: 16.
. Eftersom In(1 +t) =t + O(t?) far vi

flz,y) =3 —In(1+2?) — 4oy — 6y* — 2° = 3 — 2* — 4oy — 6y* + O(a*) — 2°
?)
O(|(z)|

=3 — 2 — day — 6y° + O(|(z,y) ).

Alternativt kan detta fas direkt fran Taylors formel. Eftersom

F(0,0) =3,
2x 2
fi=—yr -t £0,00=0, fj=—4r—12, f(0,0)=0,
2 4a?
fa/:/x = + - - 6'7;7 f:i:/a:(()?()) = _2’ fﬂ/?/y - _4’ fl///y =12

1422 (1+a2)2
far vi med dessa siffror insatta i Taylors formel:
f(a,y) = f(0,0) + f,(0,0)z + f,(0,0)y+
S F (0,002 4 1,00, 002y + 51,00, 0057 + O(1(z.) )

1 1
=340 2+0-y+ (22" -4 2y + 2(=12)y" + O(| (=, y)[)
=3 — % —dxy — 6y + O(|(z,y)*).
Eftersom det inte finns nagra forstagradstermer i Taylorutvecklingen

ar gradienten till f noll i origo, sa detta ar en stationdr punkt. Vidare
géller att den kvadratiska formen

—2% — day — 6y = —(x + 2y)* — 2y

endast dr noll i origo, och annars strikt negativ, alltsa negativt definit.
Dérfor ar origo ett lokalt maximum till f.

Svar: f(z,y) = 3 — z* — 4zy — 6y* + O(|(x,y)]?). Origo &r ett lokalt
maximuim.



4. Lat g(z,y) = 22 + xcosy — e¥. Nu giller att g ir av klass C! och
g(1,m/2) =12 +1-cos(m/2) —e™? =1 — ™2,

sa punkten (1, 7/2) ligger pa kurvan (d.v.s. uppfyller ekvationen). Vidare
géller g, = —zsiny — e’ sd

gly(17ﬂ-/2) =-1 Sin(ﬂ'/Z) — eﬂ—/2 = 1= e71’/2 7£ 0

Alltsa foljer det fran implicita funktionssatsen att funktionen y = f(z)
som efterfragas existerar. Per definition géller nu f(1) = m/2 (eftersom
grafen gar genom den givna punkten (z,y) = (1,7/2)).

Vidare far vi

dcjv <x2 + zcos(f(x)) — ef(x))

= 2+ cos(f(x)) — /(&) sin(£(2) — F2)e® = (1~ 7% = 0.

Med z =1 och f(1) = m/2 insatt i denna ekvation far vi
214 cos(m/2) — 1- f'(1) -sin(n/2) — f/(1)e™? =0,

vilket ger
2

= Gen
Svar: f(1) =7/2, f'(1) = 2/(1 + e™/?).

f'()

5. (a) Om vi gar mot noll ldngs z- respektive y-axeln far vi

x40t
lim — =
=0 g2 + (2

respektive
02 + y*
im =
y—=0 02 4 42

Da dessa ér olika existerar inte gransvardet.

Svar: Grénsvardet existerar ej.

(b) Om vi gar mot oandligheten ldngs z-axeln (t.ex.) far vi

02
o=t

3



Men om vi gar mot odndligheten lings kurvan y = 22 far vi

$4

}g{}o xt+ (22 — 2?)4 =1

D& dessa ar olika existerar inte gransvérdet.
Svar: Gransvardet existerar ej.

6. Omradet begrénsas av klotet med radie 3 och centrum i origo samt de tva
planen y = x/v/3 och y = v/3z. Notera att olikheterna x/v/3 < y < v/3x
speciellt innebér att vi har « > 0.

Eftersom halvplanet y = 2/y/3, x > 0 ges precis av de punkter sddana
att ¢ = m/6 och halvplanet y = v/3x, > 0 ges precis av de punkter
saddana att ¢ = /3 ser vi darfor att omradet i poldra koordinater
gesav 0 <r <3, 7/6 < ¢ <7/3,0 <0 < . Eftersom omradet D
ar symmetriskt m.a.p. z (d.v.s. (z,y,2) € D & (x,y,—z) € D), och
funktionen z — sin(z'7) dr udda, ser vi att

///D sin(2'") dzdydz = 0.

Det aterstar att berakna:

™ /3 3
// 2z dxdydz = / (/ (/ 2r cos psin f - r¥sin @ dr) dgp) db
D 0 \Jx/6 \Jo

81(v3 — 1)x
—

T w/3 3
:2/ sin® 0do - cosgodnp./ rdr = ... =
0 /6 0

Svar: 81(v/3 — 1)7/8.



