Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2021-01-07

1. Parabeln y = 2% skér cirkeln 2? + y? = 2 i punkterna (z,y) = (+1,1),
s& integralen blir

1 V2—a? 1 2 — 2 — 4 29
// ydxdy:/ / ydy dx:/ udmz—.
D z=—1 y=x2 z=—1 2 15

Svar: 22/15.

2. (a) Kedjeregeln ger z, = z, + 2zyz, och z, = (1 + r?)z!, s& PDEm
uttryckt i nya variabler blir 2/, = 1/(1 4+ »?), med allmén 16sning

z = arctanu + f(v).
Svar: z(z,y) = arctan x + f((l + a:Q)y), f eCYR).

(b) Det bor vara vilbekant att riktningsderivatan ar maximal i gradi-
entens riktning, och att dess maximala varde ges av gradientens
belopp. I detta fall har vi Vf(x,y) = (2zy — 20, 2% — 2y) och
dérmed V f(3,4) = (4,1), med beloppet v/17.

Svar: Det storsta virdet for riktningsderivatan f7(3,4) ar /17,
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vilket intréffar dd v = —=(4,1).

(c) T.ex. kan man ta fram tangentplanets ekvation med formeln z =
f(a,b) + fi(a,b) (x —a) + f,(a,b) (y —b), dér (a,b) = (=1,2) i
detta fall. Detta ger z = =7+ 6(z + 1) + (—12)(y — 2).

Svar: Tangentplanet ér z = 23 + 6z — 12y.

3. Byte till rymdpoléra koordinater ger det nya omradet £ = {(r,6, ) €
R3:0<r<2,7m/2<0<m, m/4<¢<m7/2}, s4
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Som en rimlighetskontroll kan man notera att svaret maste bli negativt,
eftersom integranden yz bara antar negativa varden i D (férutom att

den &r noll pa delar av randen, vilket inte paverkar integralens vérde).
Svar: —16+/2/15.




4. Den givna ekvationen ér ekvivalent med F' = 0, dar F'(z,y, 2z) = dzy +
y* — zsin(yz). Den givna punkten (—1,2, 5) uppfyller denna ekvation,
och F ar uppenbart av klass C! (t.0.m. klass C*>). Vidare ar

VF(z,y,z) = <4y, 4o + 3y* — 2% cos(yz), —sin(yz) — yz cos(yz)),
VF(-1,2,3) = (8, —4+ 12— (=7%/4),0 — (-7)) = (8,8 + T, 7),

och i synnerhet &r F(—1,2,7) =8+ %2 # 0. Alla tre forutsattningarna
for implicita funktionssatsen ar darmed uppfyllda, vilket visar att ekva-
tionen F' = 0 lokalt bestdmmer en C*-funktion y = f(z, z) nira punkten
ifraga. Per definition ar f(—1,7) = 2. Derivering av identiteten 0 =
F(z, f(x,2),z) med avseende pa x ger, enligt kedjeregeln,

d Obs. att det inte ar korrekt notation att skriva
0= %<F(ac, fl(z,2), Z)) "Fl(z, f(x,2),2)” hir, for det motséiger ju vad
som kommer pa nésta rad.
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alltsa f; (v, z) = —F,(z, f(v, 2),2)/F, (%, f(z,2), z), och analogt for z-
derivatan. Gradienten av f ar alltsa

Vi(r,2) = (e, 2), flw, ) = (2 .

och speciellt
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Svar: Se ovan.

5. (a) Det betyder att f(z,y) > f(a,b) for alla (x,y) € R*\ {(a,b)}.

(b) Det betyder att (a,b) har en omgivning M sadan att f(x,y) >
f(a,b) for alla (x,y) € M\ {(a,b)}.

(c) T.ex. f(x,y) = 2*> + y? — 2. Den vanliga undersdkningen med
Maclaurinutveckling visar att f har strangt lokalt minimum i
origo, eftersom V f(0,0) = (0,0) och den kvadratiska formen
Q(z,y) = 2? + y? &r positivt definit. Men detta ir inte ett globalt
minimum, eftersom t.ex. viardet f(2,0) = —4 &r mindre &n vardet
£(0,0) = 0. (Globalt minimum saknas f.6. i detta fall, eftersom
f(z,0) = —o0 d& © — +00.)



6. Integralen &r generaliserad eftersom omradet D ar obegransat. Inte-
granden vixlar dock ej tecken pd D (den ér ju positiv pa hela R?),
vilket medfor att vi inte behover inte dela upp integralen i positiv och
negativ del, samt att vi kan anvanda variabelbyten och upprepade
integration "som vanligt”. Skriv olikheterna fér D som 0 < 3y —x — 3
och0<2r—y—4=(r+2y—7)— (3y —x — 3). I de nya variablerna
u=2x+42y—7ochv=3y—x— 3 fas dirmed det enklare omradet
E = {(u,v) € R?:0 <, 0 <u—uv}, och integranden blir e~ (@+2s-7* —
e~ Vidare har vi dudv = |det ( Y, 3)| dzdy = 5 dzdy. Alltsa:
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Svar: Integralen ar konvergent, med vérdet 1/10.



