Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2021-08-19

1. f(x,y) = 222 +In(1+z+y?) ger Vf = (do+1/(1+x+y3), 3y / (1+2+y?))
och Vf(1,-1) = (5,3). Med 7 = (3, —1) far vi nu

, L VA(L-1)-T (5,3)-(3,-1) 12
fﬁ(la_l)_ ’@| - \/1_0 - \/m

Eftersom f(1,—1) = 2 gar grafen z = f(z,y) genom punkten (1, —1,2),
och tangentplanet ges av

z= f(1,-1)+fL(1, —1)(1:—1)+f;(1, —1)(y+1) = 2+5(x—1)+3(y+1).

Svar: Riktningsderivata f.(1,—1) = 12/4/10, tangentplan z = 5z + 3y.
2. Med u = z och v = 2% + 22 ger kedjeregeln att

Y P /
2y = ZyUy + 2,V = 2, + 212,

A ror /
Zy = Z,Uy + 2,0, = 4yz,,

sa differentialekvationens vénsterled blir 2yz;, — xz, = 2y(z, + 27z;) —
x(4yz,) = 2yz,. Detta ger

2z, — w2, =8y’ = 2z, =8y’ = =z, =4y’
= 2, =2(v—u’) = z=2uv— 2+ h(v).

(Eftersom y > 0 enligt forutsittning ar det inget problem att dividera
bort faktorn 2y.) Atergang till de gamla variablerna ger den allménna
l6sningen

2(x,y) = 2x(2® + 2%) — %x3 +h(z* +2y%) = %x3 + 4ay® + h(z? 4 297,
dér h &r en envariabelfunktion av klass C'. Bivillkoret z(z,x) = x® ger

B2® + h(32%) = 2* < h(32%) = —L2a°.

Med t = 322, dir x > 0 enligt forutsittning, far vi x = (¢/3)/2, s4 att
13((t/3)'/%)* 13432
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423 13(2? + 2y?)3/?
Svar: z(x,y) = — + 4ay? — .

h(t) = —




3. (a) Eftersom cost =1 —*/2+ O(t*) far vi Maclaurinutvecklingen

f(z,y) = cos(x + 2y) — 2xy
=1—3(z+2y)°+O0((z +2y)*) — 2zy
=1 — 5(2® 4 8zy + 49%) + O(|(z, »)I*).

Eftersom forstagradstermer saknas har f en stationédr punkt i origo,
dvs. Vf(0,0) = (0,0), men den kvadratiska formen

—3(@? + 8xy +4y?) = —((z + 4y)* — 12¢%)

ar indefinit, sa origo dr en sadelpunkt, inte en lokal extrempunkt.

Svar: Ingen lokal extrempunkt i origo.

(b) Med
fay) 23 4P+ ay? 23+ 4 ay?
fl:, - =

V2t ayt ot + o (x4 y)? + ot + y*

galler

a3 1
f(z,—z) = Lt 9y

och vi ser att gransvarde saknas, eftersom
lim f(z,—x) = oo, lim f(z,—z) = —o0.
z—0t z—0~

Svar: Grénsvardet existerar ej.

4. Ellipsen 422 + y* = 4 skér linjen y =z + 1
da 42 + (x +1)? = 4, dvs. dd o = —1 eller
x = 3/5, sa omradet D ges av olikheterna
—1<z<3/5ochax+1<y<2v1—22
Integralen blir alltsa

3/5 2v1—x2
// xd:cdy:/ (/ xdy)d;z:
D -1 x+1
3/5
= / (2:6\/ 1 —a?—z(x+ 1))dw
—1

[—2(1—:1:2)3/2 2 x2r/5 32

Svar: —32/75.



5. De givna ekvationerna ar

F(z,y,2) =ay +yz+y*(x— 1) =2,
G(l’,y, Z) =Tz +y2($ - 1)3 = _]-7

och punkten (2,1, —1) uppfyller dem. Derivering ger

F(r,y,2 )—:c+z+3y (a:—l) FI(2,1,-1) = 4,
F(r,y,2) =y, Fl(2,1,-1) =1,
G(2,y,2) = 2+ 3y°(z — 1)%, G.(2,1,—1) =2,
G (r,y,2) = 2y(:1: —1)%, Gl(2,1,-1) =2,
G (r,y,2) = GL(2,1,-1) =2

Eftersom funktionerna F och G ar av klass C!' i en omgivning till
(2,1,—1), samt

-1 4

,—1)|:‘ 2 2‘:_107&0’

s& siger implicita funktionssatsen att ekvationssystemet definierar C!-
funktioner z = f(z) och y = g(z) lokalt kring (2,1, —1). Per definition
galler f(—1) =2 och g(—1) = 1, och implicit derivering ger

) R ) B e}
SRR )() ()
Svar: f(—1) =2, g(=1) = 1, f'(=1) = =3/5, ¢'(-1) = =2/5.

6. Integralen ér generaliserad i origo, och integranden (x + 2y)/z? vixlar
tecken pa omradet D, sa vi maste dela omradet/integralen i tva delar:

2 2 2
/// T yd:cdydz:/// T ydazdydz+/// Tt ydxdydz,
p 24 Dy 24 _o2t

dir D, bestar av de punkter i D dér (x +2y)/2* > 0 och D_ av de
punkter i D dér (z +2y)/2z* < 0. Integralen ér per definition konvergent
om bagge de tva integralerna i hogerledet ar konvergenta, och saledes
divergent om minst en av dem ar divergent.

3



Vi ska nu visa att den forsta delintegralen [f/p, (z + 2y)z~* dxdydz ar
divergent, vilket ger slutsatsen att hela integralen dr divergent. Notera
att pa Dy ar integranden icke-negativ per konstruktion, sa dar kan vi
rdkna pa med variabelbyten och Fubinis sats som vanligt. Vi har

D+:{:L'y, o2y <z <1 —ax?—92, $—1—2y>0}

vilket dr snittet mellan konen z > /22 + y? som i sfiriska koordinater
ges av 0 < 0 < /4, klotet 2% + y* + 22 < 1 som i sfiriska koordinater
ges av 0 < r <1 och halvrummet {(x,y, z) : © + 2y > 0} som i sfariska
koordinater ges av o < p < av+ m, dér o = — arctan(1/2). Alltsa far vi

=

D, z

_ /71'/4 /a+7r /1 rcos@sing + 2rsinpsing 2 sin0dr ) de | b
0 (rcos@)*

—/ 49 / (cos + 2sinp) dp - / = 00.
COS a

>0 =00

Notera att i det sista ledet dr de tva forsta integralerna stréangt positiva,

eftersom integranderna &ar icke-negativa och inte identiskt noll. Och den

. . . 1 . 1
sista integralen ar [, % = lim._,o+ [In7]. = oo.

Svar: Divergent.

Det gér att rdkna ut de tva forsta integralerna ocksa, dven om detta inte ar
nodvéandigt for att dra slutsatsen:

7/4 qin2 w/4 1 39174 1
/ sin 9d9:/ tan? 0 . d0 — tan- 6 _ L
o costé 0 cos2 6 31, 3

a+m
/ (cos ¢ + 2sin @)dp = [sin p — 2cos ]2 1™ = 2V/5.

«




