1.

Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2021-10-27

()

(b)

Méangden M bestar av de punkter (x,y) som ligger mellan linjerna
x = £2 och nedanfér parabeln y = 4 — 22, Alla M:s randpunkter
tillhor M, sa M ar sluten, och dédrmed inte 6ppen (for de enda
delmingderna av R? som dr bade ¢éppna och slutna dr ju de som
saknar randpunkter, alltsd R? sjilvt och tomma méngden). Det
finns punkter i M pa godtyckligt stort avstand fran origo, eftersom
t.ex. (0,y) € M for allay < 0, sa M é&r inte begransad, och darmed
inte heller kompakt.

Svar: Figur enligt ovan. Mangden M é&r sluten, men varken 6ppen,
begrénsad eller kompakt.
Ekvationen f(z,y) = C ér ekvivalent med att (x—1)2+y* = C+1.

For C' = —1 bestar nivaméangden alltsa enbart av punkten (1,0),
och for C' = 3 dr den en cirkel med radie 2 och centrum i (1,0).

2. Overgang till poldra koordinater (p, @) ger

//D(y—l)dxdy
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Svar: —3(v/3 + ).

(Anmérkning: Svaret maste uppenbart bli negativt, eftersom integranden
y — 1 &r negativ for alla (z,y) € D forutom hornet (v/3,1).)
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3.

(a)

Mangden ifraga dr en nivaméngd

{(2,y,2) eR*: F(x,y,2) = 0}
till trevariabelfunktionen
F(z,y,2) =ay* +yz+ 2t + 2+ 1 — 223

Hér i del (a) tar vi for givet att denna nivaméngd ar en yta
(atminstone i en omgivning till den givna punkten), eftersom det
star sa i uppgiften! Vi kan notera att punkten (2,3, —1) upp-
fyller ekvationen F(x,y, z) = 0, dvs. den ligger verkligen pa ytan.
Gradienten

VE(x,y,2) = (y* — 62% 22y + 2,y + 42° + 1)
ger oss en normalvektor till nivaytan i denna punkt:
VF(2,3,-1)=(9—-24,12—-1,3 -4+ 1) = (—15,11,0).
Tangentplanets ekvation blir alltsa
—15x + 11y + 02 = D,

dér insattning av (z,y,2) = (2,3, —1) ger D = 3.

Svar: —15z + 11y = 3.

Funktionen F' dr uppenbart av klass C!, punkten (2, 3, —1) uppfyller
ekvationen F' =0, och F.(2,3,—1) = —15 # 0, s enligt implicita
funktionssatsen definierar ekvationen en C!'-funktion z = g(y, 2)
nara (2,3, —1), vilket skulle visas. Per definition giller ¢(3, —1) = 2,
och de partiella derivatorna ges av

9,(3,-1)\ _ -1 F/(2,3,-1) 1 (11
(92(37—1)> OF(2.3,-1) <F2(2,3,—1)> 15 (0)

Svar: ¢(3,-1) = 2, g,(3,—1) = 11/15 och g/(3, 1) = 0.

4. Tvéarsnittet genom kroppen for fixt x ar en rektangel

D, = {(y,z) cR*:yec0,1—2],z¢ [0,4—:52]},

under forutsiattning att 1 —2z > 0 och 4 — 22 > 0, alltsd att —2 < o < 1.

Déarmed fas

Volym(D /// dxdydy —/ Area(D,) dx —/ (1—z)(4—2%) dox =

Svar: Volymen ar 45/4.
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5.

(a)

Att f har stridngt lokalt minimum i origo betyder (per definition)
att punkten (0, 0) tillhér f:s definitionsméngd Dy och att det finns
ett tal 0 > 0 sadant att f(x,y) > f(0,0) for varje (x,y) € Dy som
uppfyller 0 < /22 + 32 < 4.

(Notera att denna definition inte siger nagonting om derivator. En funk-
tion kan mycket val ha lokalt minimum i en punkt dér inte derivatorna
existerar, som t.ex. funktionen i (c¢)-uppgiften nedan.)

Maclaurinutvecklingen for f kan t.ex. berdknas med hjilp av
standardutvecklingar fran envariabelanalysen:

fla,y) = e — wcos(zy) — (2 + y)?
=1+az+4y+ 3(z +4y)* + O((z + 4y)*)
—2(1+0((zy)*) — (4 +4y +y*)

= -3+ %((x + 4y)? — 2y2) +0(p*), p= \/‘ﬁy2

Eftersom forstagradstermer saknas har f en stationédr punkt i origo,
men den kvadratiska formen Q(z,y) = (z + 4y)? — 2y* ar indefinit
(t.ex. dr ju Q(1,0) = 1 positivt och Q(—4,1) = —2 negativt),
vilken enligt en kdnd sats medfor att denna stationédra punkt ar
en sadelpunkt, inte en lokal minimipunkt.

Svar: Nej.

Vihar f(z,y) = Va2 + > — o >Vl + 0 - to = |z - Lz >0
for alla (z,y) € R?, med likhet i den forsta uppskattningen om
och endast om y = 0 och likhet i den andra uppskattningen om
och endast om x = 0. (Motivering: fér z > 0 &r |z| — 2 = 32 >0
och for x < 0 ér |z| — sz = —32 > 0.) Alltsd f(z,y) > f(0,0) =0
6verallt, med likhet om och endast om (z,y) = (0,0), sa f har
t.o.m. ett strangt globalt minimum i origo.

Svar: Ja.

(De partiella derivatorna f;(0,0) och f;(0,0) existerar inte for denna
funktion, eftersom funktionen g(z) = f(z,0) = |z| — 3z inte &r deri-
verbar i x = 0 och funktionen g2(y) = f(0,y) = |y| inte ar deriverbar

|=

_ T y .. . .
i y = 0. Utrdkningen Vf(x,y) = (m 3 W) ar bara giltig

for (x,y) # (0,0); ifall man forséker stoppa in = y = 0 i denna formel
far man ju det odefinierade uttrycket 0/0 pa tva stéllen. Det ar alltsa
inte sant att Vf(0,0) = (—3,0).)



6.

(a) For att f ska vara kontinuerlig i origo maste

f(0,0) = lim  f(z,y)

(z,y)—(0,0)
galla, dvs. gransvérdet

3 .4 2
L= lim o ATy

(zy)—=(00) 2+ y?

maste existera och vara lika med funktionsvérdet f(0,0) = 0.
Men om tvavariabelgransvéirdet L existerar kan det inte vara noll,

eftersom envariabelgrinsvardet nar man nidrmar sig origo langs
kurvan r = y? inte ar noll, utan 1/2:

Yoty v -yt

fW?y) = 2 5

1
—>§ da y — 0.

Sa f ar diskontinuerlig i origo.

(Tvavariabelgransvérdet L existerar for 6vrigt inte alls, eftersom
man far envariabelgransvardet noll ndr man t.ex. ndrmar sig origo
langs nagon av koordinataxlarna. Sa vardet f(0,0) spelar ingen
roll i detta fall; &ven om f(0,0) hade varit lika med nagot annat
an noll hade f inte blivit kontinuerlig i origo.)

Svar: Nej, f ar inte kontinuerlig i origo.

Vi har f(z,0) =z — 2? for alla x (inklusive x = 0) och f(0,y) =0
for alla y (inklusive y = 0), vilket medfér att f.(x,0) =1 — 2z for
alla = (speciellt f;(0,0) = 1) och f;(0,y) = 0 for alla y (speciellt

fg//(07 0) =0).
Alternativt, anvand definitionen direkt:
_ f(h,0) = f(0,0) . h3h_2h4 -
/ —_— p— — —
£2(0,0) = Illln(l) ; = }llm(l) . = }llm%(l h) =1,
. f(0,k)—f(0,0) . 0—-0
/ — - = =
f,(0,0) = IICIH(I) ’ = llclrr(l) ? Ilng(l)O 0.

Svar: Ja, [ ar partiellt deriverbar i origo, med f.(0,0) = 1 och
f,(0,0) = 0.

Enligt (a) dr funktionen f inte ens kontinuerlig i origo, och da kan
den inte heller vara differentierbar dér.

Svar: Nej, f ar inte differentierbar i origo.



