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1. Gradienten

(At dz 42y —222\ (e +y+2)+x(l—2)
vf(x’y)_< 442y + 2z >_2< T4y +2

ar lika med nollvektorn om och endast om z(1 —xz) =0 och x +y+2 =
0, dvs. (z,y) = (0,—2) eller (1,—3). Detta &r alltsa de stationira
punkterna, och vi undersoker dem med hjéilp av den kvadratiska formen

Qapy(h, k) = fr,(a,0) h* + 27 (a,b) hk + fy (a,b) K
= (4 — 4a)h® + 4hk + 2k*

fran Taylorutvecklingen. Eftersom Qo2 (h, k) = 4h* + 4hk + 2k* =
2(k + h)? + 2h? &r positivt definit har f (stringt) lokalt minimum i
(0, —2), och eftersom Q1 —3)(h, k) = O0h* + 4hk + 2k* = 2(k + h)? — 2h?
ar indefinit har f varken lokalt minimum eller lokalt maximum i (1, —3)
(det ar en sadelpunkt).

Svar: Lokalt minimum i (0, —2), ingetdera i (1, —3).
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f(t,t) =1 for alla t # 0, s& gransvérdet existerar inte.

(b) Vi har

3 3/p2 _
9(h,0) —9(0,0) _ h/h° -0 _ . . a1 g

h h
och
k) — K/ k? —
9(0.k) —9(0,0) _ K /k"-0 _, di k= 0,
k k
sa enligt definitionen av partiell derivata &r ¢/(0,0) = 1 och
9,(0,0) = 0.

(¢) Nej, g ér inte kontinuerlig i (0, 0), eftersom

(t+t2)+t* 40" 14+ 0(t)

o +
GE = m —o0 dat—0".

g(t+t3t) =

Svar: (a) Existerar inte.  (b) ¢,(0,0) =1, g,(0,0) = 0. (c) Nej.



3. Tvérsnittet genom D for fixt z € [—2, —1] ar en cirkelskiva D, med

. >
radie vV4 — 22, sa

///Ddedde = /_21 (//z zdxdy) dz = /_21 z Area(D,) dz

-1 ) 4-2221" o
:/_2 z(4—z)7rdz:7rl—4] =

2

(Som rimlighetskontroll kan vi notera att svaret uppenbart maste bli
negativt, eftersom integranden z ju dr negativ i integrationsomradet D.)

Alternativt, anvand stavar i z-led, men observera att projektionen av
D pé zy-planet ér en cirkelskiva med radien /3, inte 2:

-1
///D zdxdydz = //362+y2<3 (/Z:_ PR zdz) dxdy
_ 1 2 2
_//:22+y2§32 (1—(4—91: -y ))dxdy

_12/\/5(2 3)pdp = &437'02\/5_91
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Eller anvéind rymdpolédra koordinater, men observera att den undre
gransen for r beror pa vinkeln 6, pa grund av villkoret z = rcosf < —1:

s 2 2
/// zdxdydz:/ (/ (/ rcos@-rQSinedgp)dr)d@
D 0=27/3 r=—1/cosf =0

vy fr'4 2
=27 / [ cos 0 sin 6’] do
0

=27/3 r=—1/cosf

u sin 6
=9 / 4cosOsind — ——) do
" 0=2m/3 ( cosvsIm 4 cos? 9)
1 } T
8 cos? 0] o—2r/3

n{(0-3)-G-1) -5

=27 {2 sin? 6 —

Svar: —97 /4.

4. Eftersom f(5,—1) = 25 —3 — 10 = 12 sa ror det sig om nivakurvan
f(z,y) = 12. Dess tangentlinje i en punkt (a, b) pa kurvan har gradienten
V f(a,b) som normalvektor (utom om gradienten ar nollvektorn, men
for just denna funktion f intréaffar detta enbart i origo, som inte ligger
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5.

6.

pa nivakurvan M eftersom f(0,0) = 0 # 12, sa detta stéller inte
till med nagra bekymmer héar). Tangentlinjen ar alltsa parallell med
y-axeln nar gradienten ar parallell med vektorn (1,0), och de sékta
punkterna bestédms dédrmed av att f(a,b) = 12 och f(a,b) = 0. Detta
ger ekvationerna a? — 3b? + 2ab = 12 och —6b 4 2a = 0, allts& a = 3b
och (9 — 3+ 6)b* = 12, alltsd (a,b) = (3, 1).

Svar: (3,1) och (=3, —1).
(a) Kedjeregeln ger forst 2, = 2/ u! + z,v), = z,, — 2xz), och sedan fas
med produktregeln och kedjeregeln igen att
2= (), — (2x2)),
= (2}, — 22, — 21’( )
= ( —2x(z ) -2z — 2x<(z;); — 2x(z;)'v>
=zl —duz, + 4u2 v — 220
Svar: 2/ = 2! — duz!l, + 4u2 "= 2z
(b) A ena sidan ger z(z,y) = « (y—xz) = 22y —at att 2 = 2y—1222%
A andra sidan ger z(u,v) = v?v insatt i svaret fran (a) att

2 =2 —duzl! +AuP —22) = 2u—4u-2utdu*-0—2u? = 20—10u

Txr

vilket i de ursprungliga variablerna ér lika med 2(y — 22) — 102?% =
2y — 1222, De tva sitten att rikna ut 27 ger alltsd samma resultat,
vilket skulle visas.

Svarigheten i denna uppgift ar att hitta ett variabelbyte som bade
forenklar integrationsomradet och gor det mojligt att hantera utrdkningen
av primitiv funktion. Triangeln D kan beskrivas med olikheterna

0<2z—y<axz+2y<5,

sa i de nya variablerna v = x + 2y och v = 2x — y fas en enklare
triangel F som ges av

0<v<u<o.
Funktionaldeterminanten 38 Z) = |3 4| = =5 ger dedy = 1 dudv, s

integralen blir

_ dxdy dudv 5 v du
I}, // =5 Lo o et )
p 1+ (z+2y)* T 5 leltut u=0 \Jv=0 1 + u#

5 wdu 1 { fan( 2)}5 arctan 25
= arctan(u -
5 u=0 1 + 1+ut ™ 10 0 10

Svar: E arctan 25.



