Losningsskisser till TATA69 Flervariabelanalys 2022-06-02

1. Overgéng till polira koordinater (p, @) ger

37 /4 2 Yy
// (24 3y) dxdy:/ (/ (2+3,osin<p)pdp> dp _
D n/4 0 y=z

3m/4 5 5 . 2 3m/4 )
= {p +p smgp} dgoz/ (4 + 8sin )dp 2 +y? =4
/4 p=0 /4 x

= [4p — 8cos cp]i}rz/f = 21 4 8V/2.

Svar: 27 + 8v/2

2. (a) Eftersom f(0,0) =1 # 0 ar (0,0) ¢j en lokal extrempunkt.

(b) I detta fall ar gradienten V f(0,0) = (0,0) d& det inte finns négra
forstagradstermer i uttrycket, sa origo ar en kritisk punkt till f.
Men eftersom den kvadratiska formen

A2® + 8ry + 2% = 4(z + y)? — 2/

ar indefinit ar det ingen lokal extrempunkt (det ar en sadelpunkt).

(c) Om vi tittar pa f(z,0) =4 + 23 ser vi att uttrycket dr mindre &n
£(0,0) =4 om x < 0 och storre om x > 0, sd det &r ingen lokal
extrempunkt.

Svar: Funktionen har inte ett lokalt extremvarde i origo i nagot av
fallen.

3. Rattelse: Det var ett fel i formuleringen pa tentan. Det borde statt ”en
16sning” och inte ”den 16sning” da lésningen inte blir entydig under de
forutsattningar som ar givna. (Se anmérkningen nedan.)

Med u = 2? — 2y?, v =z far vi

A ror / /
2, = Z,U, + 2,0, = 212, + %,

2z, = 2, + 2,0, = —4yz,.
Alltsa far vi
2z, + w2, = 2y (222, + 2,) + x(—4yz,) = 2yz, = 207y — 4y°,
vilket ger (eftersom y > 0)
2 =2 -2y =u.
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Integration med avseende pa v ger nu
z=wuv + h(u) = (2° — 2%z + h(z? — 2¢°).
Bivillkoret ger nu att
2(z,1) = (2% = 2)z + h(z? —2) = 2® — 20 + h(2? - 2) = —22 + 2° + 2%,
dvs.
h(z® —2) = x*.
Med t = 22 —2 far vi 2* = (t+2)2, s4 t.ex. ger h(t) = (t+2)? en l6sning.

Med detta insatt i uttrycket for z ovan far vi alltsa

z=(2* = 2y*)x + (2° — 2¢° + 2)%.

(Anmdrkning: Notera att h(z? — 2) = x* bara bestimmer h entydigt for
de virden pd t = 22 — 2 som t kan anta, dvs. t > —2. Man skulle déirfor
kunna vdlja att definiera h pa annat sdtt fort < —2 om detta gors sa att
funktionen fortfarande dr C*. Men man fir full podng for vilken korrekt
losning man dn presenterar, t.ex. den @ svaret nedan, dven om man inte
papekar att losningen inte dr entydig.)

Svar: z = (2% — 2y?)z + (2% — 2y* + 2)%
. Lat F(z,y) = wcosz + y* + sin(zy), som vi ser ar av klass C' (t.0.m.
C>). Eftersom

F(r/2,1) = gcos(ﬂ/Q) +124+sin((n/2) 1) =0+1+1=2

sa ligger punkten (7/2, 1) pa nivaiméngden F'(x,y) = 2. Vi har nu vidare
att

VF = (F,,F,) = (cosx — wsinz + y cos(zy), 2y + x cos(zy)),

VFE(r/2,1) = (—7/2,2).

Eftersom vi har F(7/2,1) = 2 # 0 s sdger implicita funktionssatsen
att ekvationen lokalt definierar y = f(x) av klass C', som per definition
nu uppfyller f(7/2) = 1. Vidare géller

— @20 —(=7/2)

o= pemy =2




5.

(Alternativt kan vi derivera ekvationen

F(z, f(z)) = zcosz + f(x)* +sin(zf(z)) = 2

med avseende pa x pa bada sidor vilket ger

cosz —xsinx + 2f(x)f'(z) + (f(x) + zf'(x)) cos(x f(x)) = 0.

Med z = 7/2 och f(7/2) = 1 insatt ger detta

dvs.

—r/2 4 2f(7/2) = 0,

fi(7/2) =7/4)

Svar: f(n/2) =1, f'(n/2) = x/4.

(a) Vi har
2?2+ 2222 +y? 1 229 1
— s L 0dA (z,y) — (0,0),
322 + 3y? 3t 3z 30 di(2y) = (0.0)
eftersom

(c)

22%y? 2ptcos® psin?p 2, ,
= = —p®cos® psin® @
322 + 3y? 3p? 3

vilket ar en produkt av en p-beroende faktor 2p%/3 som gar mot
noll dé p gar mot noll, och en begrinsad faktor (| cos® psin? ¢| < 1
for alla ¢ sa cos? psin? ¢ ir begrinsad).

Med f(z,y) = (¢%y +y°)/(z* +y*) far vi att

6
FOy) =L =y s 0diy—o,
Y
och 4 6 1 2 1
T+ T
=——F—=-+——-daz—0.
fwe) == =5 g 2y die
Eftersom vi far olika varden for dessa olika végar in mot origo
existerar inte gransvardet.

Med

rYz rYz

Jz.y.2) = 22+ y? — 2222 + 24 - (x —22)2 +y?
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far vi att 0
f(0,0,2) = 4 =0—-0da z—0,
z

men lings kurvan (z,y, z) = (2 + 3,43, t) far vi

)2t 04+tT 1t 1,
—+-—-dat—0.
6 + 16 o 272 2@
Eftersom vi far olika varden for dessa olika vagar in mot origo
existerar inte gransvardet.

fE 41313 1) =

Svar: (a) 1/3, (b) existerar ej, (c) existerar ej.

. Vi borjar med att notera att integranden ar positiv och begransad pa
integrationsomradet D, sa integralen ar generaliserad endast pa grund
av att D ar obegransat.

Vi ser vidare att om vi later Q vara den méngd i R? som ges av
olikheterna x > 1,y < x < 2y sa har vi

(1 (1
/// sin( /2:15 ddyd- // sin( /x ddy/ —dz
D Yz
Vi har
1

57
sa det aterstar bara att underséka den generaliserade dubbelintegralen

/ /Q Sinilg/ %) dudy.

Vi skriver om omréadet som 2 = {(z,y) : 1 <z < o00,2/2 <y < z}:

oo ]
/ —dz = lim [— 1/2’];:
2

22 T—o00

Y y=x

Sa

//Qsmgj/x)dxdy — /100 (/;251n;1/xidy> dz
ST

T
1

= lim 3 [COS(/I)] = 2(0050 —cosl) = 2(1 —cos1).
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Sa trippelintegralen ar konvergent och vi far

1 1
/// sin /21: drdydz —// sin /x d:cdy/ —dZ—f (1—cos1)-
D Y3z

Svar: Integralen ar konvergent med vérde 3(1 — cos1)/4.
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