1.

2.

Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2022-08-18
Vi har f(z,y,2) = xy + ™ vilket ger

Vf = (fg/caf;>f;) = (y + Zexz’x7xe:cz)7
och
Vf(1,2,0) = (2,1,1).
Alltsa far vi med v = (4,0, 3)
VF(1,2,0)-5  (2,1,1)-(4,0,3) 11
f%(l,Q,O)I ( o ) :( 2) (2 2):*.
|7 VA2 +02+3 5

Vi noterar att f(1,2,0) = 3, sa (1,2,0) ligger pa nivaytan f = 3, och vi

vet att gradienten pekar i normalriktningen till tangentplanet i denna
punkt, vilket ger

Svar: Riktningsderivata f. = 11/5, planets ekvation 2z + y + z = 4.

(a)

2%y
Zy, = 142y & 2, = zy+y°+h(z) & 2z = 7+xy2—|—H(a:)—|—K(y).
Svar: z = 2%y /2 +xy* + H(x) + K (y) dir H och K ér godtyckliga

C?-funktioner av en variabel.

(b)

2l = 3%y +
z, = 3 + 1y,
2(0,0) = 3.

Den forsta ekvationen ger

2 =32y +yP = =2y + 2P + hy) = 2z, = 23 4 32y + B (y).

Jamfor vi det sista uttrycket med den andra ekvationen far vi
Z, = 2+ 3z + W (y) = 2° + wy & B (y) = vy — 3a3°.

Detta gar dock inte ihop eftersom VL bara kan bero pa y medan
HL uppenbarligen beror pa bade x och y. Alltsa saknas 16sning.
Svar: Losning saknas.



3. Om vi anvander
_ 1 2
=0 = ea=e( )

som ny bas, dvs. infor nya koordinater (u,v) sadana att

Tr=u-+2v
y:_u+vv

sa avbildas omradet D i xy-planet pa omradet €2 i de nya koordinaterna
som ges av 0 <u < 1,0 <wv < 1. Vidare har vi

dxdy = ‘ZEZ g; dudv = det( 11 1) dudv = 3dudv.
Sa
// r+y)(r—2y) dxdy—// 3v - 3u - 3dudv
—27/ </ uvdv) u—27l2] lv;] :247.
u=0 v=0
Svar: 27/4.

4. Vi borjar med att hitta de stationdra (=kritiska) punkterna till f(z,y) =
Ty + 4% + y* + 22y — y* /48 som ar de punkter (x,y) som léser

Vf=(fif) =8z +2y,7+2y+ 2z —y*/16) = (0,0).

Den forsta koordinaten ger 8z + 2y = 0 < y = —4x. Detta insatt i den
andra ger ekvationen 7 — 8z + 2z — 162?/16 = 7 — 62 — 2° = 0, som
har l6sningarna © = 1 och z = —7. Detta ger de stationdra punkterna
(1, —4) respektive (—7,28).

Vidare har vi
" " "
fmz:87 f:ry:27 fyy:2_y/8
I punkten (1, —4) ger detta den kvadratiska formen

Qu,-n(h, k) = fr (1, —4)p* + 27 (1, —4)hk + fy (1, —4)k*
= 8h* + 4hk + Zz& =8(h + k/4)* + 2k*.



d.

Dé denna &r positivt definit (dvs. Q1,—4)(h, k) > 0 for alla (h, k) # (0, 0))
s ar (1,—4) ett lokalt minimum till f.

I punkten (—7,28) ger detta den kvadratiska formen

Q(—7728)(h7 k) = f;lx(_’?? 28)h2 + 2f:;/y(_77 28)hk + fg;/g;(_’?a 28)k2

= 8h* + 4hk — gk:Z = 8(h + k/4)* — 2k*.

Da denna ar indefinit (dvs. positiv for vissa (h, k) och negativ for vissa),
sa ar (—7,28) ingen lokal extrempunkt (det ar en sadelpunkt).

Svar: Stationdra punkter i (1, —4) och (—7,28). Enda lokala extrem-
punkten ar ett lokalt minimum i (1, —4).

(a)

Integralen ar generaliserad pa grund av att integranden ar obe-
gransad pa integrationsomradet D. Vi noterar att integranden
vaxlar tecken. Om vi later K vara det delomrade till D dér integran-
den 1/2z3 &r positiv, dvs. K ges av 2? +y?> + 22 <9,y > 0,2 > 0,
sa har vi i sfariska (=rymdpoléra) koordinater att

///K #45= / (/OW </07r/2 3 C(l)s3 i sin9d6> d¢> dr
[y [ " g

Eftersom

31 s
/—dr:oo, dy =,
0 0

r

7/2 §in 6
g = i 1/(2 =
/0 cos3 0 t~>(17rI}12)*[ /( cos® )}0 o
sa ser vi att integralen 6ver K ar divergent, och darmed ar den

aven det 6ver det storre omradet D.

Svar: Divergent.

Integralen ar generaliserad pa grund av att integranden &r obe-
gransad pa integrationsomradet, men den ar positiv pd hela D. Vi
skriver D pa formen (z,z) € D, 0 <y <9 —22—22dér D éar
projektionen av D pa zz-planet som ges av x? + 22 < 9. Vi far da



(med inforandet av poldra koordinater i xz-planet)

Y grdyd T W 0 ded
///[)\/a:2+22 xyz—//ﬁ /o Va?+ 22 v)eres
9 — 2% — 22 2r (39 — p?
[ 2 A :/ / dp) d
//5 Va2 4+ 22 vas 0 <0 p P p) 14

3 3
— 97 [Qp _ p] — 367,
3 0

Svar: 367.

6. Vi noterar att 2 o
_ =2y
f(l‘ay) - (1'2 + yg)(ex2,2y4 . 1)

ar definierad for alla (x,y) sadana att

(22 + ) (e = 1) £ 0

Eftersom 22 + y? = 0 endast giller d& 2 = y = 0 och ¢**"2' —1 =0
giller da 2 — 2y* = 0, som bestar av de tva kurvorna = = 4v/2y? som
gar genom origo, sa ser vi att

Dy = {(z.y) : * — 24" #0}.

Nér det giller Vy noterar vi forst att ¢ och ¢ — 1 alltid har samma
tecken, och vidare om f(x,y) = 0 méaste 22 — 2y* = 0 som inte ligger i
Dy. Alltsd (eftersom z? + y* > 0 pa Dy) far vi att f(z,y) > 0 for alla
(z,y) € Dy. Men om vi nu tittar pa x > 0,y = 0 far vi

x? 1

f(xa()): -

22(e”® —1) e -1’

Eftersom vi nu ser att
f(x,0) = 0dad x — oo och f(x,0) = oo dd z— 0"

sa far vi att
Vf :]0, OO[

For att bestamma méangden D noterar vi forst att for alla (a,b) sadana
att a® — 2b* = 0 giller

. 22 — 24 , t
lim = lim

——— = = 1.
(zy)—(ab) €@~ — 1  i50et — 1

4



Vidare galler
1/(a* 4+ b*) om (a,b) # (0,0)
P R
(@y)=(ab) 74y 00 om (a,b) = (0,0).
Alltsa ser vi att
D =R*\{(0,0)} = {(z,y) : (x,y) # (0,0)},
eftersom vi for alla (a,b) # (0,0) har

1. x2 _ 2y4
1m _
) ) (2 B~ )

i ’ r? — 2 1
= m ——- 1im =
(@y)—(ab) (22 +42) (zy)—(ad) (¥~ —1) a2 + b2’

men det gar mot odndligheten om (a,b) = (0,0).

Sa funktionen g ges av
f(z,y) om z° — 2y # 0
g9(z,y) =

1/(z* +y?) om z* —2y* =0, (x,y) # (0,0).

Svar: D; = {(z,y) : 2% — 2y* # 0}, V} =]0,00[ och D =R?\ {(0,0)}.



