Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2022-10-27

1. (a) Eftersom |z —y| > 0 och y* > 0 for alla (z,y), s& ar f(z,y) >
£(0,0) = 17 for alla (z,y), s& f har lokalt (och t.o.m. globalt)
minimum i origo.

(b) Eftersom = = O(p) och y = O(p), dar p = a? + y?, sd ger
standardutvecklingarna e’ = 1+t+O(t?) och cost = 1— 12+ O(t*)
att

f(z,y) = ™ + 4 cos(x — 2y)
— 1+ay+O((ow)?) +4(1 - Yz — 20)* + O((w — 20)"))
=5 — 22" + 9zy — 8y” + O(p").

Origo &r en stationar punkt eftersom koefficienterna for forstagrads-
termerna i Maclaurinutvecklingen ar noll, men den kvadratiska
formen Q(z,y) = —22% + 9zy — 8y* = —2(x — Jy)* + Jy? ar
indefinit, sa f har inget lokalt maximum eller minimum dar.

(c) Fran f(z,y) = (y — 2 — 2%)® + ¢° fas
Fltt+12) =074 (t+£2)° =2+ O(t°) = £*(1+ O(1)),

vilket har samma tecken som t° i en omgivning till ¢+ = 0. Godtyck-
ligt néra origo finns alltsa savél punkter dar f(z,y) > f(0,0) =0
som punkter dar f(z,y) < f(0,0) = 0. Darmed har f inte nagot
lokalt maximum eller minimum i origo.

Svar: Se ovan.

2. T poldra koordinater fas (med hjalp av en figur) ett nytt omrade F =
{(p,p) eR*:0< p<2, — < p < —7/3} och

// (y—l)d:r:dy:// ydxdy — Area(D)
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Svar: —4 (1 + 7;)



3. Den givna punkten uppfyller ekvationen, och funktionen F' ar uppenbart
av klass C'. Vidare har vi VF(x,y,2) = (—4(z — 2)3,22, 2y +4(2 — x)3)
sa att VF(3,4,5) = (—32,10,40), dar z-komponenten ar nollskild.
Forutsdattningarna for implicita funktionssatsen ar alltsa uppfyllda, och
den visar det som skulle visas. Per definition &r f(3,4) = 5, och implicit
derivering ger att gradienten ar

Vf(3,4) (Fi(3,4,5), F}(3,4,5)) = (4 —1) .

T F/(3,4,5) 5 4

Svar: Se ovan.

4. (a) For t # 0 ar f(t,—t) =t (=t) - 2t/(t* +t*) = —1/t, vilket gar
mot —oo da t — 0. Det ar alltsa falskt att f(x,y) — f(0,0) da
(z,y) = (0,0).
Svar: Nej, f ar inte kontinuerlig i origo.

(b) Kedjeregeln ger z}, = 2, — 2z, och z, = 2, sd i nya variabler blir
PDEm 2, = (v + u?) 4+ 2u?, med lésningen z = uv + uv® + g(v) =
xy + gy — %)

Svar: z(z,y) = zy + g(y — 2?), dir g € C'(R) ar godtycklig.

(c) flz,y,2) = 2%y + 102 + 2% ger Vf(z,y,2) = (32%y + 10, 23,22),
och alltsa Vf(2,—-1,3) = (—2,8,6). Riktningsderivatan ér som
storst i gradientens riktning, sd normering av denna vektor ger den
sokta enhetsvektorn.

Svar: v = (—1,4,3)//26.

5. Lat f(z,y,2) = 2%y + vz + y — 2. Den sékta punkten P = (a, b, ¢) ska
uppfylla f(a,b,¢) = 1, fl(a,b,c) = 0 och a +b — ¢ = 1. Den andra
ekvationen ger a = 2c, vilket insatt i den forsta ger 4¢?b+2c2 +b—c? = 1,
sd att b = (1 — c)/(1 + 4¢?). Insittning i den sista ekvationen ger
2c+ (1 —c)/(1+4c®) —c =1, dvs. 4¢® — 5c? + ¢ = 0, med lésningarna
c=0,c=1o0chec=1/4.

Svar: (0,1,0), (2,0,1) och (3,3, 7).



6. Volymen av D ges av integralen [[[, dzdydz, som ar generahserad efter-
som kroppen D #r obegrinsad (t.ex. géller (z,y,2) = (¢,1, 5 i~ 2)eD
for0 <t < i) Men integranden ar ju helt enkelt 1, och alltsa uppenbart
positiv, sa vi kan rdkna pa som vanligt. Projektionen av D pa xy-
planet ar F = {(z,y) : 0 < 2,0 <y <2—12,0 < %—1}, alltsa
E={(z,y):0<z<1,r<y<2—uzx},sd vifar med stavar i z-led

/ / [ dodydz - / / ( / v dz> dzdy
( ()

1
— lim (233—1/2 32 g L2 2—|—:E)dx

e—0Tt £

—4—1+%—-2+43=17/10.

Svar: 17/10.



