Losningsskisser till TATA69 Flervariabelanalys 2023-01-05

1. Kedjeregeln ger 2, = z, + z, - 3% och z, = 2, - \/z, s& att PDEm

21 2}, — y 2, = x®y transformeras till 22 2}, + 0 2, = z%y, dvs. 2, = Jv\/u.

Integration ger z = svu®? + f(v) = 12y + f(yy/z), dar f € C'(R).

Bivillkoret ger sedan 0 = z(4,y) = Ly + f(2y) for y € R, dvs. f(t) =
84 ¢ . _ 1.2 8

—st for t € R, sd att z = 32°y — Sy\/2.
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Svar: z(z,y) = §($2y - 8y\/5)

. Lat D1 och D, vara de delar av enhetskvadraten dar y — 2% > 0 resp.
— 22 <0, alltsd ovanfor resp. nedanfor kurvan y = z2. D4 ar

// ‘y_“’”’dxdy_// (y—27) dxdy+// ) dady
= Jumo (/yl:ﬁ (y—= )dy) dx — /;0 </y:(y — CEQ)dy) dx

I:())da:
0((1 —2%)* + (0 — x2)2>dx
L

1 5 o\ 11
1 — 9,2 +2x)dx:2<1—3+5>:30.

Svar: 11/30.

. Derivering av f(xz,y,2) = 3 2% — 2%z + 4(x + y)z — 827 — 3y® — 222 ger

Vf(r,y,z) = (4x2 —2x2 4 4z — 162,42 — 6y, —2* + 4(x + y) — 42),
och speciellt
Vf(0,0,0) =V f(4,0,0) =(0,0,0), Vf(2,0,0)=(-16,0,4).

Punkten (2,0,0) ar alltsa inte ens stationér, och darmed ingen lokal
extrempunkt heller. De andra tva punkterna undersoks vidare med hjélp
av den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen. Fran andraderivatorna

fr =8r—2z—16, fI =—6, fI =—4,

Yy 2z
f”:07 fxz:_2x+47 f”:4

fas for punkten (0,0, 0)

Q(h, k,1) = —16h* — 6k* — 41? + 8hl + 8kl
= —4(l —k —h)? = 2(k — 2h)? — 4h?,
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som &r negativt definit (eftersom omskrivningen ovan visar att @ <0

alltid, med @ = 0 bara dd h = k =1 = 0), samt for punkten (4,0, 0)
Q(h, k,1) = 16h* — 6k* — 41> — 8hl + Sk,

som ar indefinit (eftersom @(1,0,0) = 16 > 0 och Q(0,1,0) = —6 < 0).
Alltséa ar (0,0,0) en lokal maximimipunkt for f, medan (4,0,0) &r en
sadelpunkt (och alltsa ingen lokal extrempunkt).

Svar: Lokalt maximum i (0, 0, 0), varken lokalt maximum eller minimum

i de tva andra punkterna.

. Vi noterar forst att Vf(z,y) = (22 + 6,8y — 16). Kalla den sokta
tangeringspunkten for (a,b). Den maste uppfylla ellipsens ekvation

a® + 6a + 4b* — 16b = 0,

samt vara sadan att vektorn fran den sokta punkten (a,b) till den
givna punkten (2, 2) ar vinkelrdit mot ellipsens normalvektor V f(a, b) i
tangeringspunkten (dvs. dessa vektorers skalarprodukt ar noll):

0=(2-a,3-b)-(2a+6,8 — 16)
= —2a” — 2a — 8b” + 22b.
Genom att kombinera dessa tva villkor pa lampligt vis erhalls
0 = (—2a® — 2a — 8b* 4 22b) + 2(a* 4 6a + 4b> — 16b) = 10a — 100,
alltsa b = a, vilket insatt i ellipsens ekvation ger
0 = a* + 6a + 4a* — 16a = 5a° — 10a = 5a(a — 2),

sa att a = 0 eller a = 2. De mojliga tangeringspunkterna ar alltsa (0, 0)
och (2,2), dér respektive tangentlinje har normalvektor V f(0,0) =
(6,—16) och Vf(2,2) = (10,0), och fran detta dr det en rutinsak att ta
fram linjernas ekvationer.

Svar: De sokta tangentlinjerna ar 3z — 8y = 0 och x = 2.

Som kontroll kan vi notera att omskrivningen

22+ 6z +4y° — 16y =0 <= (z+3) +4(y—2)> =25

— (E) () -

visar att kurvan verkligen ér en ellips, med mittpunkt (—3,2) och
halvaxlar av lingd 5 och 5/2. Figuren pa nésta sida visar denna ellips
ihop med de tva linjerna som vi kom fram till.
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5. Projektionen av kroppen D pa zy-planet ar en ellipsskiva,
D ={(z,y) € R?: 2” + 4y + 13y* < 3}
={(z,9) e R?: (z+2y)* + (3y)* < 3}.

For att berdkna D:s volym anvénder vi stavar i z-led, och darefter
variabelbytet (u,v) = (x + 2y, 3y), med dudv = 3dzdy och det nya

omradet
E = {(u v) € R? : u? + 02 <3}

alltsd en cirkelskiva med radien /3, samt avslutar med att byta till
poldra koordinater (p, ¢) i uv-planet:

//D dzdydz = //~ (3 — (2% + 4wy + 13y2)>dxdy
—// (3— u2~|—v2)) gdudv
/w 0 ( f pdp)

[ (- W 2 9 3w
3 3 4 27

a

Svar: Volymen ar 37/2.



6. Differentierbarhet i punkten (a, b) betyder (per definition) att funktionen
f ar definierad i nadgon omgivning till (a,b) och att det finns konstanter
A och B saddana att

flathbt k)~ flab) — Ah— Bk

R(h, k) = N

0
da (b, k) — (0,0).

Fréan teorin vet vi att dessa konstanter i sa fall ges av A = f!(a, b) och
B = f,(a,b), sa i vart fall borjar vi med att (direkt fran definitionen)
berakna

00— i LB = F0.0) | (3+75) =3

R L
och

00— i JOR) = 0,00 (3+55) =3

1,(0.0) = Jiny K Bl -

For differentierbarhet i (0,0) krévs alltsa att

lim R(h,k) =0,

(h,k)—(0,0
dar
34 BERPIZR)Y 3 g p—(=1) -k
R(h,k):( ) )
N
(R —k) = (h—K)(h+ k) 2hk(h— k)
B (h? + k2)Vh? + k2 (R R2)VRZ R
Men sa ar inte fallet, eftersom R(t, —t) - V2 for alla
n r in , eftersom R(t,—t) = ————— = — r
- 212/ 212
> V.

Svar: For definition, se ovan. Den givna funktionen f ar inte differentier-
bar i (0,0).



