Losningsskisser till TATAG69 Flervariabelanalys 2024-01-02

1. (a) Eftersom

x? 1

lim f(,0) = lim —— = = # 0 = f(0,0)

z—0 272 2
ar funktionen inte kontinuerlig i (0, 0).
Svar: Funktionen ar inte kontinuerlig i (0, 0).

(b) Lat F(x,y,2) = 2* + zy + 2% Tangentplanet ges pa normalform av
VF(-1,2,2)e ((z,y,2) — (—1,2,2)) =0,
eller ekvivalent
VF(-1,2,2) e (z,y,2) = VF(—-1,2,2) e (—1,2,2).
Vi har
VF(z,y,z) = 2z +y,x,22), VF(-1,2,2)=(0,-1,4).
Alltsa far vi
(0,—1,4) e (z,y,2) = —y+42=(0,—1,4) ¢ (—1,2,2) = 6.
Det vill sédga, det sokta tangentplanet ges av —y + 4z = 6, eller ekvivalent
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Men vi vet dven att detta tangentplan ges av

2= f(=1.2)+ fi(=L2)(x + 1) + f,(=1,2)(y — 2),

alltsd ser vi att f;(—1,2) =0 och f,(-1,2) = 1/4.
Svar: fi(—=1,2) =0, f;(=1,2) =1/4, —y + 42 = 6.
(OBS! Att ekvationen verkligen definierar z som funktion av x och y kan ses fran
implicita funktionssatsen eftersom F'(—1,2,2) = 3 samt F/(—1,2,2) =4 #0. ]
detta fall ar det ju dessutom litt att faktiskt 16sa ut z. Ekvationen 2?24 xy+ 2% =
3 har I6sningarna z = ++/3 — 22 — xy, och eftersom vi i detta fall tittar lokalt

kring (—1,2,2) dar z ar positivt ar funktionen z = f(x,y) = v/3 — 22 — zy.
Notera att f(—1,2) =v/3—-14+2=2.)

2. De stationédra punkterna ges av

fl=322-2y=0 322 — 22 =0 x=0eller z =2/3
= =
fy=—"2x+2y=0 y==x y=x.

Dvs. vi har tva kritiska punkter, (0,0) och (2/3,2/3). Vidare géller att

fr =6x, fr 2 och f, =2.
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3.

Sa i (0,0) far vi den kvadratiska formen:
Q.0 (h, k) = f1,(0,0)R*+2f7,(0,0)hk+f,,(0,0)k* = —4hk+2k* = 2(k—h)*—2h?,
som &r indefinit. Alltsa ar (0,0) en sadelpunkt.
I(2/3,2/3) far vi
Qezszzss(h k) = £1,(2/3,2/3)h° + 2f7,(2/3,2/3)hk + f,,(2/3,2/3)k*
= 4h* — 4hk + 2k* = 2(k — h)? + 2Rh?,
som ar positivt definit. Alltsa dr (2/3,2/3) ett lokalt minimum.
Svar: Funktionen har ett lokalt minimum i (2/3,2/3).
(a) Den forsta ekvationen ger
2 =22+ 32y & 2 =2+ 2%y + h(y).
Eftersom detta medfér att 2, = 2® + h'(y) ser vi att
2l = 2x + 3%y, z =2+ 2%y + h(y),
{Zg’/:x3+2y, <:>{x3+2y:x3+h’(y).
Vidare galler
v+ =2+ (y) e Wy =2y & hly) =y +ec
s den allménna losningen till systemet (utan bivillkor) ges alltsa av
z:x2+x3y+y2~l—c.

Bivillkoret ger nu i sin tur
2(0,0) = ¢ = 3.
Det vill séaga
z =2+ 2%y + 9% + 3.
Svar: z = 22 + 23y + y* + 3.
(b) Kedjeregeln ger
Zy = Zyly + 2,0, = 22, 2, = 2y, + 2,0, = Z, + Z,.

Sa

zp — 2z, = (22,) — 22, + 2,) = =22, = 4y = 4v.
Dvs.

2= -2 2= v+ h(u) = —y* +h(2z + ).

Bivillkoret ger nu att
2(0,y) = —y* + hly) =y,
dvs. h(y) = > + 9, s&
z=—y"+ 2z +y)* + 2z +y)"
Svar: z = —y? + (2z + y)* + (22 + y)*.
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4. Vi infor variablerna
u=x-+2y+ 3z,
v =2+ 2y,
w=2x
som avbildar D pa omradet 2 som gesav 1l <u<2,1<v<3,1<w<4. Vidare
har vi
d(u, v, w)

—6
d(z,y, z) ’

1
=1
1

=N
oo w
Il

och
42° + 8xy = 4(z + 2y)r = dvw.

Alltsa far vi
1
// (42% + 8zy) dzdydz = // dvw— dudvdw
D Q 6

1 2 3 4 _ _ _
= 7/ du/ ZUdv/ 2wdw = 2-DO-DA6-1) = 20.
61 1 1 6

Svar: 20.

5. Integralen ar generaliserad i origo och integranden véxlar tecken. Man kan tédnka
sig tva alternativ har. Antingen delar vi upp integranden

x2+y 1 72 ¥ 2
[V gy [y [ TR g,
x2+y D 4(x2+y2)3 D 4(x2+y2)3

eller integrationsomradet

rdy,
\/xQ—i—y D :c2+y \/:c2+y

dar

1— 2 2 1 — 2 2
D+={(x,y)eD: W>0}, D_={(x,y)€D: W<0}a

4 (1'2 +y2)3 4 (1’2 +y2)3

och visar sedan att de tva integralerna i hogerledet bada ar konvergenta, vilket
reducerar problemet (oberoende av val av metod ovan) till att behandla integrander
som inte vaxlar tecken. Vi véljer det senare alternativet héar. I polara koordinater
ges integranden av

L—p

032
och omradena D, D_ ges av 0 < p < 1, 7/4 < ¢ < 37/4 respektive 1 < p < 2
/4 < ¢ < 3m/4.



Eftersom integranden pa D respektive D_ inte véxlar tecken kan vi anvanda polara
koordinater och Fubini’s sats direkt pa dessa. Overgang till poldra koordinater (p, ¢)

ger
dad :/ / dp) d
//D+4:U2+y3 vy /4 0 p3/2,0p 4

1
m 1 1/2 2,03/2 2m

== —5 — dp = = |2¢/p — = —.
2 Jo <p1/2 P > P = [ \/_ , 3

N ) 3n/4 [ 21 —
S e [ ([t )
- (@ +y2)3 /4 1 p

2
:z ? i_ 1/2 dp_ 2\/_— 2p3/2 Q_Ql
2 /1 1/2 ) 3 3
Eftersom bagge dessa integraler ar konvergenta féljer det att integralen 6éver D ocksa
ar det och
NZERT V2r 27 V2
I (3 (- 5)
(22 + 12) 3 3 3 3

Svar: v/27/3.

. Sfaren S med radie 1 och centrum i (1,0,0) ges av ekvationen

F(zr,y,2) = (x = 1) +¢y*+ 2 = 1.

Eftersom
VE(z,y,2z) =2(z—1,y,2)

sa foljer det att tangentplanet i en punkt (a,b, c) som ligger pa S ges av

2(a—1,b,¢) @ (z,y,2) =2(a—1,b,¢) ® (a,b,c)



vilket ger ekvationen
(a— Dz +by+cz=(a—1)a+b*+c (1)
Vidare géller om (a, b, c) € S att
(a—Da+b+c=(@@-1)2+bV+F+(a-1)=1+(a—1)=a. (2)
Sa (1) och (2) ger tillsammans att tangentplanet ges av
(a — 1)z + by + cz = a.

Att detta plan gar genom (1,0, 3), samt att (a,b,c) € S, betyder alltsa att (a, b, c)
ska uppfylla

(a—=1)-1+b-0+c-3=a o (a—1)+3c=a o c=1/3
(a—12+b*+c2=1 (a—12+0*+c2=1 (a—1)%+b* = 8/9.

Detta ar en cirkel i planet ¢ = 1/3 med radie 2v/2/3 och centrum i (1,0,1/3), s&
den kan t ex parametriseras som

a=1+ %Cost,
b= %sint,

c=3, tel0,2n]

Svar: Tangentplan: (a — 1)z + by + cz = a.

1
Sokta punkter: (a,b,c) = 3(3 +2v/2cost, 2v/2sint, 1), t € [0, 2n].



