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a) z, =52, + 2, 2, =2z, — 2;
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a) Tangentplanet beskrivs av ekvationen ex + ey + z = e.

b) Punkten (1,—1) dr den enda stationdra punkten, den dr en sadelpunkt.

a) // 6y%dzdy = 16;
D
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b) // (x 4+ 3y)dzdy = <.
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. Vi utgar fran att z som funktion av x och y ar differentierbar for alla x > y > 0. Kedjeregeln

ger 2, = 2z, + 2z, och z; = —z, + z,; det foljer att 2, + 2, = 2z;. Dessutom &r \/7% = %,
varvid
VT — u u
20+ 2 = y<:)2z;:£<:)z' L@z:\/uv—i—g(u)

YooV ty NG v 2y/v
for ndgon differentierbar funktion g : ]0,00[ — R. Uttryckt i de ursprungliga variablerna z
och y far vi alltsd z = /22 — y2 + g(z — y), vilket ar den allménna losningen till ekvationen.

Utifran den allménna l16sningen ovan blir bivillkoret
v (5t)2 — (4t)2 4 g(5t — 4t) = 3t + cost < VIt2 + g(t) = 3t + cost = g(t) = cost,

det vill siga att z = /22 — y2 + cos(z — y) .

Svar: Allmén 16sning: z = /22 —y? + g(z — y), dér g : ]0,00[ — R &r en differentierbar
funktion.
Partikularlosning: z = /22 — y2 + cos(x — y).

. Skiirningspunkter: En skirningspunkt (x,y) méaste uppfylla sambandet 22 + y? =1 = (z —
1)2 + 42, varav det foljer att

0=2—(r—1)>=22—1 ochdirmed att = =1/2.

Insatt i ekvationerna for v och o ger detta y = :l:@. Det finns alltsa tva skdrningspunkter:
py = (1/2,V3/2) och p_ = (1/2,~v/3/2).

Skirningsvinkel: Lat f och g vara de funktioner R?> — R som ges av f(z,y) = 2% + y?
respektive g(z,y) = (z — 1)? + y2. D& &r 1 och v, nivakurvor till f respektive g, och vinkeln
mellan kurvorna i en skidrningspunkt &r densamma som vinkeln mellan gradientvektorerna till
f och g i den aktuella punkten.

Vi har

Vf(z,y) = (21‘,2y), vf(p:t) = (la :|:\/§)7 och
VQ(I7y) = (2(35 - 1)72y)7 v.g(p:t) = (717:|:\/§) .



Lat 61 beteckna vinkeln mellan kurvorna i punkten pi. Da géller att

Vips) e Vylps) _ 1-(=1) + (£v3)? _-i+s 1
VIR Vo)l oy B Jcr+2ver VE 2

cosfy =

och alltsa ar 64 = g

Svar: Det finns tva skirningspunkter: (1/2,v/3/2) och (1/2, —+/3/2). I bada punkterna ér
vinkeln mellan kurvorna /3.

. a) Funktionen f ér C!, och funktionaldeterminanten

cosy —xsiny 2 2 2, . 2 2 . 2 2
= pu— = >
drsing  o2cosy| ~ ° (cosy)® + 2z*(siny)® = 2” (1 + (siny)?) > 2% >0

eftersom x > 0. Enligt inversa funktionssatsen foljer nu att det for varje punkt (x,y) €
]0,00[ x R finns ndgon 6ppen delméngd U som innehaller (z,y) sddan att f &r inverterbar
som funktion U — f(U).

b) f(1,0) = (1,0) = f(1,2n), sa f &r inte injektiv, och ddrmed inte inverterbar.

3
. Villkoren f6r omradet D kan uttryckas som <24y < 3~ 2. Projektionen av D pa

2
z-axeln bestir av de z € R som uppfyller z* < 2(% — 22), alltsa
0>22 422 -3=(*+1)2-4=(2?+3)(22-1) & 2?<1 & -1<z<1.
Givet z € [—1,1] 1at
2 2 2 2 _ 3 2
Dz—{@,y)eR S <atayted s }
Omrédet D, utgérs av den del av disken med radie 1/3/2 — 22 och centrum i origo som ligger

utanfor disken med radie \/z*/2 och centrum i origo, och dess area, [, p. dzdy, ar alltsa lika
med

Vol(D)///DdxdyszUb'/ll (//Dzda:dy>dz/117r(2222;>dz
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Svar: Omradet D har volymen =™



