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1. a) z′x = 5z′u + z′v, z′y = 2z′u − z′v;

b) lim
(x,y)→(0,0)

(1 + y)x2 + (1 + x)y2

x2 + y2 = 1.

2. a) Tangentplanet beskrivs av ekvationen ex+ ey + z = e.
b) Punkten (1,−1) är den enda stationära punkten, den är en sadelpunkt.

3. a)
∫∫

D

6y2dxdy = 16;

b)
∫∫

D

(x+ 3y)dxdy = 1
8.

4. Vi utg̊ar fr̊an att z som funktion av x och y är differentierbar för alla x > y > 0. Kedjeregeln
ger z′x = z′u + z′v och z′y = −z′u + z′v; det följer att z′x + z′y = 2z′v. Dessutom är

√
x−y√
x+y

=
√

u√
v

,
varvid

z′x + z′y =
√
x− y√
x+ y

⇔ 2z′v =
√
u√
v
⇔ z′v =

√
u

2
√
v
⇔ z =

√
uv + g(u)

för n̊agon differentierbar funktion g : ]0,∞[ → R. Uttryckt i de ursprungliga variablerna x
och y f̊ar vi allts̊a z =

√
x2 − y2 + g(x− y), vilket är den allmänna lösningen till ekvationen.

Utifr̊an den allmänna lösningen ovan blir bivillkoret√
(5t)2 − (4t)2 + g(5t− 4t) = 3t+ cos t ⇔

√
9t2 + g(t) = 3t+ cos t t>0⇔ g(t) = cos t ,

det vill säga att z =
√
x2 − y2 + cos(x− y) .

Svar: Allmän lösning: z =
√
x2 − y2 + g(x − y), där g : ]0,∞[ → R är en differentierbar

funktion.
Partikulärlösning: z =

√
x2 − y2 + cos(x− y).

5. Skärningspunkter: En skärningspunkt (x, y) måste uppfylla sambandet x2 + y2 = 1 = (x−
1)2 + y2, varav det följer att

0 = x2 − (x− 1)2 = 2x− 1 och därmed att x = 1/2.

Insatt i ekvationerna för γ1 och γ2 ger detta y = ±
√

3
2 . Det finns allts̊a tv̊a skärningspunkter:

p+ = (1/2,
√

3/2) och p− = (1/2,−
√

3/2).
Skärningsvinkel: L̊at f och g vara de funktioner R2 → R som ges av f(x, y) = x2 + y2

respektive g(x, y) = (x− 1)2 + y2. D̊a är γ1 och γ2 niv̊akurvor till f respektive g, och vinkeln
mellan kurvorna i en skärningspunkt är densamma som vinkeln mellan gradientvektorerna till
f och g i den aktuella punkten.
Vi har

∇f(x, y) = (2x, 2y), ∇f(p±) = (1,±
√

3), och
∇g(x, y) = (2(x− 1), 2y), ∇g(p±) = (−1,±

√
3) .
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L̊at θ± beteckna vinkeln mellan kurvorna i punkten p±. D̊a gäller att

cos θ± = ∇f(p±) • ∇g(p±)
|∇f(p±)| · |∇g(p±)| = 1 · (−1) + (±

√
3)2√

12 + (±
√

3)2 ·
√

(−1)2 + (±
√

3)2
= −1 + 3
√

42 = 1
2 ,

och allts̊a är θ± = π

3 .

Svar: Det finns tv̊a skärningspunkter: (1/2,
√

3/2) och (1/2,−
√

3/2). I b̊ada punkterna är
vinkeln mellan kurvorna π/3.

6. a) Funktionen f är C1, och funktionaldeterminanten

df
d(x, y) (x, y) =

∣∣∣∣ cos y −x sin y
2x sin y x2 cos y

∣∣∣∣ = x2(cos y)2 + 2x2(sin y)2 = x2 (1 + (sin y)2) ≥ x2 > 0

eftersom x > 0. Enligt inversa funktionssatsen följer nu att det för varje punkt (x, y) ∈
]0,∞[ ×R finns n̊agon öppen delmängd U som inneh̊aller (x, y) s̊adan att f är inverterbar
som funktion U → f(U).
b) f(1, 0) = (1, 0) = f(1, 2π), s̊a f är inte injektiv, och därmed inte inverterbar.

7. Villkoren för omr̊adet D kan uttryckas som z4

2 ≤ x2 + y2 ≤ 3
2 − z

2. Projektionen av D p̊a
z-axeln best̊ar av de z ∈ R som uppfyller z4 ≤ 2( 3

2 − z
2), allts̊a

0 ≥ z4 + 2z2 − 3 = (z2 + 1)2 − 4 = (z2 + 3)(z2 − 1) ⇔ z2 ≤ 1 ⇔ −1 ≤ z ≤ 1 .

Givet z ∈ [−1, 1] l̊at

Dz =
{

(x, y) ∈ R2 | z
4

2 ≤ x
2 + y2 ≤ 3

2 − z
2
}
.

Omr̊adet Dz utgörs av den del av disken med radie
√

3/2− z2 och centrum i origo som ligger
utanför disken med radie

√
z4/2 och centrum i origo, och dess area,

∫∫
Dz

dxdy, är allts̊a lika
med

π

(
3
2 − z

2
)
− π z

4

2 = π

(
3
2 − z

2 − z4

2

)
.

Volymen av D beräknas nu med Fubinis sats:

Vol(D) =
∫∫∫

D

dxdydz Fub.=
∫ 1

−1

(∫∫
Dz

dxdy
)

dz =
∫ 1

−1
π

(
3
2 − z

2 − z4

2

)
dz

= 2π
∫ 1

0

(
3
2 − z

2 − z4

2

)
dz = 2π

[
3
2z −

1
3z

3 − 1
10z

5
]1

0
= 2π

(
3
2 −

1
3 −

1
10

)
= 2π

(
45
30 −

10
30 −

3
30

)
= 32

15π .

Svar: Omr̊adet D har volymen 32
15π.
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