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{x =1+ u,
a)
Yy =u— 2.
b) f(z,y)=e" —z+ay—1.

a) x+4y=2+2In2.
b) f/(1) = —4, /(1) = 2.

a) ///~ 4 cos A(sin §)? cos ¢ dr df dy, dar
D

D={(r0.9) R} [0<r<V5 002 0<p<on).

1 1

a) Funktionen f &r kontinuerlig i origo om och endast om ( 1)1m( : f(z,y) = A. Vi berdknar
z,y)—(0,0

gransvirdet genom att infora poldra koordinater. For alla (z,y) # (0,0) ar

2%y pol. p3(cos p)?sin @ 5 .
f(xay) - 332 +y2 - p2 - p(CObQO) Simy.

Eftersom |(cos¢)?sing| < 1 giller enligt sats att f(x,y) = p(cosp)?sing — 0 da
(z,y) — (0,0). Funktionen f &r alltsa kontinuerlig i (0,0) om och endast om A = 0.

b) Om en funktion &r differentierbar i en punkt sd &r den dven kontinuerlig dir. Darfor ar f
inte differentierbar i origo om A # 0.
Antag istallet att A = 0, det vill sédga att f(0,0) = 0. Funktionen f dr differentierbar i
origo om och endast om

f(xay) - f(0,0) - f;(0,0)x - fé(oao)y _

lim 0.
(.4)—~(0,0) (2, )]
Vihar f(0,0) = lim f(z,0) — £(0,0) =0 och f/(0,0) = lim f(y,0) - £(0,0) =0,
z—0 T y—0 Y
och alltsa
2

R(z,y) ==

(2, 9)| Vi +yr (@242

Léngs z-axeln blir detta uttryck R(z,0) =0 — 0 dd £ — 0, medan = =y > 0 ger

a3 a3 1 1

= = —
202222 2v213 22 2V2

Uttrycket R(z,y) har alltsd olika gransvirden ldngs olika kurvor mot origo, vilket betyder
att gransvardet lim, ) (0,0) (7, y) inte existerar.

R(z,z) = daz —0.

Svar: Funktionen f &r kontinuerlig i origo om och endast om A = 0. Den &r inte
differentierbar i origo fér ndgot virde pa A.



5. Sitt = pcosy, y = psing. Om (p,p) = (4,7/6) s& blir d& (z,y) = (4cos %,4sin %) =
(2v3.2)
Enligt kedjeregeln géller sambanden
folps) = gi(2,y) - cosp + g, (x,y) -sinp  och
fo(piw) = gu(,y) - (—psing) + gy (x,y) - pcosp.

Inséttning av p = 4 och ¢ = /6 ger

faa/6)=1/2  _ [4.(2v3,2)- P +9,(2v3.2) - § =3
fo(4,7/6) = —2 7.(2v/3,2
2) =

> (~2) +g,(2V3.2) - 23 = 2

o 1 V39.(2V3,2) 4 g,(2V3, - 491,(2\[ 2)=1-V3
—9,(2V/3, 2)+fgy(2f 2) 9.(2V/3, 2) V3g,(2v3,2) =1
7,(23,2) = 9,(2v3,2) = 158
“ {gé(%f 2) - fgy(2\/§ 2)=1 < {9; 21/3,2) = 143
Svar: ¢/ (2V3,2) = 1+4\/§ och g, (2v3,2) = _4\/3.

6. Skdrningspunkterna A och B fas genom att sétta in x = y = 0 i ytans ekvation:
(—2)2 +(—22)?=5 & 52°=5 & z=—1leller z = 1.

Skdrningspunkterna ar alltsa A = (0,0, —1) och B = (0,0, 1).

Lat F(x,y,2) = (z +y — 2)? + (y — 22)? + 3y?. D& ir ytan en niviyta till funktionen F, och
gradientvektorerna VF(A) och VF(B) &r normalvektorer till ytan i punkterna A respektive
B. Vi berdknar

VF(z,y,2)=(2(x+y—2),2(x+y—2)+2(y —22) + 6y, —2(x+y—2) —4(y —22))

vilket ger VF(0,0,—1) = (2,6,—10) och VF(0,0,1) =
VF(0,0,1) = —VF(0,0,-1) sa &r vektorn 71 := 2VF(0,0,—1)
ytan i bada punkterna.

(-2 6 10). I och med att
= ( —5) normalvektor till

Tangentplanet i punkten A = (0,0, —1) ges nu av ekvationen
0 :’ﬁ’.((mayv’z) - (0307_1)) = (1,37_5) .(SU,y,Z-i-].) :x+3y—5z—5

det vill sdga = + 3y — 5z = 5. P4 samma sétt fas ekvationen till tangentplanet i punkten
B =(0,0,1) som

OZT_L.((I,y,Z)f(O?O,l)) = (173775).(1'7?%271) :$+3y752+5,

alltsa « 4+ 3y — 52z = —5.

De tva tangentplanen sammanfaller inte (exem-
pelvis ligger punkten A i det ena, men inte i
det andra). D& planen har en gemensam nor-
malvektor dr de parallella, och saknar ddrmed
skdrningspunkter. Vektorn v := B — A =
(0,0,2) representerar den riktade strickan AB.
Langden av dess projektion pa planens normal-
riktning ger avstandet mellan de tva tangent-
planen:




| Pra(o)| = |22 05| = (200 — 2- ()] _ 10 25
! |n[? |7 VIZF32+ (=52 V35 VT

Svar: Tangentplanen i A = (0,0, —1) och B = (0,0,1) ges av ekvationerna = + 3y — 5z =5

respektive 4+ 3y — 5z = —5. Avstandet mellan planen ar %

. Vi infor ett ortonormerat koordinatsystem med solen i origo, och Proxima Centauri i punkten
P = (0,0, R). Omrédet vars volym vi séker blir da

M =B(0;R)NB(P;R) = {(v,y,2) € R* | 2® +y* + 22 < R?*, 2* +y* + (z — R)* < R?*}.

Skarningen mellan de tva sfiarer som begransar omradet M ges av ekvationssystemet

22+ 4% + 22 = R2 » PP+ 2=R (1)
> +y?’+ (22— R)?=R? (z—R?-22=0 (2)

Av (2) far vi 0 = (z — R)? — 22 = (—R)(2z — R), alltsd 2z — R = 0 och z = R/2. Insiittning i
(1) ger 2% + y? + (R/2)? = R?, vilket dr ekvivalent med att 22 + y* = 3R?/4. Skiirningsytan
z? +y? = 3R?/4,
z=R/2.

Lat M = {(z,y) € R? | 2% + y*> < 3R?/4}.
Omradet M C R3 ges nu av

ges alltsd av ekvationerna {

(z,y) € M,
R—\/R?>—2?2—y2<z<,/R?>—2a2—y>2

Vi berdknar volymen av omradet M med hjilp
av Fubinis sats, och variabelbyte till poldra ko-
ordinater. Omradet M motsvaras i polira koor-
dinater av det omrade D som ges av olikheterna o 2 g
0<p<VBR/2,0<¢<2m Ao

Rz,zzfy
Vol(M // da:dydz // / dz | dzdy
R—y/R2—z2—y?
://~ (2 R2—332—yQ—R>dxdy=//~ 2 RQ—xQ—yQ>dxdy—R//~ dz dy
M

pol ) SR Fub. 2 \/§R/2 ) > 3T 3
2p\/R —p?dpdp— R - 71— = 2p\/ R? — p?dp dgafZR
0 0

= 21 (R = )2 \/§R/2_37T 3 _ 4m 0n3/2 [ p2 3R2\*? L
727?7[ (R* - p?) ]O TR =2 () g 30 £

:<R3—> 3—7TR3 114—;33 %R 5”33

5
Svar: Omradets volym &r 1—72TR3.



