Losningsforslag till TATA69 Flervariabelanalys 2024-10-30

OBS! Pa uppgift 1-3 ska bara svar anges pa tentan. Nedan finns dock 16sningsskisser med dven for
dessa uppgifter.

1. a) Svar: 0<p <4, —m < ¢ <0 (eller 7 < p < 27 funkar ocksa).

A

A
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z=sin(2z +y) = z, — 22, = (2c0s(2z + y)) — 2(cos(2z + y)) =0,

z=e"Y = 2 — 2z, = (e"7Y) = 2(—e"Y) = 3"V £,

2= [z +y) =2 — 22, = 2f' Qv +y)) - 2(f'2zr +y)) =0.
Svar: sin(2z +y) och f(2z +y).

2. a) Med F(z,y) = 2% + 2y* giller att F(2,1) = 4 + 2 = 6, s& punkten ligger pa kurvan.
VF = (2z,8y%), VF(2,1) = (4,8) = 4(1,2). Vektorn (1,2) ir nu en normalvektor till den
sokta tangentlinjen, vilket ger ekvationen (1,2) e (z,y) = (1,2) ¢ (2,1) & = + 2y = 4.
Svar: z + 2y = 4.

b) Vi har z + 22f(z) + f(x)? = 1 i en omgivning till z = 1. Eftersom grafen y = f(z) ska

géd genom (1, —1) har vi att f(1) = —1. Deriverar vi bada sidor i ekvationen ovan far vi
1+ 2zf(2) + 22 f'(z) + 2f (2) f'(x) = 0.
Sétter vi nu in & = 1 och anvénder f(1) = —1 leder detta till ekvationen

1—24f(1)—2f'(1)=0= f'(1) = —1.
Svar: f(1) = —1 och f'(1) = —1.

3. a) Om vi infor koordinaterna u = x och v = 2z + 4y ges omradet av granserna 0 < u < 1
och 0 <wv < 6. Vidare géller att

3x+4dy=x+ 2z +4y) =u+v

samt
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dzxdy = | ’; 2‘ |dzdy = 4dzdy.
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Svar: 21/4.

(Man kan alternativt direkt skriva om olikheterna som 0 < <1, —z/2 <y < 3/2 —z/2
och tillimpa Fubini direkt:

1 [ r3/2-x/2 921
// (3:E+4y)da:dy:/ / Br+4y)dy |de=...=—.)
D 0 —x/2 4

b) 1”2 =22+ 9?2+ 22 <9ger 0 <r <3,z >0ger —7/2 < ¢ <7/20chz >0 ger
0 < 6 < 7/2. Integralen &r visserligen generaliserad i 0, men integranden &r positiv si vi
kan rdkna pa som vanligt:

1 /2 w/2 3.2 0
/// —dxdydzz/ (/ (/ ISl daeyd = .. = 2T
DANz2+y?+22 —n/2 Jo 0 r 2

Svar: 97/2.

4. Vi borjar med att berdkna f(3,1) =12, f, =2z, f,(3,1) =6, f, = 3y? och fy(3,1) = 3, som
vi behover nedan. Riktningsderivatan beriknas med formeln

Vf(?), 1) L X0 _ (fg/c(?” 1)) f;(?’, 1)) ® (_17 1) (Ga 3) ® (_1’ 1)

o] - V2 V2
Tangentplanet for grafen z = f(x,y) i (3,1, f(3,1)) ges av ekvationen

2= f3 1)+ £23,1)(z = 3)+ f,(3, )y - 1),

vilket med vardena ovanifran insatta ger

f%(37 1) =

54

z2=12+6(z — 3) + 3(y — 1),
vilket omskrivet pa normalform blir
6rx+3y—2=9

dir vi kan ldsa av en normalvektor (6,3, —1) (notera att ovanstdende ekvation ocksa kan
skrivas som (6,3, —1) e ((z,y,2) — (3,1,12)) = 0).

Svar: Riktningsderivata f4(3,1) = —3/v/2, plan z = 12 + 6(z — 3) + 3(y — 1), normalvektor
(6,3,—1).

5. Vi borjar med att hitta alla kritiska punkter:
Vi =(-122% 4+ 122°,4 + 2y) = (0,0)
vilket ger ekvationssystemet

{—12x2+12x3:0, - {x:Oeller —12+120=0 {x:Oellerle

442y=0 y=-2 y= -2

Alltsa far vi tva kritiska punkter (0, —2) och (1, —2). Vi tittar nu pa den kvadratiska formen
Q(h, k) = fi,h® +2f.) hk + [ k?

i respektive punkt och ser om vi kan fa svar pa fragan direkt fran denna. Vi har

TT -

fi = =24 + 362>, f1, =0, fr =2



I punkten (0,—2) far vi f2/ (0,—2) =0, sa
Q(h, k) = 2k*.

Denna &r enbart semidefinit, sa den kvadratiska formen ger inte svar pa fragan. Men vi noterar
att
f(x,—2) = =34 32* — 423 = -3 — 23(4 — 31),

och eftersom 2% < 0 dd < 0 och ® > 0 om z > 0 men (4 — 3z) > 0 for alla = niira noll s&
ser vi att f(x,—2) > —3 om x < 0 och x &r néra 0, men f(z,—2) < —3 om x > 0 och z &r
nira 0. Sa detta dr inte en lokal extrempunkt.

I punkten (1,—2) far vi istéllet f2 (1,—2) = —24 + 36 = 12 sa att
Q(h, k) = 12h% + 2k,

Eftersom denna uppenbarligen ar positivt definit (dvs. Q(h, k) > 0 om (h, k) # (0,0)) sa har
funktionen ett lokalt minimum i denna punkt.
Svar: f har ett lokalt minimum i (1, —2).

(B ) 2 P e
27 T2 + y2 2 + y2
p%(cos* psin? p — cos? psin
2
= pa - (cos® psin® o — cos® psin® ) — 0. da p — 0.
~—

‘)

—0 begrinsad

Alltsd, eftersom p — 0 da (z,y) — (0,0), foljer det att gransvirdet existerar och &r 0.

Om vi nu istéllet tittar pa
2_ .2

=Yy
flzy)=g (M,1+xy>
s& ser vi att
fO,y) =g(-1,1)=-1 = -1day —0

och
f(z,0)=9¢(1,1)=1—=1da z — 0.
Alltsa existerar inte gransviardet — lim  f(z,y).
(z,5)—(0,0)
Svar: Endast det forsta gransvirdet existerar, och det ar 0.

. Omradet ar helt enkelt snittet mellan halvrummet x + y + 2z < 0 och klotet med centrum i
(1,1,1) och radie 4. Genom att gora ett ON-basbyte till ny bas, t ex

T 1 v 1 w
yl=—74|-1]+—4=(1 ]+
z

V21 W R U VA

dér vi ldgger den sista basvektorn i (1,1, 1)-riktningen sa ges omradet i de nya koordinaterna
(u,v,w) av snittet mellan halvrummet w < 0 och klotet med centrum i (0,0, v/3) och radie 4,
eftersom ett ON-basbyte inte #ndrar avstand (och avstandet fran (1,1, 1) till origo &r v/3).
Eftersom skalfaktorn vid ett sadant byte &r 1 (Jacobianen &r en ortogonal matris, som vi vet har



determinant +1) kan vi nu helt enkelt rikna ut volymen av denna méngd i (u, v, w)-rummet
(se 3D-bilder pa nista sida). Om vi projicerar méngden pa w-axeln far vi [—4 + v/3,0], och for
varje c i detta intervall ar snittet mellan planet w = ¢ och méngden en cirkelskiva

u? + 0% <16 — (w — V3)?

som har radie r = /16 — (w — v/3)2, vilket ger arean 7(16 — (w — v/3)?). Fubinis sats
(skivformeln) ger alltsa att volymen ges av

0

16 (0 V3w — 16w @ V3)? S
/_4+¢§ (16 — (w — V/3)})dw = [16 5 ]—4+\/§_ = (3 15«/5).
Svar: 7(128/3 — 15v/3).

Nedan &r bilder forst i xyz-rummet och sedan i uvw-rummet pa klotet och planet i uppgift 7.
Maéngden i fraga ar delen av klotet “under” planet.




