Losningsforslag till TATAG69 Flervariabelanalys 2025-01-07

OBS! Pa uppgift 1-3 ska bara svar anges pa tentan. Nedan finns dock 16sningsskisser med dven for
dessa uppgifter.

1. a)

r? = 2% +y?+ 22 < 9 dr ekvivalent med 0 < r < 3, y > 0 ér ekvivalent med att ¢ € [0, 7],
och 0 har inga ytterligare begransningar &n det som foljer av definitionen av sfariska
koordinater, dvs. 6 € [0, 7].

Svar: 0<r<3,0<p<7m,0<0< .

Med det foreslagna variabelbytet u = 2z — 3y, v = x far vi

A /o / /
2y = 2y Uy + 2,0, = 22, + 2,
Y ;o !
Zy = 2y Uy + 2,0, = —32,.

Alltsa far vi
32, + 22, = 62, + 32, — 62, =32, =0

vilket ger
2= f(u) = f(2x - 3y), feC'(R).
Svar: z = f(2z — 3y), f € CYR).

Man kan antingen derivera uttrycket direkt, eller anviinda standardutvecklingen et =
1+t+O0@*) med t = 2y —y = (z — 1)y (OBS! (z,y) = (1,0) = t = 0), samt
kvadratkompletteringen —8z + 422 = 4(z — 1)? — 4. Hér visar vi den sistnimnda metoden:

flay) = f(1,0) + f£,(1,0)(z — 1) + £,(1,0)y+

" (1,0) fyy(1,0)

+ LS 12 4 g, 1,0) @ - Dy + T+ O - 1y) )

= -8z +42® +2y° + (1 + ((z — 1)y) + O(((z — 1)y)?)
=-3+4(x -1+ (z - Dy +2y°>+0((z — 1,y)*).

Hér kan vi nu ldsa av att f;.(1,0) = f,(1,0) = 0, sa (1,0) &r en stationdr punkt, och
Eftersom
4h? 4 hk + 2k* = 4(h + k/8)% — 4k% /64 + 2k = 4(h + k/8) + 31k?/16

ar positivt definit ser vi att f har ett lokalt minimum i (1,0).
Svar: f;(1,0) = f,(1,0) = 0,f,’,(1,0) =8, f7,(1,0) = 1, £/ (1,0) = 4. Lokalt min.

Med F(x,y,2) = 2® + 2y* + z giller F(1,—1,2) = 5 s punkten ligger pd den givna
nivaméingden. Vidare géller att

VF(z,y,2) = (322, 4y,1), VF(1,-1,2) = (3,-4,1),

och vi vet d& att denna pekar i normalriktningen till ytan i punkten (1,—1,2), sa
tangentplanet ges av

(3a _471) 4 (CC,’y,Z) = (33_471) hd (13_172) Aad 3I—4y+2 = 9

Svar: 3z — 4y + 2z =9.



3. a) D ges i polira koordinater av 0 < p <1, —7/2 < ¢ < 7/2. S&

/2 1 /2 1
// 3xda:dy=/ (/ 3pcos<ppdp)d<p=/ cos<pd<p-/ 3p% dp
D —m/2 JO —m/2 0

= [sing]™?, - [¢°], = 2

Svar: 2.

b) Kruvorna y = 22 och y = 1 skéir varandra di = = £1, och vi ser att omradet kan skrivas
som
—-1<z<1l,2°<y<l.

Fubinis sats ger nu

1 1 1 25 1 8
// dexdy:/ (/ 2ydy>da::/ (1—334)d3?=|:.’1?—:| = .
D -1 2 —1 5 -1 5

Svar: 8/5.

4. Vi borjar med att berdkna f(1,2) =1, f, = 3%, f1(1,2) =3, f, =2y — 2 och f}(1,2) = 2,
som vi behéver nedan. Riktningsderivatan berdknas med formeln

’ o Vf(l,Q) LX) o (falc(lvz)vfg/;(172)) i (27_1) _ (3,2) L4 (27_1) _
T - -2y

Tangentplanet for grafen z = f(x,y) i (1,2, f(1,2)) ges av ekvationen

2= f(L2)+ £,(1,2)(z - 1) + f(1,2)(y - 2),

vilket med vérdena ovanifran insatta ger

Bl

z=14+3(x—1)+2(y —2),
vilket omskrivet pa normalform blir
3r+2y—2=6

dar vi kan ldsa av en normalvektor (3,2, —1) (notera att ovanstdende ekvation ocksd kan
skrivas som (3,2, —1) e ((z,y,2) — (1,2,1)) = 0).

Svar: Riktningsderivata f4(1,2) = 4/v/5, plan z = 1 + 3(x — 1) + 2(y — 2), normalvektor
(3,2,-1).

5. Med F(z,y) = x®+axy+a?y3 giller F(1,—1) = —1, sd punkten ligger pd den givna niviméngden.
Vi har nu

— — 3 2,2 _

och eftersom F} (1, —1) # 0, och F uppenbarligen &r av klass C', s& foljer det fran implicita
funktionssatsen att nivaméangden F(z,y) = —1 lokalt kring (1, —1) ges av en graf y = f(x),
dér f(1) = —1. Vidare géller

Pz, f(2))

A P
sa speciellt (
. Fi(1,-1) -1 1
F= CF)(1,-1) 0 4 4



(Alternativt kan man derivera ekvationen z* + xf(x) + 2% f(z)® = —1 pa bada sidor och fa
ekvationen 2z + f(z) + xf'(x) + 2z f(x)® + 322 f(x)? f'(z) = 0 vilket ger

2z 4 f(z) —|—2xf(x)3.

f'(w) = x + 322 f(x)?

Notera att det senare precis ar —F, (z, f(z))/Fy(z, f(x)). )
Svar: f(1) = -1, f'(1) = 1/4.

. Vi noterar att z = 1 insatt i olikheten z? + y? + 22 < 10 ger x2 + y? + 12 < 10, vilket &r
ekvivalent med 22 + 32 < 9, och vi inser litt att detta dr projektionen av det givna omradet
pa zy-planet (se plot nedan), si att var méngd kan skrivas som

22497 <9, 1<2<4/10— 22— 2.

Alltsa ger Fubinis sats

V/10—a2—y2
/// 2z dxdydz = // (/ 2z dz> dxdy
D {z24y2<9} 1
2m 3
= // ((10 —2® = y?) — 1) dady = / (/ (9- pz)pdp) dp
{22 +y2<9} 0 0

902 pt 8
=21 |— ——| =—.
2 4], 2

Nedan ér en bild med sfiren x? + y? + 22 = 10 och planet z = 1 plottade. Omrddet dr i
detta fall den del av klotet innanfor sfaren som ligger 6ver planet, och vi kan i detta fall se
projektionen pa xy-planet i princip som snittet mellan planet och klotet.

Svar: 817/2.



. Vi borjar med att underséka om partialderivatorna f;(0,0) och f;(0,0) existerar:

F(h,0) = £(0,0) _ h3/2h> —0
h B h

1
—>§déh—>0

s& f1(0,0) = 1/2.
- 2k3 /3K — 2
f(O,k)kf(O,O): ’“/3: O—>§dék—>0

sa f,(0,0) = 2/3. Funktionen &r di differentierbar om och endast om

F(h,k) = £(0,0) = F2(0,0)h — F5(0,0)k
R

R(h, k) =

— 0da (h,k) — (0,0).

Men vi har i detta fall langs h = k

—17h3 —17

= = 0da h—0.
30v2h3  30v2 7

Alltsa ar funktionen inte differentierbar i origo.

Svar: Ej differentierbar i origo.

R(h,h) = ...




