Losningsforslag till TATA69 Flervariabelanalys 2025-06-04

1. a) f(z,y) =zarctany +Iny + C.
b) z = 2%+ xy + f(2% +y), dir f € C*(R).

2. a) z=4dx+2y—3;
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4. Sitt F(x,y,2) = 22+y*+2 och G(x,y,2) = x+y—2. Notera att F(1,1,-2) =0, G(1,1,-2) =
4, vilket innebér att punkten (1, 1, —2) ligger i skirningen mellan ytorna, som ges av F'(x,y, z) =
0 respektive G(z,y, z) = 4. Eftersom tangentlinjen till skirningskurvan ér tangentiell till de
bada ytorna, och gradientvektorerna VF(1,1,—2) och VG(1,1,—-2) vinkelrdta mot dessa,
sa foljer att de bada gradientvektorerna ar vinkelrdta mot skdrningskurvans tangentlinje. 1
synnerhet ar vektorn VF(1,1,—2) x VG(1,1, —2) parallell med den sokta tangentlinjen.

Vi har VF(z,y, z) = (2z,2y,1) och VG(z,y, z) = (1,1,—1), och alltsa
VF(1,1,-2)xVG(1,1,-2) = (2,2,1)x(1,1,-1) = |} L |e1—|T X |ea+|3 1| es = (-3,3,0).

Saledes ar vektorn (—1, 1, 0) parallell med tangentlinjen, som alltsa (pa parameterform) beskrivs
av

(r,y,2) =(1,1,-2) +¢(—1,1,0) = (1 —¢,14+¢,—2) dar te€R.
Svar: (z,y,2z) = (1 —t, 1+t —2),dart € R.

5. Lat B = B((0,0);1) och M =[0,1] x [0, 27]. Med ett variabelbyte till polédra koordinater, och
Fubinis sats, fas

vol(K // (222 + 32 dxdy // (cosp)? + 1) pdpdyp
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Svar: Volymen av K ar 37/4.

Alternativ l6sning: Man kan med fordel utnyttja symmetrin mellan x och y for att forenkla

problemet. Uppenbarligen ar / / 22dady = / / y?>dzdy, och dirmed
B B

vol(K):// (2m2+y2)dxdy:3//x dzdy = = // 2% 4+ y?) dady "= §// p> dpdy
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6. Vi har Vf(z,y,2) = (327 cos(z®) 4 2ax, 2by), s& V(0,0,0) = 0; origo ér alltsd en stationér
punkt till f. Vidare ar

fl(@,y) = 6z cos(a®) — 9t sin(a®) + 2, f,(x,y) =0, och f(z,y) = 20,
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varvid Hessianen i (0,0) &r
_ ([ f2:(0,0) f2,(0,0)\ _ (2a 0O
100 = (fr50) fto0) = (5 2):
Egenvérdena till H(0,0) &r 2a och 2b. Om a,b > 0 sd &r egenvirdena positiva, och den

kvadratiska formen ¢(x,y) = (= v) H(0,0) (3 ) positivt definit. Enligt sats géller da att (0,0)
ar en minimipunkt till funktionen f.

Om minst en av a och b &r negativ s dr ¢ antingen indefinit eller negativt definit/semidefinit,
och (0,0) ar ddrmed inte en minimipunkt.

Antag att a = 0. D& ir f(z,y) = sin(z®) + by?, och f(x,0) = sin(z3). Eftersom f(z,0) < 0 =

£(0,0) for smé z < 0 (ndrmare bestamt for alla x € |]—m,0[), och f(x,0) > 0 f6r sma x > 0,

sd ar (0,0) inte en minimipunkt i detta fall.

Antag slutligen att a > 0 och b= 0. D4 &r f(x,y) = sin(2®) + ax?. Eftersom f.(0,0) = 0 och
" (0,0) =2a > 0, sa ar (0,0) en minimipunkt till f, enligt en sats fran envariabelanalysen.

Svar: Funktionen f har ett lokalt minimum i origo om och endast om a > 0 och b > 0.

7. a) En cirkuldr kon med basradie 1 och héjd 1:
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b) For z € [0,1], 14t K, C R? vara méingden av alla punkter pa formen
(z,y) = (1 — 2)u, (1 — 2)v) for ndgon punkt (u,v) € M.

=(1- d
Variabelbytet {33 (1= 2)u avbildar da M pa K., och (z,9) = (1—2)?. Dessutom giller

y=(1-2)w d(u,v)
att (z,y,z) € Kp om och endast om z € [0,1] och (x,y) € K,. Med hjilp av Fubinis sats,
foljt av ovan beskrivna variabelbyte, far vi nu

vol(K ) = ///KM dzdydz - /01 (//Kz dxdy) dz & /01 (//M(l - z)zdudv> dz
1

— 237t
= / (1-2)%dz- // dudv = | — )l B A= 4 , vilket skulle bevisas.
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