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1. Svar:

a) x2 + y2 + z2

xy + z
= r

r(sin θ)2 cosϕ sinϕ+ cos θ ;

b) w′(t) = − sin t · f ′x(ū(t)) + cos t · f ′y(ū(t)) + 2t · f ′z(ū(t)), där ū(t) = (x(t), y(t), z(t)) .

2. Svar:

a) 2x+ y = −1;
b) funktionen har endast en lokal extrempunkt, (1, 0), som är en minimipunkt.

3. Svar:

a)
∫∫

M

xdxdy = 4
3;

b)
∫∫

D

(x2 + y2) dxdy = 8π.

4. Av uppgiften framg̊ar att f ′x(x, y, z) = ex cos y+ 2xz, varav det följer att f(x, y, z) = ex cos y+
x2z + g(y, z) för n̊agon funktion g : R2 → R. Derivering av detta uttryck med avseende
p̊a y ger att f ′y(x, y, z) = −ex sin y + g′y(y, z). Enligt uppgiften är f ′y(x, y, z) = 1 − ex sin y,
allts̊a gäller att 1 − ex sin y = −ex sin y + g′y(y, z), det vill säga g′y(y, z) = 1. Det följer att
g(y, z) = y + h(z) för n̊agon funktion h : R → R vilket, insatt i uttrycket för f , ger

f(x, y, z) = ex cos y + x2z + y + h(z) .

Derivering med avseende p̊a z ger nu att f ′z(x, y, z) = x2 + h′(z) villket, jämfört med villkoret
f ′z(x, y, z) = x2, ger h′(z) = 0, allts̊a att funktionen h är konstant. Därmed gäller att
f(x, y, z) = ex cos y + x2z + y + C för n̊agot C ∈ R. Insättning i villkoret f(0, 0, 0) = 0 ger
C = −1.
Kontrollderivering med avseende p̊a x, y, respektive z visar att det härledda uttrycket även
uppfyller ∇f = v̄, och allts̊a är den unika lösningen till ekvationssystemet.
Svar: f(x, y, z) = ex cos y + x2z + y − 1.

5. För variabelbytet ( x
y ) = ( 1

0 ) + s ( 1
1 ) + t

(−1
4
)

f̊as

d(x, y)
d(s, t) =

∣∣∣∣1 −1
1 4

∣∣∣∣ = 4− (−1) = 5 .

Dessutom gäller att

(x, y) ∈ T ⇔

{
0 ≤ s, t,
s+ t ≤ 1,

⇔

{
0 ≤ s ≤ 1− t,
0 ≤ t ≤ 1.
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L̊at D beteckna mängden av (s, t) ∈ R2 som uppfyller ovanst̊aende villkor. Vi f̊ar∫∫
T

(x− y) dxdy =
∫∫

D

((1 + s− t)− (s+ 4t))
∣∣∣∣d(x, y)

d(s, t)

∣∣∣∣dxdy = 5
∫∫

D

(1− 5t) dxdy

Fub.= 5
∫ 1

0

(∫ 1−t

0
(1− 5t) ds

)
dt = 5

∫ 1

0
(1− 5t)(1− t) dt

= 5
∫ 1

0
(1− 6t+ 5t2) dt = 5

[
t− 3t2 + 5t3

3

]1

0
= 5

(
1− 3 + 5

3

)
= −5

3 .

Svar:
∫∫

T

(x− y) dxdy = −5
3 .

6. a) 2x2 + 2xy + x+ y

x+ y
= 2x(x+ y) + (x+ y)

x+ y
= 2x+ 1→ 1 d̊a (x, y)→ (0, 0)

(eftersom uttrycket 2x+ 1 beror kontinuerligt av (x, y)).

b) L̊at g(x, y) = x2y − xy2 − 2xy + y2 + y

(x− 1)3 + y3 , och (x, y) = (1 + h, k). D̊a är

g(1 + h, k) = (1 + h)2k − (1 + h)k2 − 2(1 + h)k + k2 + k

h3 + k3

= k + 2hk + h2k − k2 − hk2 − 2k − 2hk + k2 + k

h3 + k3 = h2k − hk2

h3 + k3

För (h, k) = (2t, t) f̊as d̊a

g(1 + 2t, t) = 4t3 − 2t3

9t3 = 2
9 →

2
9 d̊a t→ 0 , medan

g(1 + h, 0) = 0→ 0 d̊a h→ 0 .

Allts̊a existerar inte gränsvärdet.

Svar: (a) lim
(x,y)→(0,0)

2x2 + 2xy + x+ y

x+ y
= 1;

(b) lim
(x,y)→(1,0)

x2y − xy2 − 2xy + y2 + y

(x− 1)3 + y3 existerar ej.

7. Sätt f(x, y) = x2 + y − y3, s̊a att kurvans ekvation ges av f(x, y) = 0. Eftersom f är en
polynomfunktion gäller att f ∈ C∞(R2), och i synnherhet är f differentierbar i varje punkt i
R2.
En ekvation för tangentlinjen i en punkt (a, b) p̊a kurvan ges nu av ∇f(a, b) • (x−a, y− b) = 0.
Att origo ligger p̊a denna tangentlinje är allts̊a ekvivalent med att ∇f(a, b) • (a, b) = 0.
Vi har ∇f(x, y) = (2x, 1− 3y2), och därmed

∇f(a, b) • (a, b) = (2a, 1− 3b2) • (a, b) = 2a2 + b− 3b3 .

Vi söker allts̊a alla punkter (a, b) ∈ R2 som uppfyller{
2a2 + b− 3b3 = 0
a2 + b− b3 = 0

r1−2·r2⇔
{

−b− b3 = 0
a2 + b− b3 = 0 ⇔

{
b(1 + b2) = 0

a2 + b− b3 = 0

⇔
{

b = 0
a+ b− b3 = 0 ⇔

{
b = 0
a = 0

Svar: Den enda punkt p̊a kurvan som uppfyller villkoret är (0, 0).
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