Losningsforslag till TATA69 Flervariabelanalys 2026-01-05

OBS! Pa uppgift 1-3 ska bara svar anges pa tentan. Nedan finns dock 16sningsskisser med &ven for dessa

uppgifter.

1. a)

Svar: 4 < 2?2+ 42 <25, 0< z <.

b) Den férsta ekvationen z/, = 2zy* + 3° ger z = 2%y* + 29> + h(y). Deriverar vi denna med
avseende pa y far vi nu 2/, = 42%y3 + 32y% + W' (y), och om vi jimfér detta med den andra
ekvationen ser vi att vi maste ha h'(y) =0, dvs. h(y) = c. Svar: z = 22y* + 2y + .

g(z,y) = =2+ (z — y)* + 3? lokalt min i (0,0),
h!.(0,0) = —2 # 0 sa h har ingen extrempunkst i (0,0),
k($7y) = _(‘T - y)2 - y2 + O(|($7y)‘3) lokalt max i (an)

Svar: g.

b) (Vi kan borja med att konstatera att punkten verkligen uppfyller ekvationen: (—1)3 +(—1)-2% =
5. OK!)
Med F(x,y,2) = 23 + xy? — 2 giller att

VF = (32° +9°,2zy, 1), VF(-1,2,-5) = (7,—4,—1).

Eftersom (7,—4, —1) pekar i normalriktningen till ytan ges normallinjen av
(x,y,2) = (-1,2,-5) + t(7,—4,-1), teR.

Svar: (z,y,2) = (—1,2,-5) +t(7,—-4,-1), teR.



3.

2)

Om vi infér de nya koordinaterna u = x + y, v = 2x — y galler att

d(u,v) ‘1 1

d(z,y) 2 -1

-

s )
dxdy = gdudv.

Vidare avbildas omradet D i zy-planet pa omrddet R i uv-planet som ges av olikheterna
0<u<3,1<wv<4, samtsdser viatt u+v=(r+y)+ (2 —y) = 3z. Alltsd far vi

//D?,gcdxdy_//R(u—kv);dudv—:15/03 (/14(u+v)dv>du—..._12.

Svar: 12.
Omradet ges i sfiriska koordinater av olikheterna 0 <r <1,0<6 <37w/4,0 < ¢ < 2x. Vi far

déarfor
2m 37 /4 1 T
/// zdmdydz:/ / (/ rc089~rgsin9dr>d9 dp=--=—.
D 0 0 0 8

Svar: 7/8.

L&t F(x,y,z) = 2%y + y?z + 2. Vi kan borja med att konstatera att F(2,0,1) = 1, s& punkten
uppfyller ekvationen. Vidare géller

VE(z,y,2) = (2zy, 2% + 2yz,y° + 22)

VF(2,0,1) = (0,4,2) = 2(0,2, 1).
Alltsd pekar (0,2,1) i normalriktningen till ytan i den givna punkten, och planet ges pa
normalform av

(0,2,1) @ (2,y,2) = (0,2,1) 0 (2,0,1) & 2y + 2 = 1.

For att 4 fram planet pd parameterform noterar vi att (1,0,0) och (0,1, —2) &r ortogonala mot

normalvektorn (och uppenbarligen linjart oberoende av varandra), sa pa parameterform kan vi
skriva planet som

(z,y,2) = (2,0,1) +5(1,0,0) + £(0,1,-2), (s,t) € R%

Svar: 2y +z =1, (z,y,2) = (2,0,1) + 5(1,0,0) +t(0,1,-2), (s,t) € R2

Med ) ,

o= £

giller att f(x,0) =2%/22 =1—1d&d 2 — 0, men f(z,7) = 32%/22? = 3/2 — 3/2 dd z — 0.
Eftersom vi héar fick tva olika véarden existerar inte gransvéardet.

Svar: Existerar ej.

5. Omradet, som vi kan kalla D, ges av olikheterna y2 4 22 < z < 4 — 4y — 6z. Projektionen D av D pa

yz-planet ges av y2 + 22 < 4 — 4y — 6z och, eftersom y? + 22 + 4y + 62 = (y +2)2 + (2 + 3)? — 13, ser
vi att detta dr ekvivalent med (y + 2)% + (2 + 3)? < 17. Vi far alltsd, om vi ocksd infér de férskjutna
polira koordinaterna y+2 = pcos ¢, z+3 = psin ¢, samt anviinder att 4 —4y — 6z — 22 —y? = 17— p?,
att den sokta volymen ges av

4—4y—62
/// dxdydz = // (/ dx) dydz
D D y2+z2

2m V17 VT
— / ( / (17— pz)pdp> dp = 21 [_(1740% _ 2897
0 0

Svar: 2897/2.



6. Vi ser att det storsta virdet pa k for vilken A C Dy, dr det forsta vérdet for vilket konen z = 2 — k|x|
skéar ellipsen A. Fran den geometriska bilden kan vi se direkt att det k vi soker &r precis da konen
tangerar ellipsen, och att vi far tva tangeringspunkter som ér pa formen (+x,y) dar x > 0,y > 0.
Det récker déarfor att vi tittar pa > 0 av symmetriskal.

Skérning fér 2 > 0 sker d& 2@ + (2 — kz)? = 1, dvs. d& (k? + 2)a? — 4kz + 3 = 0. Denna ekvation har

l6sningarna
2k +Vk?2 -6
rT=——.
k% +2

Vi ser nu att det ar just i fallet da vi far exakt en 16sning ovan som vi har att konen tangerar ellipsen,
vilket sker d& k = /6, och z blir da v/6/4.

Alltsa ges skdrningen av z-virdena x = 4+1/6/4, och y blir di y = 2 — /6 - v/6/4 = 1/2. Skérningen
ANJID s blir dirmed de tva punkterna (£v6/4,1/2).

Ellipsen A : 222 +y? = 1 och linjen y = 2 — /6 ||

A,
— A: 222442 =1
— D5 y=2~6|z]

Svar: k = /6, skirning (£v/6/4,1/2).

7. Eftersom antagandena ger f(0,0) =0 och

fl,y) = f0,0)=0-2-0-y| _ a+y*

— = < = 2:\/x2+y2—>0dé(m,y)—>(0,0)
VIt +y Ve +y

foljer det per definition att f &r differentierbar i origo (och att f;(0,0) = f,(0,0) = 0).



