
Lösningsförslag till TATA69 Flervariabelanalys 2026-01-05

OBS! P̊a uppgift 1-3 ska bara svar anges p̊a tentan. Nedan finns dock lösningsskisser med även för dessa
uppgifter.

1. a)

x

y y = x

x = 0

r = 2

r = 5

4 ≤ x2 + y2 ≤ 25,
x ≥ 0, y ≥ x

Svar: 4 ≤ x2 + y2 ≤ 25, 0 ≤ x ≤ y.
b) Den första ekvationen z′

x = 2xy4 + y3 ger z = x2y4 + xy3 + h(y). Deriverar vi denna med
avseende p̊a y f̊ar vi nu z′

y = 4x2y3 + 3xy2 + h′(y), och om vi jämför detta med den andra
ekvationen ser vi att vi m̊aste ha h′(y) = 0, dvs. h(y) = c. Svar: z = x2y4 + xy3 + c.

2. a)

g(x, y) = −2 + (x − y)2 + y2 lokalt min i (0, 0),
h′

x(0, 0) = −2 ̸= 0 s̊a h har ingen extrempunkt i (0, 0),
k(x, y) = −(x − y)2 − y2 + O(|(x, y)|3) lokalt max i (0, 0).

Svar: g.

b) (Vi kan börja med att konstatera att punkten verkligen uppfyller ekvationen: (−1)3 + (−1) · 22 =
−5. OK!)
Med F (x, y, z) = x3 + xy2 − z gäller att

∇F = (3x2 + y2, 2xy, −1), ∇F (−1, 2, −5) = (7, −4, −1).

Eftersom (7, −4, −1) pekar i normalriktningen till ytan ges normallinjen av

(x, y, z) = (−1, 2, −5) + t(7, −4, −1), t ∈ R.

Svar: (x, y, z) = (−1, 2, −5) + t(7, −4, −1), t ∈ R.
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3. a) Om vi inför de nya koordinaterna u = x + y, v = 2x − y gäller att
d(u, v)
d(x, y) =

∣∣∣∣1 1
2 −1

∣∣∣∣ = −3,

s̊a
dxdy = 1

3dudv.

Vidare avbildas omr̊adet D i xy-planet p̊a omr̊adet R i uv-planet som ges av olikheterna
0 ≤ u ≤ 3, 1 ≤ v ≤ 4, samt s̊a ser vi att u + v = (x + y) + (2x − y) = 3x. Allts̊a f̊ar vi∫∫

D

3x dxdy =
∫∫

R

(u + v)1
3 dudv = 1

3

∫ 3

0

(∫ 4

1
(u + v)dv

)
du = · · · = 12.

Svar: 12.
b) Omr̊adet ges i sfäriska koordinater av olikheterna 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 3π/4, 0 ≤ φ ≤ 2π. Vi f̊ar

därför ∫∫∫
D

z dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ 3π/4

0

(∫ 1

0
r cos θ · r2 sin θ dr

)
dθ

)
dφ = · · · = π

8 .

Svar: π/8.

4. a) L̊at F (x, y, z) = x2y + y2z + z2. Vi kan börja med att konstatera att F (2, 0, 1) = 1, s̊a punkten
uppfyller ekvationen. Vidare gäller

∇F (x, y, z) = (2xy, x2 + 2yz, y2 + 2z)
∇F (2, 0, 1) = (0, 4, 2) = 2(0, 2, 1).

Allts̊a pekar (0, 2, 1) i normalriktningen till ytan i den givna punkten, och planet ges p̊a
normalform av

(0, 2, 1) • (x, y, z) = (0, 2, 1) • (2, 0, 1) ⇔ 2y + z = 1.

För att f̊a fram planet p̊a parameterform noterar vi att (1, 0, 0) och (0, 1, −2) är ortogonala mot
normalvektorn (och uppenbarligen linjärt oberoende av varandra), s̊a p̊a parameterform kan vi
skriva planet som

(x, y, z) = (2, 0, 1) + s(1, 0, 0) + t(0, 1, −2), (s, t) ∈ R2.

Svar: 2y + z = 1, (x, y, z) = (2, 0, 1) + s(1, 0, 0) + t(0, 1, −2), (s, t) ∈ R2.

b) Med

f(x, y) = x2 + xy + y2

x2 + y2

gäller att f(x, 0) = x2/x2 = 1 → 1 d̊a x → 0, men f(x, x) = 3x2/2x2 = 3/2 → 3/2 d̊a x → 0.
Eftersom vi här fick tv̊a olika värden existerar inte gränsvärdet.
Svar: Existerar ej.

5. Omr̊adet, som vi kan kalla D, ges av olikheterna y2 + z2 ≤ x ≤ 4 − 4y − 6z. Projektionen D̃ av D p̊a
yz-planet ges av y2 + z2 ≤ 4 − 4y − 6z och, eftersom y2 + z2 + 4y + 6z = (y + 2)2 + (z + 3)2 − 13, ser
vi att detta är ekvivalent med (y + 2)2 + (z + 3)2 ≤ 17. Vi f̊ar allts̊a, om vi ocks̊a inför de förskjutna
polära koordinaterna y +2 = ρ cos φ, z +3 = ρ sin φ, samt använder att 4−4y −6z −z2 −y2 = 17−ρ2,
att den sökta volymen ges av∫∫∫

D

dxdydz =
∫∫

D̃

(∫ 4−4y−6z

y2+z2
dx

)
dydz

=
∫ 2π

0

(∫ √
17

0
(17 − ρ2)ρdρ

)
dφ = 2π

[
− (17 − ρ2)2

4

]√
17

0
= 289π

2 .

Svar: 289π/2.
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6. Vi ser att det största värdet p̊a k för vilken A ⊂ Dk är det första värdet för vilket konen z = 2 − k|x|
skär ellipsen A. Fr̊an den geometriska bilden kan vi se direkt att det k vi söker är precis d̊a konen
tangerar ellipsen, och att vi f̊ar tv̊a tangeringspunkter som är p̊a formen (±x, y) där x > 0, y > 0.
Det räcker därför att vi tittar p̊a x > 0 av symmetriskäl.
Skärning för x > 0 sker d̊a 2x + (2 − kx)2 = 1, dvs. d̊a (k2 + 2)x2 − 4kx + 3 = 0. Denna ekvation har
lösningarna

x = 2k ±
√

k2 − 6
k2 + 2 .

Vi ser nu att det är just i fallet d̊a vi f̊ar exakt en lösning ovan som vi har att konen tangerar ellipsen,
vilket sker d̊a k =

√
6, och x blir d̊a

√
6/4.

Allts̊a ges skärningen av x-värdena x = ±
√

6/4, och y blir d̊a y = 2 −
√

6 ·
√

6/4 = 1/2. Skärningen
A ∩ ∂D√

6 blir därmed de tv̊a punkterna (±
√

6/4, 1/2).
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Ellipsen A : 2x2 + y2 = 1 och linjen y = 2 −
√

6 |x|

A : 2x2 + y2 = 1
∂D√

6 : y = 2 −
√

6 |x|

Svar: k =
√

6, skärning (±
√

6/4, 1/2).

7. Eftersom antagandena ger f(0, 0) = 0 och∣∣∣∣∣f(x, y) − f(0, 0) − 0 · x − 0 · y√
x2 + y2

∣∣∣∣∣ ≤ x2 + y2√
x2 + y2

=
√

x2 + y2 → 0 d̊a (x, y) → (0, 0)

följer det per definition att f är differentierbar i origo (och att f ′
x(0, 0) = f ′

y(0, 0) = 0).
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