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Sammanfattning av forelasning 1

Efter foreldsning 1 ska man har lart sig att:

rita en méingd utifran sin algebraisk beskrivning (och vice
versa).

identifiera inre punkter, yttre punkter och rand punkter
till en méngd;

avgdr om en mangd ar 6ppen, sluten eller varken eller;

anviand sig av olika metod (t.ex. grafer, niviméangder) for
att forestéalla sig en funktion i en tva eller tre variabler.

rita grafer och méngder som beskrivs i polara eller sfariska
koordinater samt byta mellan olika koordinat
beskrivningar av funktioner och méngder.




Hopningspunkter

Definition och intuition

Definition 2.1 (Hopningspunkt)

Givet en méngd M C R"™ sa séger vi att T € R™ ar en hopningspunkt
till M om det fo6r varje € > 0 finns en punkt 5 € M \ {ZT} sadan att
|T — g| < e. Med andra ord, for varje e > 0 ar (M \ {z}) N B(T,¢) # 0.

Exempel

8 e




Gransvarden och kontinuitet

Formella defintioner

Definition 2.2 (Grénsvérde)

Lat f: Dy — R ddr Dy C R"™ och anta att @ &r en hoppningspunkt
till Dy. Vi sdger att f har grinsvdrde b € R i@ om det for varje ¢ > 0
finns § > 0 sadant att

|[T—al<d och TeDy\{a} = |f(T)—-bl<e.

Vi skriver i s& fall
lim f(T) =b.

T—a

Definition 2.9 (Kontinuitet)

En funktion f ségs vara kontinuerlig i @ € Dy om limz_,z f(Z) = f(a),
eller om @ € Dy inte &r en hopningspunkt till Dy.

En funktion f sigs vara kontinuerlig om den &r kontinuerlig i varje
ac Df.



Gransvarden

Berdknar gransvarden i praktiken

Exempel

$3 3
Lat f(z,y) = ﬁ (D =R2\ {(0,0)}).

Visa att lim;_5 f(T) =

Sats (Instdngningssatsen, jfr sats 2.3)
Om det finns ett v > 0 sdadant att

£ (@) — bl < P@)h(|Z —1l)

for T € B(a,r)\ {a} dir dr en (uppdt) begrinsad funktion och
lim;_yo h(t) =0, da ar

lim f(z) =

T—a



Gransvarden

Flera exempel

Exempel s s .
eLat f(x,y,2) = Tyt diar Dy = R3\ {(0,0,0)}. Underssk
’ x? +y? 4 22 ’
lim f(Z).
0
2

. __ =z — R2
*Lat f(z,y) = x2 4 12 (Dy =R\ {(0,0}). Notera att datorn rita

fel i ndrheten av (0,0)

v

Undersok lim;_5 f(Z).

. . 2 .
lim; 0 f(¢,0) = lim; g t2§r_02 =1 1y

. . 2
hmt_>0 f(O, t) = llmt_>0 OZOW =0 05



Gransvarden

Nér en griansvirde inte existerar

Sats 2.4
Lait f: D — R, D CR"™ och @ vara en hopningspunkt till D. Antag
att limz_,g f(T) =b. Om T: [c,d] = DU {a} dar en kontinuerlig
parameterkurva sadan att

® 7(¢c) =a, och

o 7(t)#£a fort#c
sa galler att limy_,. f(7(t)) = b.

Om 74 (t) och T5(t) &r tva olika parameterkurva som i satsen och
lims,. f(71(¢)) # limy, f(T2(t)) kan gransvérdet limz_,z f(T) inte
existera.

Exempel

o _
of(ajay)_x2+y2 .f(xay)_m

diir Dy = R3\ {(0,0,0)}.



Gréansvarden och kontinuerliga funktioner

Egenskaper och rdakneregler

Sats 2.5-2.6
Om @ dr en hoppningspunkt till Dy N Dy och o, B € R, dd dr

* lim(af(z) + B9(x)) = alim f(7) + 6 lim g(7),

* lim (/(@)g(x)) = lim f(7) - lim ¢(z), och

T—a

® lim (f(f)> = lej_ﬁ f(f) om limz_,z g(T) # 0.
z—a \ g() limz 3 g(Z)
Om lim f(%) = b och lim g(§) = ¢, sa dr lim g(f(T)) = ¢, under
T—a b T—a
forutsattningar att
® @ dr en hopningspunkt till Dyoy, b dr en hopningspunkt till Dy, och
e ¢ =g(b) (g ir kontinuerligt i b) eller f(T) #b for alla T néra a.

Exempel
e Undersok lim C 1)2 + - 2)2 + (= — 1)2(31 —2)
(,9)—(1,2) x?—2x+y?—4y+5 ’

cos(z’®y)—1 .
o Ar f(q;7y) = { z2+y2 if (l’,y) #* (0,0)

en kontinuerlig funktion?
0, if (z,y) = (0,0)



Gransvarden i oendlighet

Definition 2.8 (Grénsvérde i oendlighet)

Vi séger att f har grénsvirde b i odndligheten och skriver

lim f(Z) =10

T—r00

om det for varje € > 0 finns R > 0 sddant att | f(T) — b| < € nérhelst
|Z| > R.

Exempel
Berakna, om mojligt, foljande gransvéarde:

e lim ———:
Too o2 + g2’



Sammanfattning

Efter den hér foreldsningen ska man veta:

definitionen av gransvirde och kontinuitet som géller for
en funktion av flervariabler;

hur man anvéinder instdngningssatsen (Sats 2.3) for att
visa att ett gréinsvirde existera;

hur man bevisa (med hjdlpa av Sats 2.4) att ett
gransvirde inte existera;

olika rékneregler for gransvirden

definitionen av gransvirdet av en funktion da T — oco.




