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Sammanfattning av forelasning 2

Efter foreldsning 2 ska man veta:

definitionen av gransvirde och kontinuitet som géller for
en funktion av flervariabler;

hur man anvéinder instdngningssatsen (Sats 2.3) for att
visa att ett gréinsvirde existera;

hur man bevisa (med hjdlpa av Sats 2.4) att ett
gransvirde inte existera;

olika rékneregler for gransvirden

definitionen av gransvirdet av en funktion da T — oco.




Derivator

Repetition fran en variabel analys och linjar algebra
y=f(a) + f'(a)(z — a)
/\ y=f(z)

Linjen som bést fla) H--
approximerar |
grafen av f i nér- X

heten av (a, f(a)) / a

n= (n17n2,n3)

v=(zx—a,y—bz—c)

Ekvationen av planen:

O=n-v=n1(x—a)+n(y—>b)+nz(z—¢)



Derivator

Planen som bést approximerar grafen av en funktion och partiella derivator

Vi antar att normalen inte ar
vagratt, d.v.s vi antar att normalen
kan skalas s& att n = (n1,n2,1)

Da blir ekvationen av planen:
ni(z —a) +na(y —b) + (2 — fa,b)) =0
Skriv om for z:

z= f(a,b) —ni(x —a) —n2(y — b)
Felet ska uppfylla

R(z,y)
Vi(z—a)>+ (y—b)?

da (z,y) — (0,0)

—0

Planen ska approximera funktionens graf:

Fa,y) = (F(a,b) = m(a—a) = naly = b)) + Rz.y)



Derivator

Partiella derivator

\ Tay=0b:
AL F(x,b) = f(a,b) — ni(z — a) + Rz, b)
E N {C2) e (L) B (C))
y— (a,y, fla,y)) o roa
X
o (b, £(2:0)) = = i LB @)
Pa liknande satt: —ng = lim M
y—b y—>b
a h s o oy .
e I

% som vanliga derivator
f/(z) i envar genom att
betrakta y som konstant.

f(:c,y—l—h)—f(:v,y)




Partiella derivator

Exempel

Begreppet fungerar lika bra

Exempel
med 3 eller flera variabler.

Betrakta f(z,y) = 2y — y?e® +y + 4:

B)
fo(z,y) = ;i(f&y) =y —y’e”, fo(x,y) = gx(x y) =z —2ye” + 1.

Hogre ordnings partiella derivator:

no N 2 ﬁ "o eI\ af
fow = (f:v)z T or <ax>’ fmy o (fx)y 8y ’ 0.S.V.
N
Exelnpel forts [ Har spelar ordning roll, men. .. ]

r(@y) = —yPet [y (@,y) = —2€”

ﬂ/v/y(m’ y) =1—2ye" l;/w(x’ y) =1-2ye ...1 manga fall ar
ﬁ vy = fyu (se sats 3.8) }




Partiella differentialekvationer
Potentialer till vektorfalt

Exempel Los systematiskt!
(jfr. exemplen 3.4-3.7.)

Betrakta systemet:
{fg’:(x, y) = e* cosy;
fo(w,y) = —e”siny.
Bestam alla f: R? — R som uppfyller systemet.
Losningar: f(z,y) = e cosy + C, (C € R).

Vi kallar vektorfiltet V f(z,y) := (fi.(z,y), f,(z,y)) gradienten av f.

I exemplet ovan har vi hitta alla méjliga f sadan att

Vf=V Ett vektorfilt ir inget
. . mer dn en funktion
dar V(z,y) = (e” cosy, —e” siny). fran R™ +ill R”.

Nér en sadan 16sning f finns, kallas V' ett potentialfilt
och f en potentialfunktion till vektorfaltet V.



Differentierbarhet

Nar finns det en plan som béast approximerar grafen av en funktion?

Kom ih&g approximationen av en f med en plan:

) = (F@ ) + fiad)e — ) + flad)o - ) + Ao

N
—~~
=

(==
=

_ 2’y
Exempel (a,b) = (0,0), f(z,y)= { 0 vty SZ Ej;ﬁ = (0,0)

f2(0,0) = £,(0,0) =0  s& kandidat tangentplanet dr z = 0,
z=f(z,¥)  men flt, kt) = vkt = (_ 1Jfk2) t

T2 (kt)?
R(z,y)

D 5 0 mir (2,y) = (0,0)

Definition: En funktion f sigs vara

differentierbar i (a,b) om

R(z,y)
|(z —a,y—b)
[ Differentierbarhet = fy, f, existerar. ][En “bra” tangentplan ﬁnns.]

— 0 nér (z,y) — (0,0)




Klasserna CF

kontinuerligt deriverbara funktioner
Definition
Miéngden av alla funktioner f: D — R som har kontinuerliga
partiella derivator upp till ordning k pa D betiknas C*.
Exempel
Hitta alla z € C? sadana att 2, (z,y) = .

Sats 3.8
Om f ar av klass C? i nagon omgivning till @ s& géller att
2f o*f
o @) =5 5@
001 O0x;0x;

Sats 3.5
Om f ar av klass C! i nagon omgivning till @ s& &r f differentierbar i @.

Exempel
Berdkna ekvationen av tangentplanen till f(x,y) = sinz + cosy i
(z,y) = (1,2). Svar: z = (sin(1) 4 sin(2)) 4 cos(1)(x — 1) — sin(2)(y — 2).



Sammanfattning

Efter den hér foreldsningen ska man veta:

® vad partiella derivator &ar fér nagonting och hur man
berékna de for “vanliga” funktioner;

® vad det betyder for en funktion att vara differentierbar
och tillrackliga villkor fér att veta ndr en funktion &r den;

® hur man kan ta fram tangentplanen till grafen av en
funktion i en punkt;

® att det finns funktioner som har sina férsta ordnings
partiella derivator men som inte &r differentierbara (eller
ens kontinuerliga).




