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Sammanfattning av forelasning 3

Efter Foreldsning 3 ska man veta:

® vad partiella derivator &ar fér nagonting och hur man
berékna de for “vanliga” funktioner;

® vad det betyder for en funktion att vara differentierbar
och tillrackliga villkor fér att veta ndr en funktion &r den;

® hur man kan ta fram tangentplanen till grafen av en
funktion i en punkt;

® att det finns funktioner som har sina férsta ordnings
partiella derivator men som inte &r differentierbara (eller
ens kontinuerliga).




Variabelbyte i flervar och partiella derivator
Ett luddig exempel

u =z
Betrakta functionen F(u,v) = u?v och variabelbytet { Ly
v =z+y

Fragan: Vad &r derivatan av F' sett som en funktion av z7

Slavigt skrivit vad &ar g—i?

Svar: F = v?v = 2%z +y) = 23 —i—,rysa[ = 322 +2:z:y}
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Kedjeregeln
Vi ser for en differentierbart funktion f: R™ — R att
(f@+m) = f(@)+ Vf(@ T+ R()

Och darmed for en differentierbart funktion u: R™ — R™ ar

[u(z + hy) = u(T) + %@ﬁ; + R(@)}
T\

dar Matrisprodukt!
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kallas for funktionalmatrisen (eller Jacobimatrisen eller Jacobianen) till w.

S&, med @ = u(Z) och hl ou(z )h2 + R(hy), &

Flu(z + Fa)) — F(u(®) = V f(u(@))- (Z;‘@)h; + R(i) ) + (i)



Kedjeregeln

{f(u(ﬂ ) - £(u(o) = Vi (u(e) - ( Gei@hs + i) +R<h1>}

[ €;: enhetsvektor parallellt med j:e koordinataxeln ]

S& om vi tar hy = he; = (0,...,h,...,0), delar med h och tar h — 0
far vi satsen:

Sats (Kedjeregeln)

Om den reellvirda funktionen f som beror pé m wvariabler

u = (ug,Us, ..., Uy) Som i sin tur beror pd n variabler
T = (x1,2,...,T,) dd gdller
fou . .
forvarje j=1,...,n
Oz Z auk j

I matrisform kan det skrivas som

V(o) = VI (u(F)) g (7).



Kedjeregeln

Exempel

® Om F(u,v) = u?v och U(x,y) = (u(z,y),v(x,y)) = (x,z +y), ir

W(m, y) = 32® + 2zy och 8(}j{)?j[])(;v,y) =22
* f(u,v) =u?v3, u(x) =sinz, v(zr) = 2%
of 2

3 (z) = 22% sin 2 cos = + 62° sin” .
x

® Uttryck z;, och z; i termer av z;,, 2, y och y dar

u=z%y

v=1x—y>

S ’ / ’ r_ 2. ’
Svar:  z; = 2xyz, +2, och z, =z"2, —2yz,

e Hitta losningar till 72/, — 22/ = 0 med hjilp av ansatsen

z(z,y) = f(u(z,y)). Svar: z(x,y) = f(2z + Ty).



Partiella differentialekvationer

Hur kan kedjeregeln hjélpa?

Svart att 1osa med tva olika
derivator av z i ekvationen.

Exempel {

/ ! Y
3z, — 2, =0

Los differentialekvationen och bivillkoret
2(0,y) = cosy

Losningen:
Forsta steget: Hitta en variabelbyte som gor ekvationen enklare att 16sa.
Vi skriver z(x,y) = f(u(x,y),v(x,y)) och jAmfor med kedjeregeln:

Z;:%;-‘r%f{, Ségz/_Z/_3(87uf/+@f/)_(87uf/+@f/)
Z/:@fl+?lf/ T y oz u Oz Jv oy Ju oyJv
Y oyJu T gylu _(@_@)f/_i_(g@_@)f/
- ox oy u ox Oy v
u=1x+3y /\ /\
v=y Gérna = 0 Gérna # 0
Dé ér 0 = 3z, — 2z, = — f,, s& f(u,v) = F(u) och z(z,y) = F(z + 3y).
Enligt bivillorn ér cosy = z(0,y) = F(3y), sa F(t) = cos(%).
3y
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Vi tar

Dérmed &r 16sningen| z(z,y) = cos (




Partiella differentialekvationer
Hur kan kedjeregeln hjélpa?
w2y —yz, =0

Exempel: Los differentialekvationen och bivillkoret v
z(x,x) = e*

i{(z,y): >0,y > 0} med hjilp av variabelbytan {u _ xg 2
vV=x" —y
Losning;:
Vih:au“att({?—Z:y7 %Zx00h£:2x’ 871;:_2:%
z 0z O0u 0z 0Ov 0z 9z

0
Enligt kedj Inér o— =—2---+ o 2=
nligt kedjeregeln ar or 6u8z+6‘v6x 3uy ov

0: _0:0u 0:00_ 0z 0:
dy Oudy Ovdy Ou ov
0z 0z 0z 0z
S0 — ! s — v~ heiad _ e 2=
sa 0 =zz; —yz, x<8uy+av2w> y(aux 8v2y>
=2(2* + )L = 2 (u,0) =0 = 2(u,v) = h(u)
ov
= z(z,y) = h(zy)
Det tillsammans med bivilloret séiger att e* = z(x,z) = h(2?)
e 1./ \ S 1 /N T



Sammanfattning av forelasning 4

Efter Foreldsning 4 ska man veta:

® vad kedjeregeln &r for nagonting och hur man tillimpar
den for att rdkna ut partiella derivator av funktioner av
flera variabler;

® hur man kan anvdnda kedjeregeln och en variabelbyte for
att forenkla en differentialekvation;

® [gsa partiella differentialekvationer med hjilp av
kedjeregeln.




