Forelasning 4

Lineara ekvationer av hogre
ordning

4.1 Aktuella avsnitt i liroboken

(3.1) Introduction: Second-Order Linear Equations.
(3.2) General Solutions of Linear Equations.

(3.3) Homogeneous Equations with Constant Coefficients
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4.2 Lineira ekvationer av andra ordningen

Linedra differentialekvationer av andra ordningen skrivs allmént
A(x)y"+B(x)y' +C(x)y =F (x) 4.1)

dir A, B, C och F ir kontinuerliga funktioner av x i nidgot dppet intervall I =|a,b|
som inte behGver vara begrinsat. En 16sning &r en tva ganger kontinuerligt deriver-
bar funktion y(x) som dr definierad i I och satisfierar (4.1). Som begynnelsedata
anger man virdena y (xp) och y' (xo) for nagot xo € I.

Normalt antar vi att A (x) # 0 for alla x € I och kan da skriva (4.1) pa formen

V'i+p(x)y +qx)y=f(x (4.2)

4.2.1 Exempel fran mekanik och ellira
Hjulupphéngning med stétdimpare
Som ett typexempel pa en differentialekvationer av formen (4.2), betraktar vi en

forenklad modell av hjulupphéngningen i en bil eller landningstillet i ett flygplan.
Systemet beskrivs schematiskt av figur 4.1. Sambandet mellan accelerationen y” (¢)

Figur 4.1: Landningsstall.

och de krafter som paverkar fordonet med massan m blir med Newtons kraftlag
ma=F
my" =k(x—y)+a(x —y)

dédr vi antar att motkraften i oljestétddmparen &r proportionell mot den relativa
hastigheten x’ — y'. Efter omskrivning fir vi ekvationen

Yi+py +qy=f (4.3)

dir p=a/m,q=k/moch f(t) = ax' (t)/m+kx(t) /m.
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Resonanskrets

Ett exempel fran elektricitetsldran far vi om vi betraktar resonanskretsen i figur

4.2.
i(t) Y S L
ult) == C
R
Figur 4.2: Resonanskrets.
Sambanden J i
i=C=och —L5 —Ri—u=0

dt dt
ger en differentialekvation som beskriver hur spanningen u 6ver kondensatorn vari-
erar med tiden # > 0. Om man slar till strombrytaren S vid r = 0 da kondensatorn dr
uppladdad med spénningen u far vi f6ljande begynnelsevirdesproblem om strGm-
men initialt dr noll, i (0) = Cu’ (0) =0

LCu" +RCYW +u=0
u(0) =ug, ' (0)=0

4.3 Existens och entydighet av losningar

Hela teorin vilar tungt pa foljande sats om existens och entydighet for 16sningarna
till (4.2). Beviset for denna sats och andra liknande resultat far emellertid ansté till
foreldsning 7.

Sats 21 For varje uppsdittning begynnelsedata y(xo) = by och ¥ (xo) = by, finns
exakt en losning, y (x), till (4.2) som satisfierar dessa begynnelsedata.

4.4 Homogena ekvationer

Vi skall till att borja med studera allmédnna egenskaper hos 16sningarna till (4.2) da
hogerledet f = 0. Sadana ekvationer kallas homogena.
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4.4.1 Losningens struktur

Lineira differentialekvationer skriver vi i fortséttningen som L(y) = f dér vi upp-
fattar L som den lineédra avbildningen

def

Ly)EY +px)yY +qx)y: €2 1) =% (1) (4.4)

Tyvarr finns ingen generell 16sningsmetod av typen “integrerande faktor” eller lik-
nande for ekvationer av hogre ordning. Vad vi didremot kan konstatera ir att ef-
tersom L &r en linedr avbildning s géller att

L(ayi +by2) = aL(y1) +bL(y2)

for godtyckliga konstanter a och b. En omedelbar f6ljd av detta ar att 16snings-
miéngden
N(L)={ye@*(I):L(y) =0}

till den homogena ekvationen L (y) = O bildar ett linecirt rum.

4.4.2 Nollrummet

Lét nu y; och y, vara tva 1osningar till ekvationen (4.2) sa att L(y;) = f och
L(y2) = f. Dadr pa grund av lineariteten L (y; —y2) =L(y1) —L(y2) =f—f=0
och alltsd y; — y, € N (L). Det innebir att nir vi kiinner en 16sning y; till den in-
homogena ekvationen (4.2) och har god kidnnedom om nollrummet N (L) sé har vi
ocksa god kdnnedom om alla andra 16sningar genom att vi vet att y = y; + z, dar
z€N(L).

I det allménna fallet, da koefficienterna p(¢) och ¢ (¢) inte &r konstanta, har man
ingen karaktdristisk ekvation och det finns inte heller nagon annan enkel metod
att finna explicita 19sningar till L (y) = 0. Ddremot kan man konstruera en bas for
N (L) pé ett mera abstrakt sitt. Vi formulerar resultatet i foljande sats.

Sats 22 Ldt y; och y, vara de tvd losningarna till (4.2) med begynnelsedata
y1(x0) =1, yi(x)=0
y2(x0) =0, ¥ (x0) =1

vars existens och entydighet garanteras av sats 21. Dd kan varje losning till L(y) =
0 skrivas som en linedrkombination y = ay; + by,.

Bevis. Om L(y) =0 och z=y(xp) y1 + (x0)y2 sa foljer av lineariteten att dven
L(z) =0. Vidare dr z (xo) =y (x0) och Z' (xo) =’ (x0) och pé grund av entydigheten
ary=zm

Speciellt foljer det av sats 22 att nollrummet dr tvadimensionellt och N (L) =
B

[u,v,w,...] betecknar lineira holjet till vektorerna u,v,w, .. ..
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4.4.3 Reduktion av ordning

Négon enkel metod att 16sa L(y) = 0, och dirmed bestimma N (L), nidr p och
q beror av x finns inte. Om vi ddremot pa nagot sitt (t.ex. genial gissning) har
funnit en 16sning ¢ € N (L) dr vi i ett bittre ldge. Idén dr da att ansitta y = u¢ och
bestimma funktionen u = u (x) sd att y = u¢p € N (L).

For att undersoka vad som krivs av u deriverar vi och far
Y=u¢+up', Y =u"¢p+2u'¢ +u¢”
Da blir eftersom L (¢) =0,
L(y) = ¢u" + (2¢'+po) u' +uL(¢p) = pu" + (2¢' + po) u’
och om vi dven skall ha L (y) = 0, méste u satisfiera differentialekvationen

u”—l—<2%/—|—p> W =0

som 4r linedir av forsta ordningen i derivatan v = i/. En integrerande faktor 4r
/ ~
exp </ (2% —|-p> dx) = ¢2ej pdx

v:u/:¢72effpdx

och vi far

Om vi tur, lyckas vi integrera en gang till och kan da bestimma u och darmed
y=u¢.

Exempel 23 Det dr litt att se att y (x) = x loser ekvationen x*y" —xy' +y =0 dd
x > 0. Bestam en bas for nollrummet.

Losning:
Med y = xu blir y) = xu’ +u och y" = xu” + 2u’ vilket ger
Ay —xy +y=x (xu” +2u") — x (xu/' +u) + xu
=X’ (xu” —H/) =x° (xu')/ =0
och vi far
xu' =a< u=alnx+b=y=xu=axlnx+bx

Funktionerna y; (x) = x och y; (x) = xInx &r lineért oberoende och ddrmed en bas
for det tvdimensionella nollrummet N (L) = {y : x%y" —xy/ +y =0, x > 0}.
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4.5 Allméanna lineidra ekvationer

Allt som sagts for andra ordningens ekvationer, speciellt satsen 21 om I6sningens
existens och entydighet, kan direkt generaliseras till allminna linedra ekvationer
L(y) = f av ordning n dér

L) =y" 4 pr )y D o sy ()Y 4 pa (%) y (4.5)

med kontinuerliga koefficienter och begynnelsedata

y(X()) = b07 yl (-XO) = b17" K y(ﬂ—l) ('XO) = bn—l (46)

Speciellt far vi att nollrummet N (L) = {y : L(y) = 0} dr ett n-dimensionellt lineért
rum.

4.6 Konstanta koefficienter

Nir koefficienterna py,..., p, i(4.5) inte beror av x forenklas situationen avseviért
eftersom det alltid finns en 16sning av formen y = ¢’ dér r ar ett (ev. komplext)
nollstélle till ekvationens karaktdristiska polynom

P(ry=r"+pir" '+ 4 po_ir+ pn (4.7)

eftersom vi har L (¢"*) = P (r) ¢”* om koefficienterna &r konstanta. Forfarandet med
reduktion av ordning kan sedan anvéndas succesivt for att minska ekvationens ord-
ning.

Exempel 24 Ange en bas for losningsrummet till y' +4y' +4y =0

Losning:

Karaktiristiska polynomet r2 +4r +4 = (r+2)* har ett nollstille » = —2 och an-

satsen y = e~ >*u ger

y// +4y/ +4y — 672xu// -0
u=ax-+>b
y= axe >+ be >

och som basvektorer kan vi ta y; (x) = e~ och y; (x) = xe~>*. Mer komplicerade
ekvationer hanteras bést med funktionen dsolve i Maple.



