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Kapitel 1

Mangfalder

1.1 Inledning

Mangfalder dr en speciell typ av topologiska rum som lokalt paminner om delar av R"™. De kan
nirmast ses som en generalisering av 2-dimensionella ytor i R? (kom ihag att en yta lokalt kan
beskrivas med 2 parametrar s lokalt ser den ut som en (lite tillknycklad) del av R2). Denna
ytterligare struktur gor mangfalder vil lampade for att beskriva rumtider i allmén relativitetsteori.

1.2 Ett tankeexperiment

Idag vet vi néstan allt som finns att veta om jordytans form. Med hjilp av satellitmétningar
kompletterade med markmétningar kan jordytans form beskrivas med stor noggrannhet &nda ner pa
detaljniva. Om vi gar tillbaka i tiden har det sedan Maupertuis expedition till Lappland 1736 varit
ként att jordytans form mycket vil approximeras av en oblat rotationsellipsoid (d v s ellipsoidaxeln
som é&r parallell med rotationsaxeln dr kortare &n axlarna som &r vinkelridta mot rotationsaxeln,
"jorden &r tillplattad vid polerna’). Innan denna expedition ansags jordytan vara i stort sett sfirisk
och de #ldsta berdkningarna av jordens radie gjordes ar 240 fvt av Eratosthenes och hans vérde
ligger inom 5-15% fran det korrekta virdet (osékerheten i felmarginalen beror pa att man idag inte
vet exakt hur lang den géngse lingdenheten, stadion, var).

Eratosthenes och andras métningar var forresten vélkdnda i Europa under medeltiden, vilket
effektivt tar dod pa den seglivade myten att medeltidens folk trodde att jorden var platt.

Det ér forresten inte heller sant att Columbus hade svart att hitta finansiérer for att han hivdade
att jorden var rund. Han hade svart att hitta finansiérer for att han hidvdade att jordradien var
mycket mindre &n vad métningar gav vid handen, och att seglatsen till Indien ddrmed var mycket
kortare &n den &r i verkligheten.

Lat oss nu gora tankeexperimentet att allt det ovanstaende dr okdnt for oss och att vi vill
undersoka jordytans form. Vi stélls da omedelbart infoér foljande problem: Om vi vill beskriva den
lilla del av jordytan som for tillfillet befinner sig inom vart synfilt maste beskrivningen innehéalla
mycket smadetaljer i form av berg, dalar m m. En sadan beskrivning blir helt ohanterlig om vi vill
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4 KAPITEL 1. MANGFALDER

beskriva stora delar av, eller t o m hela, jordytan.

Ett sdtt att 16sa detta problem &r att hitta ett matematiskt ramverk som ér tillréckligt varierat
for att kunna ge bade detaljerade beskrivningar av smabitar av jordytan och mer 'utsmetade’
beskrivningar av jordytan som helhet. 2-dimensionella ytor i R? &r precis ett sadant ramverk.

Minns att en 2-dimensionell yta Y i R? #r en delmiingd till R3 som lokalt kan parametriseras
med hjélp av 2 parametrar, d v s lokalt kan punkter (x,y, z) pa Y skrivas

r = xz(s,t)
y = y(s,t) , (s,t) € DCR?
z = z(s,t)

Att parametriseringen dr lokal innebér att det kanske inte finns nagon enskild parametrisering som
tacker hela Y, men att Y i alla fall kan skrivas som en union av ¢verlappande bitar som alla kan
parametriseras pa detta sétt.

Nar vi samlat in tillrackligt mycket data om den del av jordytan vi ar intresserade av och hittat
en limplig 2-dimensionell yta i R? som modellerar denna del kan vi anvinda var kunskap om
2-dimensionella ytor i R3 till att besvara t ex foljande fragor:

e Vad ar kortaste vigen mellan tva givna punkter?

Vilka tangentvektorer har ytan i en given punkt?

e Hur stor &r ytans krokning i en given punkt?

e Finns det nagon yta som beskriver hela jordytan pa en gang?

e Ar denna yta i sa fall begrinsad? Sluten? Andras dess form med tiden?

Vart mal med detta tankeexperiment dr nu inte att komma pa nagra revolutionerande resultat
om jordytans form utan att hitta en beskrivning av universum, och detta problem liknar det vi
stélldes infor i tankeexperimentet ovan. Vi vill dels kunna beskriva universum som helhet och dels
mindre detaljer i universum (solsystemet, svarta hal m m). Kan detta goras pa nagot liknande sétt?

Vi noterar att hela den av oss observerbara delen av universum &r 3-dimensionell. Dessutom
vet vi fran den speciella relativitetsteorin att tid och rum &r intimt sammanflitade, sa det verkar
naturligt att &ven baka in tiden i var beskrivning av universum. Ett mojligt ramverk for vara
modeller av (delar av) universum skulle alltsa kunna vara 4-dimensionella "ytor’ i R, eller kanske
rentav i RN for nagot N > 5.

Analogt med ovanstaende kan en 4-dimensionell yta i RY lokalt parametriseras med 4 paramet-
rar, d v s en punkt (20, 2!, ... N ~1) (det ser kanske underligt ut att indexera koordinaterna med
ett index uppe istéllet for nere men ignorera detta for tillféillet, anledningen kommer att avslojas
senare) pa ytan ges av

20 = 29(s,t,u,v)

' = 2l(s,t,u,0) A
, (s,t,u,v) € D C R
x = =z

N=1 (87 t? u’ U)
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Vi ser att detta lite naiva resonemang leder till ett problem. Ingen har nadgonsin observerat att vart
universum skulle vara en delméngd av nagot omkringliggande RY och d& verkar det onaturligt att
forutsitta existensen av ett sadant RY. Ovanstaende ramverk duger alltsa inte for vara syften.

A andra sidan vill vi inte 6verge idén med 4-dimensionella ytor alltfor littvindigt. Trots allt
verkar detta ramverk vil limpat for besvara fragor, liknande de ovanstaende om jordytan, om
universum.

Det dr alltsa onskvirt att de matematiska objekt vi anvénder for att studera (delar av) univer-
sum har foéljande egenskaper:

e 4-dimensionella ytor i RY dér N > 4 #r specialfall av sadana objekt.

e definitionen av ett sadant objekt refererar bara till objektet sjéalvt, och forutsitter inte existens
av nagot omkringliggande R,

Ett exempel pa ett matematiskt objekt som uppfyller bada dessa krav &r en s k mangfald.

1.3 Enhetssfiren, del 1

Enhetssfiren S #ir som bekant den yta i R3 som ges av ekvationen 22442+ 22 = 1. Som férberedelse
infor definitionen av en mangfald ska vi forst se hur vi kan generalisera definitionen av enhetssfiaren
sa att den inte refererar till ndgot omkringliggande R?, utan bara till sfiren sjilv.

Lat (0, ¢) vara vanliga sfiariska koordinater, d v s

x = sinfcosyp
y = sinfsing , (0,9) € D.
z = cos#

Hur ska vi véillja D? Lat oss vara lite forutseende. Vi kommer sannolikt att behdva derivera diverse
funktioner med avseende pa 6 och . Detta innebér att vi maste kunna bilda differenskvoter i bade
0 och o, vilket inte sikert &r mojligt i randpunkter till D. Av detta skél later vi D vara en dppen
méngd, t ex D ={(0,¢); 0<0 <7, 0<p<2m}.

Valet av D som en 6ppen méngd for dock med sig en kostnad eftersom de sfiriska koordinaterna
da inte tdcker hela S. Lat U vara den delméngd av S som beskrivs av de sfiriska koordinaterna
med detta val av D. Da dr U hela S forutom en halv storcirkel i den del av xz-planet diar = > 0
med dndpunkter (0,0,1) och (0,0, —1)(jfr en meridian pa jordytan).

Vi kompletterar dirfér beskrivningen av S med ytterligare ett sfiriskt koordinatsystem (6, @)
dér @ utgar fran positiva y-axeln istéllet for positiva z-axeln. Detta ger

Tz = sin&isin@ B B
y = cosf , (6,p) € D.
z = sinfcosp

dir D ={(0,p); 0<O<m, -2 <¢<3I}L Som ovan, lat U vara den del av S som ticks av
ovanstaende sfiriska koordinater med detta val av D, d v s U &r hela S forutom en halv storcirkel
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i den del av zy-planet dir 2 < 0 med #ndpunkter (0,1,0) och (0,0, —1). Dadr UUU = S d v s de
sfiriska koordinaterna (6, ¢) € D och (6, @) € D ticker tillsammans hela S. Lite informellt kan vi
dirfor siga att foreteelser pa S kan Oversittas entydigt till foreteelser pa D och D.

Om p € UNU sé att punkten p har bade (6, )- och (6, ¢)-koordinater kan vi 16sa ut de streckade
koordinaterna som funktion av de ostreckade. Efter lite arbete far vi (6vning)

= arccos(sin f sin ) (1.1)
arctan(tanf cosp) om 0<0<3
@ = 5 omezg,we}o,g[u]%,zw[
arctan(tan 6 cos p) + 7 om g<o<m

Det viktiga hir dr inte exakt hur sambandet mellan streckade och ostreckade koordinater ser ut,
utan att observera att de streckade koordinaterna blir C* funktioner! av de ostreckade och omvint
(trivialt vad giller 0, enkelt att verifiera vad giller @).

Vi #r nu klara att beskriva S helt utan referenser till ndgot omkringliggande R3. Definiera en
avbildning ¢ : U — D genom att sétta ¢(p) = (6,¢) déar (0, ) ar p:s sfiriska koordinater i det
ostreckade systemet och analogt definierar vi ¢ : U — D genom att lata ¢ (p) = (6, @) dir (6, @) ar
p:s sfiriska koordinater i det streckade systemet.

Funktionerna 1) och v kallas koordinatsystem eller kartor pa S och mingden {17} som in-
nehaller alla koordinatsystem vi behover for att beskriva S kallas en atlas. Denna atlas ger nu,
tillsammans med funktionen 1) o ¢y~! : D — D d v s sambandet mellan streckade och ostreckade
koordinater i ekvation (1.1), en fullstéindig beskrivning av S och denna beskrivning refererar inte
till ndgot omkringliggande R? utan bara till S sjélv.

Notera ocksa att givet en godtycklig punkt p € S sa finns en omgivning Uy C S till p sadan att
Uy C U eller Uy C U, d v s sa linge vi bara #r intresserade av vad som hénder lokalt, nira en viss
punkt, behover vi aldrig anvéinda mer &n ett koordinatsystem.

(* En beréttigad fraga &r om det verkligen dr nodvéndigt att anvénda tva koordinatsystem for
att beskriva S. Gar det att hitta ett listigt valt koordinatsystem som beskriver hela S?

Svaret pa denna fraga dr ’'nej’. Det &4r en konsekvens av en sats som i folkmun kallas ’satsen
om det hariga klotet’, "hairy ball-theorem’ eller ’shaggy dog-theorem’ (googla for mer detaljer),
att man behover minst tva koordinatsystem for att beskriva hela S. Det koordinatsystem som
kommer nirmast att beskriva hela S dr den stereografiska projektionen ('Riemannsféren’, se kursen
i komplex analys). Den ger ett koordinatsystem som técker hela S utom en enda punkt, ndmligen
(0,0,1). )

1.4 Introduktion till topologiska rum

Innan vi kan ge den formella definitionen av en mangfald beh6ver vi bekanta oss lite med begreppet
topologiskt rum. Vi kommer inte att behova ndgon djupdykning i &mnet och jag kommer darfor att

T denna skrift betecknar C* klassen av funktioner som #ir k ganger kontinuerligt deriverbara och féljaktligen
betyder C*° klassen av funktioner som &r kontinuerligt deriverbara hur manga ganger som helst
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behandla d&mnet ganska oversiktligt. For en utforligare redogérelse kan jag rekommendera Strom-
berg: An Introduction to Classical Real Analysis. En hel del matnyttigt finns ocksa i ett appendix
till Wald: General Relativity.

En ldsare sm snabbt vill komma vidare till mangfaldsbegreppet kan hoppa 6ver storre delen av
detta avsnitt vid en forsta genomlésning och néja sig med att ldsa den avslutande anmérkningen i
detta avsnitt.

Innan vi gar in pa nagra detaljer, 1at oss forst diskutera begreppet 'rum’. I matematiken &r 'rum’
ett ganska informellt begrepp som nérmast kan overséttas med ’en méngd forsedd med nagon typ
av struktur’. Denna beskrivning later forstas ganska vag, sa lat oss konkretisera med ett exempel.

Exempel 1.1. Som bekant dar R? = {(2,21); 2%, 2! € R} (vi fortsiitter allts att folja konventio-
nen att koordinater har index uppe istillet for nere). Beskriven pa detta sitt #ir R? just bara en
mingd punkter och inte av nagot speciellt intresse. For att gora R? till ett matematiskt intressant
begrepp maste vi ge méngden struktur, d v s vi behéver inféra nagot (minst ett) ytterligare begrepp
som later oss 'géra nagot’ med elementen i R2.

T ex kan vi, till att borja med, definiera ett avstand d(x,y) mellan element x = (2%, 2') och
y = (¥°,9') i R?, genom att siitta d(x,y) = /(20 — y°)2 + (2! — y1)2. d(x,y) kan da visas (Ovning.
Observera att vi dnnu inte infért ndgon annan struktur pa R? sa inget annat #n egenskaper hos
reella tal far anvéndas!) ha foljande egenskaper:

(i) d(x,x)

(ii) d(x,y) > 0 for alla x,y € R? med x # y (positivt definit).
) d(x,y)
y) <

0

x,x) = 0 for alla x € R%.

d(y,x) for alla x,y € R? (symmetri).

(iii) d(x,y

d(x,z) + d(z,y) for alla x,y,z € R? (triangelolikheten).

(iv) d(x,

En funktion d med dessa 4 egenskaper kallas en metrik och en méngd forsedd med en sadan funktion
kallas ett metriskt rum.

R? tillsammans med d ovan utgor alltsa ett metriskt rum. Detta #r dock inte det enda sittet
att gora R2 till ett metriskt rum. S#tt t ex di(x,y) = |2° —9°| + |21 —y'|. Det &r inte svart att visa
att dven dy uppfyller (i), (ii), (iii) och (iv) ovan, s& dven d; #r en metrik pa R? och R? tillsammans
med d; dr ocksa ett metriskt rum. Hér har vi alltsa tva olika metriska rum som utgar fran samma
grundméngd, R?. En och samma méngd kan alltsd anvindas for att bilda flera olika rum med lite
olika struktur.

For att ge R? ytterligare struktur kan vi definiera rikneoperationerna ’addition’ och "multipli-
kation med tal’ genom att sdtta

x+y = (%2") + (") = (@ +¢% 2" +y')
Ax = A20, z!) = 2Pzt

och man visar enkelt att dessa rékneoperationer uppfyller alla krav (se Janfalk: Linjar algebra) for
att R? ska bli ett vektorrum.
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Vi kan fortsitta och ge R? &nnu mer struktur genom att definiera en skalirprodukt, t ex genom
x -y = 2% + zly! och vi ser att metriken d ovan da ges av formeln d(x,y) = /(x —y) - (x —y).
I och med detta har R? blivit vad man kallar ett inre-produktrum.

Struktur behover inte alltid komma direkt fran begrepp vi infér explicit. Nér vi definierade
addition och multiplikation med tal i R? och didrmed gjorde R? till ett vektorrum hade vi kunnat
observera att ett godtyckligt element i R? kan skrivas (2%, 2!) = 2°(1,0) +2(0,1). Elementen (1, 0)
och (0, 1) spénner alltsa upp R? och det ir enkelt att se att de #r linjért oberoende, sa de utgér en
bas fér R? som dérfoér har dimension 2.

R? #r alltsa ett inre-produktrum av &ndlig dimension. Ett sadant rum kallas ett euklidiskt rum.

Samma mingd (R? i detta fall) kan alltsd ses som en massa olika sorters rum beroende pa hur
mycket struktur vi forser méngden med. O

Det finns forresten manga andra slags rum i matematiken. Studiet av olika slags rum &r en
viktig del av d&mnet Funktionalanalys.

Vart slutmal ar, som tidigare sagts, mangfaldsbegreppet och en mangfald ar ett rum med
forhallandevis mycket struktur. Vi ska bygga upp denna struktur fran grunden, ungefir som i
ovanstaende exempel dar vi inférde lite struktur i taget pa R?, och vi bérjar med en typ av rum
med véldigt lite struktur.

Definition 1.2. M kallas ett topologiskt rum och U kallas en topologi pa M om alla element i U
ar delméngder av M sadana att

(i) @€elUd och M elU.

(ii) Uy,...,U, € U medfor att ‘ﬂl UjelU.
j:

(i) OmV cUsadar |J Vel.
Vey

En méngd U C M ségs vara oppen om U € U. En méngd V C M &r sluten om V¢ € U, d v s om
Vs komplement ar 6ppen.

En topologi faststéller alltsd genom dekret vilka delméngder av M som &r 6ppna och kriaver
ocksa att godtyckliga unioner samt #ndliga snitt av 6ppna méngder dr 6ppna.

Om U C M &r 6ppen blir U sjélv ett topologiskt rum genom att ’drva’ topologin pa M, d v s
en mingd V C U &ar 6ppeni U om V &r 6éppeni M, d v som V € Y diar U &r topologin pa M. 1
fortsédttningen kommer vi att forutsitta att topologin drvs pa detta sitt nirhelst det behovs.

Observera ocksa att @ och M ar bade 6ppna och slutna. I manga fall &r detta de enda méngderna
med denna egenskap.

Definition 1.3. M sédgs vara sammanhdngande om & och M &r de enda delméngderna till M som
ar bade 6ppna och slutna.
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En ekvivalent utsaga ar att sdga att M inte &r ssmmanhéngande om det finns 6ppna, disjunkta,
icke-tomma delméngder U och V till M sa att UUV = M (ty om W # &, M &r bade 6ppen och
sluten, tag U = W och V = W°).

I fallet M = R"™ har vi redan (se kursen i flervariabelanalys) infort begreppen éppna och slutna
méngder genom att forst infora begreppet 6ppet klot. Méngden B,(a) = {x € R";|x — a| < r},
r > 0 kallas ett dppet klot med centrum i a och radie r. Om nu U C R™ och a € R" 4r a en inre
punkt till U om det finns ett 6ppet klot B,.(a) C U, en yttre punkt till U om det finns ett 6ppet klot
B,.(a) C U€ och en randpunkt till U om varje 6ppet klot B,.(a) innehaller punkter fran bade U och
U¢€. U &r éppen om inga av U:s randpunkter tillhér U, d v s om alla punkter i U &ar inre punkter
till U, och U &ar sluten om alla U:s randpunkter tillhor U.

Ovanstaende definierar en topologi pa R™ som alltsa &r ett topologiskt rum.

SATS 1.4. R" med den ovan beskrivna topologin dr ett topologiskt rum.

Bevis. Vi behover bevisa egenskaperna (i), (ii) och (iii) ovan. (i) foljer direkt av att bade @ och

R" saknar randpunkter. Om W = [J V é&r en godtycklig union av 6ppna méngder och a € W sa
Vey
r a € V for nagot V € V och da V &r dppen ér a en inre punkt i V. Det finns alltsa ett oppet
n

klot Br(a) C V C W sa det foljer att W &r Oppen, vilket bevisar (iii). Lat X = [ U; vara ett
j=1
godtyckligt dndligt snitt av dndligt manga 6ppna méingder U;. Om a € X géller alltsa att a € U;
for j =1,...,n och da U;ma ar 6ppna &r a en inre punkt till alla dessa Uj;. Det finns alltsa 6ppna
klot B, (a) C U; for j =1,...,n. Lat r > 0 vara det minsta av dessa &ndligt manga 7; > 0. Da ar
B.(a) cUj for j=1,...,nsa B,(a) C X vilket visar att X &r 6ppen och &ven (ii) foljer. O

Ovanstaende topologi pa R har en trevlig egenskap. Om a,b € R" och a # b sa kan topologin
ocksa ’skilja pa a och b’ i féljande mening: Lat r = ‘b;a| och betrakta de 6ppna kloten U = B,.(a)
och V = B,(b). Da é&r a € U och b € V samtidigt som U och V &r disjunkta mangder, d v s
unv =o.

Vi vill generalisera denna egenskap till fler topologiska rum &n R™, men ett problem &r att vi
inte har nagon motsvarighet till 6ppna klot i ett allmént topologiskt rum. Vi gor darfor foljande

definition.

Definition 1.5. M topologiskt rum och a € M. U ségs vara en omgivning till a om U &r 6ppen
ochaeU.

Begreppet omgivning far nu spela rollen av de 6ppna kloten i diskussionen ovan.

Definition 1.6. Ett topologiskt rum M ségas ha hausdorffegenskapen (eller kortare: M &r haus-
dorff) om det for a,b € M med a # b finns omgivningar U, och U, till a resp. b sadana att
U,NU, = @.

Topologiska rum som saknar hausdorffegenskapen kommer inte att intressera oss da de &r all-
deles for oregelbundna for att anvinda som modell fér universum. Alla topologiska rum kommer
dérfor i fortsdttningen antas ha hausdorffegenskapen om inget annat ségs.
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(* Trots forra stycket kan det kanske vara intressant att ha sett ett exempel pa ett topologiskt
rum som saknar hausdorffegenskapen. Det enklaste exemplet jag kédnner till &r foljande:

Starta med R men ersitt origo med tva olika origon. Vi kan kalla dessa 01 och 02 och bilda
alltsa méngden X = {z € R;x # 0} U{0;} U {02}.

Vi definierar nu en topologi pa X pa foljande séatt: Om U C X och U varken innehaller 0; eller
02 sa innehaller U bara vanliga reella tal och vi sidger att U &r 6ppen om U sedd som delméngd
av R ér 6ppen. Om U innehaller 0; eller 0o (eller bada), bilda en ny méngd U C R genom att ta
bort 01 och 05 fran U och istillet ligga dit 0. Vi séiger da att U #r ppen om U #r ppen, sedd som
delméngd av R.

Det &r en nyttig 6vning att bevisa att X blir ett topologiskt rum och det &r klart att om Uy,
U, ar 6ppna méangder i X sadana att 0; € Uy och 0y € Us sa kommer U, och Uy bada att innehalla
ett oppet intervall [ =] —e, e[ ddre > 0,d vs I\ {0} C Uy NUs sa Uy och Uy ér ej disjunkta. %)

Lat nu M, N vara topologiska rum. Med en funktion f : M — N menas (som vanligt) en
regel som till varje x € M ordnar ett element f(z) € N. Vi kan definiera grinsvirden av sadana
funktioner pa samma sitt som i flervariabelanalysen med skillnaden att éppna klot ersitts med
omgivningar i gransvéirdesdefinitionen.

Definition 1.7. f sigs ha grinsvirdet b € N da © — a om det for varje omgivning V' C N till b
finns en omgivning U C M till a sa att f(z) € V for alla ¢ € U. Man skriver f(z) = b, v = a
eller ligﬂ f(z)="b.

r—a

Nér vi har ett gransviardesbegrepp &r steget inte langt till ett kontinuitetsbegrepp.

Definition 1.8. f : M — N, dar M, N &r topologiska rum, sigs vara kontinuerlig i a om
ligl f(x) = f(a). f ségs vara kontinuerlig om f dr kontinuerlig i varje a € M.
xX a

Minns att en funktion f: M — N &r injektiv om f(z) = f(y) om och endast om x = y. f sigs
vara surjektivom Vy = N d v s om det till varje b € N finns x € M sa att f(z) = b. En funktion
f som dr bade injektiv och surjektiv, och ddrmed har en invers f~': N — M, sigs vara bijektiv.

For att kunna definiera begreppet koordinatsystem pa en mangfald behéver vi féljande:

Definition 1.9. En bijektiv funktion f : M — N #r en homeomorfism om bade f och f~! &r
kontinuerliga.

Nu aterstar bara att definiera ett till begrepp innan vi &r klara att ga vidare till mangfalder och
det dr begreppet parakompakthet. Lat forst V C U dar U ar topologin pa M. V &r da en samling
(inte nddvindigtvis dndlig eller ens uppriknelig) 6ppna delmingder av M. Vi gor forst foljande
definition.

Definition 1.10. V dr en dppen dvertickning av en méngd S C M om S C |J V.
Vey

Begreppet 6ppen overtiackning dr mycket viktigt vid mer djupgaende studier av topologiska rum
och anvinds t ex for att definiera vad det betyder att en médngd K C M &r kompakt.
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Man séger att K ar kompakt om varje 6ppen overtdckning av K har en éndlig delovertéickning,
d v s om det alltid rdcker med dndligt manga méingder fran de 6ppna overtickningen for att ticka
hela K. Man kan da visa att om K C R" sa &r K kompakt om och endast om K &r sluten och
begriansad. Detta resultat kallas Heine-Borels 6vertéickningssats och det, och mycket mer, star att
ldsa om t ex 1 Stromberg: An Introduction to Classical Real Analysis och i Wald: General Relativity.

Definition 1.11. Lat V vara en dppen 6vertickning av .S C M. Om W &r en 6ppen 6vertickning
av S sigs W vara en forfining av )V om det till varje W € W finns V € V sa att W C V. W ségs
vara lokalt dndlig om det for varje x € S finns en omgivning X till z sddan att X N W # & for
hogst dndligt manga W € W.

Vi &r nu klara att definiera parakompakthet.

Definition 1.12. Ett topologiskt rum M ségs vara parakompakt om varje 6ppen 6vertickning av
M har en lokalt &ndlig férfining.

Det &r fullt forstaeligt om ett begrepp som parakompakthet kidnns svargripbart efter en sa hér
kortfattad presentation. For den fortsatta framstéllningen behover vi dock inte veta stort mer &n
att ett topologiskt rum i allménhet har sa lite struktur att det kan ha manga, for vara syften,
orealistiska och icke 6nskvirda egenskaper. Genom att inskrdnka oss till topologiska rum som é&r
parakompakta och har hausdorffegenskapen utesluter vi manga av dessa otnskade topologiska rum.
Anmirkning: Visammanfattar detta avsnitt: Ett topologiskt rum M &r en méngd med vildigt lite
struktur. Det &r férsett med en topologi U som talar om vilka delméngder av M som &r dppna och
dérmed ocksa vilka som &r slutna. R™ med den vanliga definitionen av éppna och slutna méngder
ar ett exempel pa ett topologiskt rum.

Topologin pa M later oss ocksa definiera grdinsvirden och kontinuitet pa nistan samma sétt
som i flervariabelanalysen.

Topologiska rum kan uppvisa manga typer av oregelbundna betenden. Genom att kriva att M
ocksa uppfyller tva regularitetskrav: hausdorffegenskapen och parakompakthet undviks manga av
dessa. O

1.5 Definition av begreppet mangfald

Vi &r visserligen bara intresserade av 4-dimensionella mangfalder (fér att modellera universum eller
delar dirav) och 2-dimensionella (for att kunna anvinda vart standardexempel, enhetssfiren, for
att illustrera begrepp) men eftersom det inte innebdr nagon sérskild extra anstréngning ger vi
definitionen av en mangfald av godtycklig dimension:

Definition 1.13. Ett topologiskt rum M &r en n-dimensionell mangfald av klass C*° om féljande
géller:

1. Till varje p € M finns en omgivning U till p, en 6ppen méngd D C R™ och en homeomorfism
(d v s en kontinuerlig, inverterbar funktion med kontinuerlig invers, se kap 1.4) ¢ : U — D.
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2.0m ¢ :U — D och Y : U — D #r tva av funktionerna fran punkt 1 och UNU # @ sa #r
funktionen 1) o ¢~! : D — D (vilken &r en ’vanlig’ vektorviird funktion av n variabler) av
klass C*°.

3. Ovanstaende krav pa M visar sig inte vara tillréckligt restriktiva. Vi maste dérfor ligga till
nagra ytterligare, ganska milda, regularitetskrav pa M for att inte teorin ska urarta. Mer
precist kriaver vi att M &r parakompakt och har hausdorffegenskapen (se kap 1.4).

1 kallas ett koordinatsystem eller en karta pa M och mingden av alla koordinatsystem vi
behover for att beskriva M kallas en atlas. Observera att 1 dr en vektorvird funktion. Dess kom-
ponentfunktioner betecknas ofta (xa)z;é = (:co, zl, .. ,33"_1) och kallas koordinater pa U.

Observera ocksa att koordinaterna indexeras med index uppe istéllet for nere. Detta beror pa
att vi senare kommer att behdva skriva upp formler innehallande manga olika typer av indexerade
kvantiteter. Att placera vissa index uppe och andra index nere ar ett sitt att bringa lite ordning i
det kaos som annars skulle uppsta. Lasaren uppmanas att redan nu vénja sig vid att koordinater
indexeras med index uppe eftersom det underldttar i lingden.

I konkreta exempel &ar det ocksa vanligt att beteckna koordinater med varsin bokstav istéllet
for att indexera dem, t ex genom att beskriva S med de sfiriska koordinaterna 6 och (. Dock
behover vi ofta anvinda formler didr den indexerade formen av koordinaterna ingar och det &r
dirfor nodvindigt att ha en numrering av koordinaterna klar for sig, t ex 2% = 6, 2! = ¢ i fallet S.

Ibland behdver vi studera mangfalder av annan regularitet &n C*°, t ex mangfalder av klass C*
for nagot kK =0,1,2, ... eller analytiska mangfalder. Vi modifierar da ovanstaende definition genom
att kriva att funktionerna pa formen 1 o 1y ~! istiillet #r av klass C* respektive analytiska.

Det finns manga exempel pa mangfalder. R" sjélvt dr forstds en n-dimensionell mangfald.
Diskussionen i avsnitt 1.3 visar ocksa att enhetssfiren S i R? &r en 2-dimensionell mangfald. T
ex &r ju funktionen v o ¢p~! precis den som ges av ekvation (1.1) och den &r dirfor av klass C™.
Funktionen 1 o ¢)~1 har ett snarlikt utseende (vilket?) och &r diirfor ocksd av klass C*°. S #r alltsd
en mangfald som dessutom #r en delmingd av en storre mangfald, namligen R3. Vi siger att S r
en delmdngfald till R3. Mer precist:

Definition 1.14. N s#gs vara en delmangfald till M om M och N &r mangfalder och N C M.

En k-dimensionell yta Y i R™ av klass C*° (d v s en yta dér alla i parametriseringen ingaende
funktioner dr av klass C*°) dr t ex en k-dimensionell delmangfald av R™ (inses pa samma sétt som
for ).

1.6 Regularitet hos funktioner

Vi vill ocksa definiera regularitet for funktioner f : M — R (eller R™ fér nagot m = 2,3,...).
Vi noterar att om U C M &r 6ppen och ¥ : U — D C R™ ar &r ett koordinatsystem pa U sa &r
f = foey~!: D — R en vanlig flervariabelfunktion av koordinaterna (wo, b .. ,x”fl). Observera
ocksd att om ¢ &r ett annat koordinatsystem pa U sd &r foy ™' = (foy ™) o (Yoyp™t),dvs

foy~!dr C* om och endast om f o' ir det. Det dr dirfor naturligt att siga att f:s restriktion



1.6. REGULARITET HOS FUNKTIONER 13

till U dr av klass C* (t ex) om f dr det. Eftersom hela M kan tickas av sadana U ér foljande
definition naturlig:

Definition 1.15. f : M — R ségs vara av klass C*° om f = foy~! dr av klass C*® for alla
koordinatsystem 1.

Definitionen av att f ér av klass C* eller att f &r analytisk fis genom att istiillet kriva att
f € CF resp. att f ar analytisk. Om istéllet f: M — R™, m =2,3,... séger vi att f € C*° om var
och en av dess komponentfunktioner ar C*.

Om f: M — R ér f alltsa en regel som associerar ett reellt tal till varje punkt p € M, medan
f = fouytistillet associerar samma tal till punkten p:s koordinater i koordinatsystemet 1. Dessa
funktioner innehaller alltsa exakt samma information sa linge vi bara betraktar koordinatsystemet
s definitionsméngd U. Det &r dirfor vanligt att identifiera f med f och anvinda beteckningen f
for bada funktionerna. En fordel med detta &r att man far en enklare beteckningsapparat men en
nackdel dr att man sjalv maste halla reda pa att f ges av olika uttryck i olika koordinatsystem.

Exempel 1.16. Som illustration till ovanstaende ska vi berdkna f ur f i ett konkret fall. Lat
[+ S — R vara den funktion som till varje punkt p pa enhetssféren S i R3 ordnar p:s z-koordinat.
Lat vidare ¢ och v vara koordinatsystemen fran avsnitt 1.3. Da ar

f(0,¢9) = f(l/fl(Q,go)) =z=cosf,0<O<m, 0<p<2m.
Som nédmnts ovan identifierar vi ofta f med f och skriver
fO,0) =cosf, 0<b<m, 0<¢p<2m.

Om vi sétter f = fov~! far vi, i det streckade systemet

f(é,@) :f(QZ_l (5,@)) :z:sinécos@, 0<§<7r,—z <p< ST

2 2
Vi skriver 5
f(é,gb) =sinfcosp, 0 <0 < ﬂ,—g << ?ﬂ
eller mojligen
- - - 3
f(9,<,5) =sinfcosp, 0 <0 < W,—g <p< g

om vi vill markera koordinatbytet lite tydligare. O
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Kapitel 2

Tensorer

2.1 Inledning

I detta kapitel ska vi generalisera en del begrepp fran den linjéira algebran. Vi ska t ex tala om
vektorer definierade pa en méangfald. Vi ska dven generalisera begrepp som linjira avbildningar och
skalarprodukter till mangfalder.

Den linjéra algebran handlar som bekant om vektorrum och om ett vektorrum har dndlig
dimension n ir det, efter att vi infért en bas, visentligen samma sak som R"™, d v s vektorer adderas
och multipliceras med tal genom att vektorernas komponenter (som &r element i R"™) adderas och
multipliceras med tal. Lite informellt kan vi alltsa sédga att grundkursen i linjir algebra handlar om
vektorer och linjara avbildningar pa R".

Néar vi ersidtter R™ med en godtycklig mangfald stélls vi infor ett problem. En mangfald M
har ingen naturlig vektorrumsstruktur. Det finns t ex inget naturligt sitt att addera tva punkter
pa enhetssfaren S och fa en ny punkt pa S. Vi dr darfor tvungna att pa nagot sitt associera ett
vektorrum till en punkt p € M innan vi kan tala om vektorer och linjéra avbildningar (som i detta
sammanhang kallas tensorer). Detta vektorrum kallas tangentrummet till M i p.

2.2 Enhetssfiaren, del 2

Aven om enhetssfiren S i R? sjélv inte #r ett vektorrum kan vi pa ett naturligt sétt associera ett
vektorrum till varje punkt p € S, ndmligen genom att betrakta enhetssfirens tangentplan 7,5 i p.
Vektorer i T),S kallas tangentvektorer till S i p.

En kommentar om beteckningar: Tangentvektorer till S betecknas med latinska bokstéver skriv-
na i fetstil, t ex v. Vektorer i R? som inte nodvindigtvis tangerar S skrivs med vektorstreck.
{€s, €y, €.} betecknar t ex standardbasen i R3. Punkter betecknas med vanliga latinska bokstéver,
t ex p. p:s ortsvektor betecknas, allt efter sammanhanget, med p eller med 7(6, ) om (6, ) ar p:s
koordinater i koordinatsystemet 1. Observera dock att begreppet ’ortsvektor’ bara &r meningsfullt
pa delméngder av R™ och inte pa mangfalder i allménhet.

Observera att om p # g sa ér T),S # TS i allménhet. Tangentvektorer i p och tangentvektorer i g

15
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ar alltsa olika typer av objekt och de kan déarfor inte relateras till varandra. Det dr inte meningsfullt
att bilda t ex u+ v om u € 7,5 och v € T;S om p # ¢. Vi maste ténka pa tangentvektorer till S
som fastsatta i den punkt dar de tangerar S.

Ett problem med den ’vanliga’ definitionen av tangentvektorer och tangentplan &r att den inte
gar att generalisera till godtyckliga méangfalder eftersom definitionen inte bara refererar till S utan
ocksa till ett omkringliggande R3. Vi behover dirfor hitta en beskrivning av tangentvektorer och
tangentplan som bara refererar till .S sjélv.

Lat p € S vara godtycklig. Med beteckningar fran avsnitt 1.3 maste p € U eller p € U. Vi
betraktar fallet p € U, andra fallet behandlas snarlikt. Antag att p:s koordinater i koordinatsystemet
¥ &r (0y, po) och lat T'y vara en kurva genom p sadan att 'y ligger helt pa S och ¢ dessutom &r
konstant pa S. En sadan kurva (en (del av en) meridian) far parameterframstéllningen

= x(0,p9) = sinfcosyy
y = y(0,00) = sinfsingo
z = z(0,p9) = cosb

Ortsvektorn 7(6, ¢g) for en punkt pa I'y ges alltsa av
(0, 0) = x(0, @o) ez + y(0, o) €y + 2(0, @) €, = sinf cos g €, + sin fsin g €, + cosf €.

Dessutom ér forstas 7(6g, po) = p.
Tangentvektorn eg till I'y i p ges déarfor av

= cos tp cos @ €,+cos by sin g €, —sin b €.

or _ oy _ 0z >
(0,9)=(00,0)

ey = 77(,9(90,300) = (69 ex + %ey + %éz

Pa samma sétt later vi e, vara tangentvektorn i p till en kurva I', pa S dér 6 &r konstant och Iy,
ar parametriserad med koordinaten ¢. Da blir

<8x_ oy _ 82_)
e, = |- €+ €+ €

a0 0 a5 = — sin 0 sin g €, + sin Oy cos @q €.

(0,)=(00,0)

Nu 4r ey och e, tangentvektorer till S i p (ty de tangerar kurvor genom p som ligger helt i S)
som dessutom &r icke-parallella, sa enligt satsen om rétt antal element &r {eg,e,} en bas for
tangentplanet till S i p. T,,S ar alltsa det linjéra holjet till {eg, ey}, d v s T8 = [eg,e,] =
{linjéirkombinationer av eg och e, }.

Observera att relationen T,,S = [eg, e,] i sig inte refererar till nigot omkringliggande R3. Om
vi kan definiera vektorerna eg och e, utan att referera till R3 &r vi alltsa klara. For att gora detta
utnyttjar vi det faktum att definitionen av ett vektorrum &r helt abstrakt, d v s den uttalar sig
inte om vad for slags objekt vektorer ska vara, utan séger bara vad vi ska kunna géra med dem. Vi
ar alltsa inte tvungna att definiera ey och e, som riktade stréckor eller taltripplar utan vilka slags
objekt som helst som kan adderas och multipliceras med tal duger. T ex kan vi definiera e och e,
som ldmpliga deriveringsoperatorer, ndmligen riktningsderivator.
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I flervariabelkursen definieras riktningsderivatan av en funktion g : R® — R i punkten p med
avseende pa riktningen v som gransvirdet

4. (p) = lim g(p+tv) — g(p)

2.1
t—0 t ( )

och det giller att
gv(p) = gradg(p) - v

om g € C!. I flervariabelkursen ér vi frimst intresserade av fallet [v| = 1 eftersom riktningsderivatan
av ¢ da kan tolkas som ¢:s tillvixthastighet i v:s riktning, men det finns inget som hindrar att vi
later v vara godtycklig och vi far pa sa sidtt en mer generell riktningsderivata.

En stor fordel med denna generalisering dr att om vi ser pa en riktningsderivata som en operator
g — ¢.(p), dir p &r fix sa blir, pa grund av ovanstaende, denna operator linjir i v. Méngden av
alla riktningsderivator i en viss punkt i R™ bildar alltsa ett n-dimensionellt vektorrum.

Sitt nu r = /22 + y2 + 22. DA &r (1,0, ) 'vanliga’ sfiriska koordinater pa4 R3 i en omgivning
av p. Lat g : R® — R vara en godtycklig funktion och lat f vara g:s restriktion till S (observera
att dven f: S — R dr godtycklig, eftersom ¢ dr det). Betrakta riktningsderivatan

dg _ dg _ 0g _ oxr _ 0y _ 0z _
/ = . g —_— i —_ . _ = -
Jes(p) = grad g(p) - eg K(% et 5,8t 3, ez> <89 et g byt g

_ (0905 090y 0902 29
-~ \0x 00  0oyos  0z00 00

(1,0,9)=(1,80,%0)

0
(1a007900) = i b

— / kedi In /= —
/ kedjeregeln / 89( ),

(7",9790):(17907990)

/
€9

dér vi, i enlighet med tidigare konvention, identifierat f med f = foy 1. g (p) beror alltsa bara

pa g:s viarden pa S. Pa samma sétt fas

Je, (p) = gi(p)

och om v = 1%y + U1e¢ for reella tal v° och v! &r

of of
_ _,0 1 .0 1
gi’(p) - gfluoeg—l—vlew (p) =v g/eg (p) +v g;p (p) = %(}?) +v %(p)

eftersom ¢, &r linjir i v enligt ovan.
Alltsd: Varje tangentvektor v = v’ey + vle, € T,S svarar mot en riktningsderivata g
g, (p) dir g : R*> — R och varje sadan riktningsderivata svarar enligt ovan mot en operator
fe UO%(]?) —1—1)1%(13) diar f : S — R (och omvént, i bada fallen) och dessa sistndmnda operatorer
refererar inte till ndgot omkringliggande R3.
Vi infér nu beteckningen
_ 09f

_ 191
a0

v(f) 5

(p) + v 5=(p). (2.2)
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Om vi definierar tangentplanet 7,5 som méngden av alla operatorer pa formen

0 0
Frov() =)+ ' 5L )

dir f : S — R &r denna definition alltsa ekvivalent med den gamla, men har fordelen att den
inte refererar till nagot omkringliggande R?. Denna definition &r dérfor limplig att generalisera till
mangfalder.

2.3 Tangentvektorer

Vi dr nu redo att definiera tangentvektorer till en godtycklig mangfald. Lat M vara en n-dimensionell
mangfald och lat p € M. Lat vidare (x“)Z;é vara ett koordinatsystem pa M i en omgivning till p.

Definition 2.1. Med %L} (eller, om det inte rader nagon tvekan om vilken punkt som avses,

8%) menas operatorn f aax J_(p) dér f &r en C> funktion definierad i en omgivning av p.

Anmirkning: Om man ska vara noga ges operatorn av f +— (%,l ( fou~ ) (p) dér ¢ &r koordi-
natsystemet ovan, men enligt tidigare konvention identifierar vi f och f=foy L |

Definition 2.2. Tangentrummet T,M till M i p definieras som det linjéra holjet till méngden
o .. } dvs

0x0? Ozl 9 (9:1:” Hrn—1

o 0 ) - I o\
TyM = [8:1:0’ EISERREE (‘933"1] = {llnjarkomblnat10ner av (8ma>a:0} .

Elementen i T), M kallas tangentvektorer till M i p. Basen {( 8‘2 ) } for T, M kallas koordinatbasen

1
Ja=o-

horande till koordinatsystemet (2

Att {( 830,1)"71} utgor en bas for T, M &r forstas inte sjélvklart &ven om méngden innehaller
ratt antal element. For att rattfardiga definitionen ovan behdver vi dérfor bevisa foljande:

SATS 2.3. {(axa):;é} ar linjart oberoende.

’le)\a

Bewvis. Ansitt en linjér relation ) 7
att A*=0fora=0,1,...n— 1.

Detta gor vi genom att, i tur och ordning, lata tangentvektorn » .~ Ly 0 5.a verka pa koordi-
natfunktionerna z%, b = 0,1,...,n— 1. Vi borjar med z°. Da det giller att gio =1 och att g;fa =0
om a # 0 ger ovanstaende relation att

5.a = 0 dér A\® &r reella tal. Vi ska visa att detta implicerar

n—1
aal‘o 0 1 n—1 0
0:ZA%:A-1+)\-O+...+A 0=\,

och att ovriga A% = 0 visas pa samma sétt. O
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Vi vet redan att {( 82“ )Z;é } ocksa spénner upp 1), M sa {(B%Q)Z:
Definition 2.2 &r alltsa meningsfull.

Anmérkning: Aven om vi definierat tangentvektorer som riktningsderivator finns det inget som
hindrar att vi fortsétter tdnka pa tangentvektorer som riktade striackor i R™.

I kursen i linjir algebra ges ju en helt abstrakt definition av ett vektorrum (d v s definitionen
talar bara om vad man ska kunna géra med elementen i ett vektorrum, den sidger ingenting om
hur elementen ska vara definierade) och till syvende och sist &r en vektor ingenting annat #n ett
element i ett vektorrum.

Sa lange vi enbart dr intresserade av vektorrumsegenskaper dr det alltsa likgiltigt om tangent-

é} utgor en bas for T, M och

vektorer &dr definierade som riktningsderivator eller riktade stréckor. O
Om v &r en tangentvektor i p dr v alltsa en linjirkombination av 6%0, %, e #, d v sdet
finns reella tal v*, a = 0,1,...,n — 1 sadana att

n—1
. 0
VvV = E v a o
X

a=0

Verkan av en tangentvektor v i p pa en godtycklig C* funktion f ges alltsa av

n—1 a
v(f) = Zvaafa . (2.3)
a=0 P

Observera att detta &r en direkt generalisering av ekvation (2.2).

Summor av detta slag dyker upp vildigt ofta i relativitetsteorin sa vi tjdnar i lingden pa att
infora ett enklare skrivsétt for dem. Ett sadant skrivsétt infordes av Einstein sjéalv och kallas darfor
Einsteins summationskonvention. Den sdger att om ett index férekommer exakt tva ganger i en
term, en gang uppe och en gang nere, sa ska detta index summeras 6ver.! I detta sammanhang ska
index under ett brakstreck tolkas som om de var placerade motsatt sin riktiga plats. I fortsdttningen
anvéands alltid denna konvention om inget annat sigs.

I ovanstaende summa sitter indexet i v® forstas uppe och indexet i faktorn éga tolkas som att
det sitter nere p g a brakstrecket. Nar vi anvinder Einsteins summationskonvention skriver vi alltsa

v =0 aia (2.4)
och o/
)= (2.5)

istillet for v = Y17 v% 52 respektive v(f) = S0 v 2L
p

Ovning: Skriv ned beviset av Sats 2.3 med anvindande av Einsteins summationskonvention.

1Som Einstein sjilv skdmtsamt uttryckte saken: ”I have made a great discovery in mathematics; I have suppressed
the summation sign every time that the summation must be made over an index which occurs twice...”
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Talen v® kallas vektorns komponenter i koordinatsystemet x® och det &r vanligt att, nagot
oegentligt, identifiera vektorn v med sina komponenter v* och tala om ’vektorn v®’. I s fall ar det
forstas viktigt att halla reda pa att komponenterna édndras ifall vi byter till nya koordinater z¢.
Detta édr &mnet for foljande sats:

SATS 2.4. Lat p € M och lat x* och % vara koordinatsystem i en omgivning av p. Om v dr en

tangentvektor till M i p och v = v* 88 = ¢ 8(:2“ sa dar
. 0%
¢ = w’l) . (26)

Anmirkning: Glom inte bort Einsteins summationskonvention! Med summatecknen utskrivna

sager satsen att om
VvV =
Z axa 8xa

a=0
sa ar
n—1 o_
—a 8:5& b
¢ = v
oxb "’
b=0
fora=0,1,...,n—1. O

Anmirkning: Observera ocksa en viktig skillnad mellan indexen a och b i ekvationen

a ar ett sa kallat fritt index och ekvationen betyder att bada leden &r lika for allaa = 0,1,...,n—1.
En forutsittning for att en ekvation av detta slag 6ver huvud taget ska vara meningsfull &r att bada
leden innehaller exakt samma uppséattning fria index och att dessa fria index sitter pa samma plats
(uppe eller nere) i bada leden. b &r a andra sidan ett summationsindez, eller ett dummy index. Detta
betyder att det ar tillatet att, precis som i alla summor, byta ut detta index mot en annan bokstav sa
linge denna bokstav inte anvinds for att beteckna ett fritt index eller ett annat summationsindex.
T ex ar

oz* , 0z 0z¢

—v’ = v¢ v

8xb ozx¢ 7 ox?

medan uttrycket % 8x O
Anmirkning: En tredje sak att observera &r att nér vi skriver g“ sa menar vi egentligen gi: »
Denna forenkling av notationen &r vanlig sa linge det inte rader nagon tvekan om vilken punkt
som avses. |

Bevis av SATS 2.4. Enligt kedjeregeln &r

Of =0z of  0x° Of
oxb = 0P 0z° Oz 970
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enligt summationskonventionen. Genom att lata deriveringsoperatorn v verka pa en godtycklig C*
funktion f fas

0 0 oz® 0
Eaa:z]; =viH= ”baTLfb = 85{;
Da f var godtycklig foljer att
sa 0 :V:Ubafa 0
oz dzb 0z’
d v s vi har skrivit v som en linjirkombination av basvektorerna i basen {%, %, cen &E%

pa tva sitt. Eftersom dessa vektorer ar linjéart oberoende dr koefficienterna i linjirkombinationen
entydigt bestdmda, varfor
_ p0z°

a
=0 .
Ox?

v
0

En uppséttning tal v® som uppfyller denna transformationslag ségs transformeras kontravariant.
Transformationslagen (2.6) (och méanga som liknar den) dyker upp i manga sammanhang och
vi gor darfor foljande definition:

Definition 2.5. En uppséittning tal v* som uppfyller transformationslagen v¢ = %vb vid ett
koordinatbyte kallas en kontravariant tensor’

Kontravarianta tensorer (d v s en tangentvektors komponenter) &r specialfall av tensorer. Dessa
ska vi studera ndrmare i aterstoden av detta kapitel.

Forst ska vi dock inféra en del begrepp som vi kommer att behdva i senare kapitel. Minns
att en C*™ kurva i R™ ar en vektorvird C* funktion z* = z%(7) dér 7 tillhor nagot intervall I.
Denna definition ldmpar sig vl for generalisering till en méangfald M. Vi méaste dock iaktta viss
forsiktighet eftersom det inte sdkert finns nagot koordinatsystem som técker hela M.

Definition 2.6. Lat I C R vara ett intervall. En funktion + : I — M kallas en C*° kurva pa M
om det for varje koordinatsystem v pa M giller att funktionen ¢ o~ : I — R™ &r av klass C*°. Om
I ocksa forses med en genomloppsriktning ségs v vara orienterad.

Kurvor av annan regularitet &n C*° definieras analogt.

Observera att for givet 7 dr v(7) en punkt p € M och (ov)(7) = 9 (y(7)) dr da p:s koordinater
x® i koordinatsystemet 1. Som tidigare identifierar vi oftast p med sina koordinater och beskriver
kurvan genom parameterframstdillningen x* = x®(7), dir vénsterledet ska tolkas som koordinaterna
x® for en punkt p pa vy och hogerledet ska tolkas som komponenterna till den vektorvirda funktionen

¥ (v(7))-

2Har skiljer sig terminologin &t mellan olika forfattare. En del foredrar att (som hiir) definiera tensorer utifran
deras transformationsegenskaper eftersom detta ger en férhallandevis enkel definition. Andra féredrar att géra teorin
sa koordinatfri som mojligt eftersom malet dr att beskriva verkligheten, och verkligheten &r rimligen densamma
oavsett vilka koordinater vi anvinder for att beskriva den. Dessa forfattare anvinder déarfér en annan (ekvivalent i
sak, men konceptuellt annorlunda) definition av begreppet kontravariant tensor. Om denna kan man ldsa i t ex Wald:
General Relativity.
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Om kurvan v; har parameterframstéllningen 2% = 2%(0), o € J och genomldper samma punkter
lika manga ganger och i samma ordning som 7 sidger man ofta att v och 1 &r olika parameter-
framstéllningar av samma kurva.

Lat ~ vara en kurva pa M med parameterframstéllning ® = z%(7) och lat p vara en punkt pa
~ svarande mot parametervirdet 79 och sétt

o — dz®
dr
Vi observerar forst att v® dr kontravariant tensor i p, d v s v® &r komponenter i koordinatbasen till
en vektor v i p, ty om Z% &r nya koordinater i en omgivning av p sa ir

a dz® o0z da®
7% = - (=
( dr > (8mb dr )
enligt kedjeregeln. v® uppfyller alltsa transformationslagen (2.6) och dr dérfor en kontravariant
tensor, d v s komponenter till en tangentvektor v till M i p. v kallas en tangentvektor till ~.
Antag nu att f #r en (snéll) funktion pa M och bilda f:s restriktion ¢ till v, d v s sétt

g(7) = f(x*(7)) (dér vi som vanligt identifierar punkter v(7) pa v med sina koordinater z%(7)).
Vi beréiknar ¢'(79) med hjilp av kedjeregeln:

d [ Of dx* L o0f
N (axa dr > ‘T:TO Y 9z T Vi)

/) = (1)
Denna rakning motiverar varfor v kallas en tangentvektor till . Under ganska milda villkor blir

kurvan v nadmligen sjilv en 1-dimensionell méangfald och parametern 7 blir ett koordinatsystem

pa ~. Tangentrummet till v i p blir d& endimensionellt och avbildningen % : g — ¢ (1) bildar

koordinatbasen for detta tangentrum. Ovanstaende rikning visar da att % direkt kan identifieras
med vektorn v pa M.

T=T0

oz*
o

T=To

T=T0

T=T0o

2.4 Kovarianta tensorer

Som tidigare later vi M vara en n-dimensionell mangfald med lokala koordinater x® i en omgivning
av en godtycklig punkt p € M. Alla partiella derivator som dyker upp i detta avsnitt underforstas
(som tidigare) vara evaluerade i p. Lat nu dz® betyda ett litet tillskott® i koordinaten z® si att
punkten ¢ med koordinater x® + dz® ligger néra p.

Definition 2.7. Differentialen till en funktion f: M — R &r df 9F g,

= Dz4

Observera placeringen av indexet. Da z% har indexet uppe men star under brakstrecket anses

91 ha indexet nere och vi skriver dirfor ofta

ox®

of
oxe’

Vaof = (27)

3En mer precis definition av dz® ges i kapitel 4.
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Med detta skrivsatt ér alltsd V,f den a:te komponenten till df i basen dx®. Vi kommer dérfor
(nagot oegentligt) att siiga att differentialen till f ges av df, = V,f = 881];‘

Lat oss nu byta koordinater till Z% och betrakta (%J;. Enligt kedjeregeln ar

of oxb Of
oze 0z dxb
eller, med v, = 597’; och v, = C%J;,
oxb
Vg = Vp. 2.8
a afa b ( )
Notera att detta inte d&r samma transformationslag som i Sats 2.4 &ven om den har vissa likheter.

Vg = gxfl transformeras alltsa inte kontravariant. Detta innebér att om v, och ¥, &r komponen-

ter till nagot matematiskt objekt V i koordinatsystemen x® respektive 2% sa kan V inte vara en
tangentvektor till M for i sa fall skulle ju v, och 9, uppfylla transformationslagen (2.6) och inte
(2.8).

En uppséttning tal v, som uppfyller transformationslagen (2.8) ségs transformeras kovariant
och vi gor féljande definition:

Definition 2.8. En uppséttning tal v, som uppfyller transformationslagen v, = g—fgzvb sags bilda
en kovariant tensor.

Enligt ovan &r tydligen differentialen till en funktion f : M — R ett exempel pa en kovariant
tensor.

Légg ocksa mérke till hur indexen dr placerade. Kontravarianta tensorer har ett index uppe
medan kovarianta tensorer har ett index nere.

(* Ovanstaende kortfattade beskrivning av kovarianta tensorer récker gott och vil for vara
syften i denna kurs, men manga (inklusive jag sjélv) finner den otillfredsstéllande. Skélet till detta
ar foljande.

Betrakta en tangentvektor (d v s en riktningsderivata) v. Dess komponenter v® och 9% i tva
olika koordinatsystem x® respektive z* uppfyller transformationslagen (2.6) och de utgor darfor en
kontravariant tensor. Omvént: Givet en kontravariant tensor v® sa kan vi aterskapa v genom

0
a
V=0
0x®
och om vi istéllet aterskapar v fran v genom
0
v =1
0z®

far vi precis samma tangentvektor v.

Om vi forsoker beskriva en kovariant tensor «, pa liknande sétt stoter vi pa patrull eftersom
vi inte har tillgang till ndgot begrepp motsvarande tangentvektorn v att utga fran. For att ge
en liknande beskrivning skulle vi behtva konstruera nagon typ av basvektorer fran koordinaterna
x® som vi t ex skulle kunna beteckna dz® (jamfor definitionen av differential ovan), och sedan
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definiera nagot slags matematiskt objekt a (som vi senare kommer att kalla en kovektor) som
linjirkombinationer av dz® sa att
o = agdx®.

Hur detta kan goras ska vi studera i detalj i kapitel 4. %)

2.5 Allminna tensorer

Ekvationerna (2.6) och (2.8) kan nu enkelt generaliseras till uppséttningar av tal indexerade med
fler #n ett index. Om t ex T transformeras enligt

~a Hmb
—ab _ &L‘a &L‘ cd
Ox¢ Oxd

(2.9)

(observera att detta dr en dubbelsumma 6ver ¢ och d) vid ett koordinatbyte fran z? till z% ségs
T vara en kontravariant tensor av rang 2 och om istiillet Ty, transformeras enligt

dx¢ Ox?

Tab = 979 Oxb cd (210)
sigs Typ vara en kovariant tensor av rang 2. Vi kan ocksd blanda kovarianta och kontravarianta

index. Om 1'%, transformeras enligt

7a d

T = %%Tcd (2.11)
sigs T%, vara en (blandad) tensor av typ (1,1) och den ségs ha kontravariant rang 1 och kovariant
rang 1.

Anmirkning: Aven i dessa formler underforstas att de partiella derivatorna ska evalueras i nagon
given men godtycklig punkt p € M. En tensor &r alltsa, precis som en tangentvektor, kopplad till
en specifik punkt pa M. For att fortydliga sdger man darfor ofta att 'Ty, dr en tensor i p’ istéllet
for 'Ty;, ar en tensor’. O

I en blandad tensor &r det viktigt att halla reda pa indexens placering eftersom vi sa smaningom
kommer att definiera operationer som hojer och sénker index. Vi skriver dirfér aldrig Ty eftersom
det i sa fall inte &r tydligt om vi menar T%, eller T* och dessa tensorer dr olika i allménhet.

Ovanstaende definitioner ar alla specialfall definitionen av en allmén tensor:

Definition 2.9. Om talen 7%192%, 4  ;, transformeras enligt

Fara...as B 0z 0T Oz dxh Pz Ozt Terca..cs 519
bibaebe = el Paez T Gxes Ozbr Ozt T Hh didz...ds (2.12)

vid ett koordinatbyte fran xz® till % sdgs T %%y 1. p, vara en (blandad) tensor av typ (s,t) och
vi séger att T'%192%y 3, har kontravariant rang s och kovariant rang t.
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Lat nu S vara en allmén uppsittning tal, indexerade med ett antal kovarianta och kontrava-
rianta index sadana att de inte ndodvéndigtvis dr ordnade som i ovanstaende definition med alla
kontravarianta index till vinster och alla kovarianta index till héger. Som exempel kan vi betrakta
S2.b. Vi kan da bilda en ny uppsittning tal 7, med indexen ordnade som i ovanstaende definition,
genom att helt enkelt flytta om indexen. I vart exempel sitter vi alltsa T, = S%.> och vi séger
att &ven S &r en tensor om T uppfyller ovanstaende definition.

Blandade tensorer av typ (1,1) upptrider, forklidda och under annat namn i manga tidigare
kurser, vilket vi ska se i néista exempel. Férst maste vi dock gora nagra forberedelser.

Definition 2.10. §,* = L oma=5 kallas Kroneckers delta.
0 oma##b

SATS 2.11. Kroneckers delta dr en blandad tensor av typ (1,1).

Bevis. Enligt definitionen har Kroneckers delta samma komponenter i alla koordinatsystem. Vi
behover alltsa visa att

8xcafb6d:5b:{l oma==>0

9z dxd ° 0 oma##b

Betrakta vinsterledet och notera att de enda termerna i dubbelsumman som ger nagot bidrag &r
de dér ¢ = d. Detta ger

oxc 9z° _ _ 0x€ ozt

dze dzd Oz dae’

Denna enkelsumma kan skrivas om till en enda term med hjilp av kedjeregeln eftersom

dx¢ Ox? B ozl
0T dx¢ Oz’
Nu ar 030 _ om a = b och = 0 annars, sa det 0l] tt 9z 8—“’51)5 d—§,b O
85(1, - - - bl .]er a aja 8$d C - Ya -

Eftersom Kroneckers delta har samma komponenter i alla koordinatsystem skriver vi normalt
inte ,° utan vi later 6, beteckna tensorn oavsett koordinatsystem.

Exempel 2.12. Detta ar ett langt exempel. Malet ar att visa att definitionerna ovan gor tensorer
till en naturlig generalisering av matrisbegreppet och att transformationslagarna &r omskrivningar
av basbytesfomlerna fran kursen i linjir algebra.

Vi kommer konsekvent att lata kontravarianta index, d v s index uppe, beteckna radnummer
och kovarianta index, d v s index nere beteckna kolonnummer.

UO

En kontravariant tensor v* kommer darfor att representeras av kolonnmatrisen v =

Un—l

och en kovariant tensor u, kommer att representeras av radmatrisen u = [ug uy -+ up—1]. En
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blandad tensor 7%, av typ (1,1) kommer att representeras av en n x n-matris 7" vars element pa
plats (a,b) ar just 7% d v s

0% 1% ... T%_;
- T T ... T',.
Tn—lo Tvn—l1 o Tn_lnfl

Lat nu p € M, med lokala koordinater ® i en omgivning till p och betrakta en linjar avbildning
F:T,M — T,M given avw = F(v) déir v, w € T, M.

W0
ol
Det visas i kursen i linjar algebra att om v och w har komponenterna v = ) respektive
Un'—l
wO
1
w . o \n—1 o . °
w = ) i basen {(81:“)(1:0} sa finns en n X n-matris I’ sadan att w = F'v.
wn—l
Vi later F'%, vara elementet pa plats (a,b) i matrisen F. Eftersom w = w?® aia sa, ar
0 0
w? =w="F(v) = Fiy’—.
oz v) " 9z

d v s ett ekvivalent sitt att skriva sambanden w = F(v) och w = Fv #ir w® = F%u®, ty vektorerna
aia utgdt en bas for T, M.

Det vi har gjort hittills i exemplet dr forstas inget djupsinnigt. Det &r sjalvklart att elementen
i en matris kan indexeras med tva index, elementets radnummer och kolonnummer. Det som inte
ar sjialvklart dr hur indexen ska placeras. Varfor inte lika girna F; eller F2? Anledningen #r att
F%, uppfyller transformationslagen for en blandad tensor av typ (1,1), vilket vi nu ska visa.

Infér nya koordinater % i en omgivning av p. Detta ger oss en ny koordinatbas 8%& for T,M

och vi sdker bassambandet, d v s sambandet mellan de bada koordinatbaserna. Genom att lata 8%&
verka pa en godtycklig funktion g och anvinda kedjeregeln far vi

dg ox? ﬁ
0ze 0z Oxb’
d v s bassambandet blir
0 _od 0
oze 9z Ozb’
Detta ar ett gammalt vilkdnt samband i ny skepnad. For att inse detta byter vi beteckningar. Lat
o 0 0

€7 020 01 T 9zt
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d v s e ar den vanliga basmatrisen for den ursprungliga basen. Analogt later vi f vara basmatrisen
for den nya basen, d v s
o 0 0
= 1970 ozl 9zl

Lat nu T vara den matris vars element pa plats (a,b) ar 87;;. Da kan bassambandet ovan skrivas
pa tva ekvivalenta sitt

0 ozt 0
oxe  0x Oxb L=eh
dér den andra formen bor vara bekant fran kursen i linjar algebra.

Koordinatsambandet, d v s sambandet mellan vektorn v:s komponenter i gamla och nya basen
ges enligt ekvation (2.6) av

0z*
ﬁazﬁvb <~ @:U’U,
x
. . o . 0x?®
dér U:s element pa plats (a,b) dr 575

Betrakta nu matrisprodukten UT'. Dess element pa plats (a,c) ges av

oz 02" _ 05"
oxb 9zc Oz

= 6.

d vs UT = I (enhetsmatrisen). Detta ger U = T~! och dirfor #r koordinatsambandet
t=T W= v="T0

vilket ocksa bor vara bekant fran kursen i linjir algebra.

Det dr nu dags att aterga till den linjéra avbildningen F och de ekvivalenta sambanden w =
F(v) & w = Fv & w* = F%’. Eftersom det inte dr nagot speciellt med de ursprungliga koordi-
naterna z% sa kan vi forstas ocksa skriva w = F(v) < w = Fv dir w = T~ 'w 4r w:s komponenter
i basen 8% och F #r F:s avbildingsmatris i denna bas. Sitter vi in bas- och koordinatsambanden
fas

fFo=F(v)=eFv=fT'FT%.
Eftersom f &r en bas och v &ar godtycklig féljer sambandet
F=T7'FT (2.13)

vilket ocksa #r en kind formel fran linjir algebra. Lat nu F'%, vara matrisen F:s element pa plats
(a,b). Ekvation (2.13) skriven pa summaform blir da

_ o0z orxd
e, = c Y4
b7 oz’ 1oz

vilket visar att F'*;, transformeras som en blandad tensor av typ (1,1). O
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Vi noterar att dven om t ex en tensor Ty, av typ (0,2) inte transformeras som en blandad
tensor av typ (1,1) sa kan det #nda vara dndamalsenligt att ordna dess komponenter i en matris.
Vi kommer att se exempel pa detta redan i nésta kapitel. Vi maste dock tolka en sadan matris med
viss forsiktighet. Lat v® vara en kontravariant tensor och bilda w, = T,v?. Eftersom detta uttryck
bara har ett fritt index som sitter nere forvantar vi oss att w, ar en kovariant tensor. Man kan visa
(se niista kapitel) att sa ocksa &r fallet.

Lat nu T vara den n X n-matris vars element pa plats (a,b) dr T, och lat som ovan v vara
den kolonnmatris vars element pa plats a ar v®. Matrisprodukten w = Tv blir da en kolonnmatris
vars element pa plats a &r w, = Tyv?. Hir maste vi vara forsiktiga med tolkningen av elementen i
kolonnmatrisen w.

I exemplet ovan representerade vi ju kontravarianta tensorer med kolonnmatriser eftersom index
uppe associerades med radnummer. Kovarianta tensorer representerades istédllet av radmatriser.

Om vi véljer att representera en kovariant tensor av rang 2 med en matris maste vi alltsa sjilva
komma ihag att kolonnvektorn w ovan ska associeras med en kovariant tensor w,. Notationen ger
oss ingen hjilp med att komma ihag detta.

Néar vi d4nda talar om matriser ska vi undanréja ett vanligt missforstand géillande faktorernas
ordning i uttryck av det slag vi studerat ovan:

Anmérkning: Lat A och B vara matriser vars element pa plats (a,b) ges av A%, respektive B%,
och bilda deras matrisprodukt C' = AB. C's element pa plats (a,b) blir da

C% = A*.B%,.
Observera att multiplikation av tal &r kommutativ sa vi kan lika girna skriva
C% = B%A°,.

Vid férsta anblicken verkar kanske denna operation lite suspekt eftersom matrismultiplikation, till
skillnad fran multiplikation av tal, inte &r kommutativ. Trots detta ser det kanske ut som om vi
kastat om ordningen pa matriserna A och B i matrisprodukten. Detta har vi emellertid inte alls
gjort. For att inse detta, bilda matrisprodukten D = BA och betrakta D:s element D%, pa plats
(a,b):

D% = B% A%, # B A% = C%,.

Faktorernas inbordes ordning i en matrisprodukt som &r skriven pa tensorform bestdms alltsa helt
av vilka index det summeras 6ver. Om vi skriver A- eller B-faktorn foérst har ingen betydelse. O

2.6 Tensorfalt

Fran kursen i vektoranalys erinrar vi oss att en tillrickligt snéll funktion som till varje punkt i
(ndgon delmingd av) R? ordnar en vektor i R?, kallas ett vektorfilt. Vi ska nu generalisera denna
definition till en mangfald M.
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Lat ¢ : U — D C R"™ (ddr U C M &r 6ppen) vara ett koordinatsystem pa U och betrakta en
funktion som till varje punkt p i U ordnar en tangentvektor

d
pr—=v(p) =0 p e T,M.
P

I fortséttningen kommer vi oftast att skriva v istéllet for v(p).

v® blir da funktioner av p och det ar klart att v helt bestéims av dessa funktioner. 7% = v* o1
blir da n st ’'vanliga’ reellviirda funktioner av koordinaterna z® och vi séger att v € C>*(U) om
0% € C*°(D) (jfr avsnitt 1.6).

Om v € C*(U) séger vi att v dr ett tangentvektorfilt (eller ett vektorfilt) pa U. Vi siger ocksa
(nagot oegentligt) att v® &r ett (tangent-)vektorfiilt pa U.

Minns att om v = v® aga ar en vektor i p € M sa ges en (snill) funktion f:s riktningsderivata
m a p v av (se ekvation (2.3))

of
_ a
v(f)=wv ppn p.
Om v =1° aga istéllet &r ett vektorfilt kan vi fortfarande bilda riktningsderivatan
of
_ a
V(f) =v axa7

som nu inte blir ett tal utan en ny C* funktion av p.

Ovanstaende definition av vektorfilt dr dock inte tillrdckligt allmén for vara syften. Vi har
némligen forutsatt att v:s definitionsméngd gatt att ticka med ett enda koordinatsystem. Vi ska
dérfor generalisera ovanstaende definition till vektorfilt definierade pa hela M. Vektorfalt definie-
rade pa mer allménna delméngder till M kan sedan definieras pa liknande sétt.

Betrakta dérfor en funktion som till varje punkt p € M ordnar en tangentvektor v(p) =
v%(p) 33; » € T,M. Fér varje koordinatsystem ¢ : U — D i M:s atlas betraktar vi sedan v:s
restriktion till U och vi séger att v € C*°(M) om v € C*(U) for varje koordinatsystem i M:s atlas
och vi séiger att v (eller, nagot oegentligt, v®) &r ett (tangent-)vektorfilt pa M om v € C*°(M).

Om p — T4 %y, dér T %, 4, &r en tensor i p séger vi (analogt med ovanstande) att
Ty, € C°(U) om T“l“'asbl._,bt = Tuas, 4 o9~ ! (som &r en uppsittning av n**t st
'vanliga’ reellvirda funktioner av n variabler) &r av klass C°°(U) och vi séger att 7% %;, 3, &r ett
tensorfilt pa U.

I litteraturen forekommer tensorfélt ofta medan tensorer definierade i en enstaka punkt forekommer
ganska séllan. Det har dérfér blivit vanligt att kort och gott skriva ’tensor’ eller 'vektor’ nér det
egentligen &r ett tensor- resp. vektorfilt som avses. Detta leder ganska séllan till missforstand, men
viss uppmérksamhet och forsiktighet fran ldsarens sida rekommenderas dnda.

Exempel 2.13. Vi sag ovan att partiell derivering av en funktion f gav en kovariant tensor 68;;.

En naturlig fraga &r dirfor: Ar en partiell derivata av ett tensorfilt ocksa ett tensorfilt?

Svaret pa denna fraga &r (tyvérr) i allmédnhet nej. For att inse detta studerar vi den partiella

derivatan % av ett vektorfilt v®. Om vi byter till nya koordinater % transformeras alltsa v® enligt
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ekvation (2.6). Vi undersoker nu hur % transformeras vid detta koordinatbyte:

Cc

o _oat 9 (.03 _@@%+@ 92z0
= 0% 9z° 0z T 9zt Hxdoac

ozt~ 91% 920 \" Dar

dér vi anvént kedjeregeln i forsta likheten.

Vi ser att forsta termen Gverensstammer med transformationslagen (2.12) om s =t =1,d v s
med transformationslagen for en blandad tensor av typ (1,1) vilket, p g a indexens placering, &r
den typ vi forvantat oss att 8”b skulle ha haft om den hade varit en tensor.

Det &r dock latt att se att andra termen r nollskild i allménhet (det dr en god 6vning att sjilv
konstruera ett explicit motexempel!) vilket innebér att 8”b ej ar en tensor.

Partiell derivering ar alltsa ingen tensoroperation. V1 behover alltsa definiera derivator av ten-
sorfilt pa nagot annat sitt. Hur detta kan goras ska vi diskutera i kapitel 5. O

OmY=Y? aga ar ett vektorfilt som verkar pa en (snéll) funktion f fas

af
837“ ’

Y(f) =

som &dr en ny (snéll) funktion av p. Har kan vi forstas lata Y, eller nagot annat vektorfilt, verka
pa Y (f) och dérmed bilda riktningsderivator av hogre ordning. Av speciellt intresse ér foljande
uttryck, till synes en riktningsderivata av andra ordningen.

Definition 2.14. Kommutatorn [Y,Z] av vektorfilten Y och Z definieras av
[Y,Z](f) = Y (Z(f)) = Z(Y(f)) -

En viktig anledning till att just detta uttryck &r av intresse ar att det inte alls ger en rikt-
ningsderivata av andra ordningen vilket man kanske kunde tro. Uttrycket definierar istéllet en
rektningsderivata av forsta ordningen, d v s ett vektorfalt.

SATS 2.15. Om Y, Z ir vektorfilt dr [Y,Z)] ett vektorfdilt, d v s [Y,Z] = [Y,Z]" 6?0 for nagra
funktioner [Y,Z]". Vidare ges dessa av formeln

y9Z° _,0Y"

Y. ZI°=Y .
Y. 2] Oxb Ozt

Bevis. Lat f vara en godtycklig (snéll) funktion och betrakta

b a a 8f b & a 8f
[Y,Z] (f) Y a$b <Z axa> -7 @ <Y 8x“)

9z af YbZa 82f _ZbaYa 8f - bya azf

b
=Y Oxb Oz Oxb0za Ozb Oz 0zbozxe
<Ybaz Zbaw) of +Y“Zb< 2f  f > (Ybaza_zbaw> of

Ozb ozb ) Oz 0xe0zxb  Ozxboxe Oz oxb ) Oza
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dér vi dopt om nagra summationsindex i tredje likheten. D& f var godtycklig foljer att

Y,2] = <YbaZ L > 0

Oxb oxb ) Oza’

Vi ser att [Y,Z] &r en linjirkombination av koordinatbasvektorerna (92“ vilket visar att [Y,Z] &r
ett vektorfalt. Direkt avldsning ger sedan att
0z°

oYye
a _ b b
Y.2)" =Yy~ 2
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Kapitel 3

Tensoralgebra

3.1 Inledning

I detta kapitel ska vi se pa en del algebraiska operationer som kan utféras pa tensorer. Vi ska forst
ldgga fast lite notation. I hela detta kapitel later vi M vara en n-dimensionell mangfald och p far
vara en godtycklig punkt pa M. Vi antar ocksa att ® och Z% &r ett ursprungligt respektive ett nytt
koordinatsystem i en omgivning av p.

3.2 Tensoroperationer

Lat T,°, U,b, Vi och W, vara tensorer i p (d v s uppséttningar av tal som transformeras enligt
formlerna i foregaende avsnitt vid koordinatbyten). Lat oss fundera éver vilka rakneoperationer vi
skulle kunna definiera med hjélp av dessa.

Vi kan t ex bilda T,° + U,® genom vanlig addition av tal fér varje uppsittning virden pa a och
b. Eftersom T, och U, uppfyller samma transformationslag verkar det troligt att #iven summan
gor det. Summan &r i sa fall en ny tensor av samma typ som de bada termerna (vi ska snart bevisa
att denna intuition dr korrekt).

Vi kan forstas ocksa formellt bilda summan T,° + V,, men eftersom 7,° och V,; uppfyller helt
olika transformationslagar verkar det inte troligt att summan &r en tensor (sa ar heller inte fallet i
allménhet, vilket dr ltt att visa). Samma resonemang kan goras fér summan T,b + Ww,be.

Det verkar alltsa som om tensorer kan adderas genom vanlig komponentvis addition av tal
forutsatt att tensorerna dr av samma typ.

Vad hénder da om vi forsoker multiplicera tva tensorer? Det star i alla fall klart att vi maste
iaktta viss forsiktighet. Att skriva T,°U,° ger ett odefinierat uttryck eftersom summationskonven-
tionen forutsitter att upprepade index férekommer en gang uppe och en gang nere. Om vi byter
ut indexen kan vi dock bilda produkten T,PU.% vilket i alla fall ger ett vildefinierat uttryck. Vi kan
ocksa bilda produkter av tensorer av olika typ t ex T, OV, VasWede eller varfor inte Ty9V,,We./°.

Man kan visa att alla dessa uttryck &r tensorer. Lat oss darfor formulera foljande sats:
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SATS 3.1. Lat 8% %y, p,, Ty, vara tensorer av typ (s,t) och lat Uy, 4. vara en
tensor av typ (q,r). Lat dessutom a € R. Da gdller

(i) Sy b, +TM %y b, ar en tensor av typ (s,t).
(11) aT %y, 4, dr en tensor av typ (s,t).
(1ii) Sy, p, Uy, 4. dren tensor av typ (s +q,t+71).

(tv) Om S-%y  p, =T %y 4 1 nagot koordinatsystem x€ sa dr gal...asblmbt = T“l'“asbl__b 1

ett godtyckligt koordinatsystem €.

t

Anmirkning: Den sista punkten &r viktig da den siger att om tva tensorer &r lika i ett koordi-
natsystem sa dr de lika i alla koordinatsystem. Tensorekvationer dr darfor ett lampligt verktyg for
att beskriva naturlagarna, eftersom vi inte forvantar oss att naturlagarna beror pa vilket koordi-
natsystem vi anvénder.

O

Bevis. Satt VW-asy 40 = S9dsy g+ Ty 3, Vi vill visa att V9%, 4 &r en tensor,

d v s att om V“l“'“sbl_._bt = Sal"'asbl.__bt + Ta1-..asb1mb“ dar gal"'“sbln_bt och T“l"'asblu_bt ges av
: S x.. Y/Q1...0s _ 0% 9z%s 9x¥ Azt ...Cs
transformationslagen (2.12) sa &r V-9, 4 = Gor ... g 8fzb1 B V-

Men detta foljer direkt:

Valmasbl...bt _ Sal...asblmbt +Talma5b1...bt
Il Oz gph Oz Getcs N Ox 9z Jrh Az
= —— ... di..d —— ...
Oxct Oxcs Oxb Oxbt S e Oxcs Oxb Oxbt
_ oz 1% Hrdt Ox (G- 4 T )
97 Dpe Db Db by...b: by...b
oz™ OT% ™ Oxht
T 9zt 9xcs 9zh T 9zh

C1...C
T %, dy

|
vilket visar forsta delen. (i), (4ii) och (iv) visas pa liknande sitt (6vning). O

I ovanstaende sats dr det inget problem att byta ut alla tensorer i en punkt mot tensorfilt
(sa t ex dr summan av tva tensorfilt av samma typ ett nytt tensorfilt). Alla bevis gar igenom
oférandrade. Vi kan t o m erséitta talet ¢ € R med en godtycklig C*° funktion f.

Ett annat sétt att bilda en ny tensor ur en given &r att starta med en blandad tensor, t ex
T,°* och sedan byta ut ett av indexen uppe mot samma bokstav som ett av indexen nere och fa (t
ex) U,® = T, Vi har alltsa plockat ut de komponenter av tensorn for vilka b = ¢ och summerat
dessa. U,? siigs da vara en kontraktion av tensorn T, och man visar pa liknande séitt som ovan
att U,? dr en tensor om T, dr det. En allmén kontraktion definieras pa samma sitt, mutatis
mutandis. For fullstdndighets skull ger vi den allménna definitionen:
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Definition 3.2. Lat 7% %, ; vara en blandad tensor av typ (s,t), s,t # 0 och lat ¢,j vara
heltal sadana att 1 < i < s, 1 < j <t. Kontraktionen av T med avseende pa det i:te kontravarianta
och det j:te kovarianta indexet ar da

Ual...aiflaprl...as — Tal...aiflcaiﬂ...as

bl...bjflijrl...bt bl...bjflcbj+1...bt'

SATS 3.3. En kontraktion av en tensor dr en tensor.
Bevis. Ovning. O

Anmiirkning: Observera att uttrycket F%,v® som forekommer i Exempel 2.12 kan ses som en kon-
traktion av tensorn F'%,v°. Observera ocksa att kontraktionen av tensorn F'%, (som enligt Exempel
2.12 kan tolkas som elementen i avbildningsmatrisen F' till en linjar avbildning F i den aktuella
basen) blir

F%, = Summan av huvuddiagonalelementen i F' = Tr (F') = Sparet av F.

Sparet av en matris dyker upp i manga tillimpningar och det &r alltsa inget annat &n en kontraktion
av motsvarande tensor. O

Definition 3.4. Lat T, vara en tensor. Om Ty, = Ty, sdgs Ty, vara symmetrisk och om Ty, = —Tp,
sigs Typ vara antisymmetrisk (eller skevsymmetrisk).

En tensor dr forstas varken symmetrisk eller antisymmetrisk i allménhet. Diremot kan en
godtycklig tensor av typen (0,2) (eller (2,0), resonemanget &r detsamma) skrivas som en summa
av en symmetrisk och en antisymmetrisk tensor. For att se det gor vi foljande definition:

Definition 3.5. Den symmetriska tensorn

1
Ttap) = 5 (Tap + Tha)

kallas den symmetriska delen av T, och den antisymmetriska tensorn
1
2

Tiap) = o (Tap — Tha)

kallas den antisymmetriska delen av Tg.

Man ser nu latt att
Tap = Tiab) + Tiap)-

Dessutom ar denna uppdelning entydig:

SATS 3.6. Om Ty = Sap+ Aap dir Sap dr symmetrisk och Agp dr antisymmetrisk sa dr Sap = Tiqp)
och Aab = T[ab] .



36 KAPITEL 3. TENSORALGEBRA

Bevis. Enligt ovan &r Sup + Aap = Tiap) + Liap) © Sab — T(ap) = Tjap) — Aab =1 Wap. Detta visar
att Wy, dr bade symmetrisk och antisymmetrisk, varfor Wy, = Wy, = —Wy (dér vi forst anvint
symmetrin och sedan antisymmetrin), d v s Wep, = 0. Det foljer att Sy, = Tiup) och Agp = Tigy. O

Symmetriska och antisymmetriska delar kan ocksa generaliseras till tensorer med godtyckligt
manga index. Antag att Ty, 4, ir en tensor av typ (0,¢). Lat vidare m vara en permutation av talen
1,...,t,dvs7(l),m(2),...,7(q) & en upprékning av heltalen fran 1 till ¢ i nagon ordningsfoljd.
Vi definierar da symmetriska delen av Tg, . 4, som

1
T(al...at) = E Z Taﬂ(1)-~~aw(t)'
alla ™

T ex blir da 1
T(abc) = ? (Tabc + Tacb + Tbca + Tbac + Tcab + cha) .
och vi ser att T, dr symmetrisk vid omkastning av vilket indexpar som helst.

Givet en permutation , lat g(7) vara antalet transpositioner (d v s platsbyten) som gar at for
att bilda 7 fran den ursprungliga ordningsfoljden 1,2,...¢. Vi séger att 7 &r udda om ¢(m) &r det
och vi séger att 7 &r jémn om q(m) ar det.

T ex #r permutationen 7(1) = 2, m(2) = 3, m(3) = 1 en jimn permutation av talen 1,2,3
eftersom den kan bildas genom transpositionerna 1,2,3 — 2,1,3 — 2,3, 1.

Vi definierar nu antisymmetriska delen av T,, ., genom (jfr definitionen av en determinant)

1 ™
CT[al...at] = E Z (_1)(1( )Ta-;r(l)"-aw(t)’
alla 7

sa t ex dr .
T[abc} = g (Tabc = Tach + Toca — Thac + Teab — cha)

och vi ser att Tj,) dr antisymmetrisk vid omkastning av vilket indexpar som helst.
Att en tensor dr summan av sin symmetriska och antisymmetriska del giller dock bara for
tensorer med 2 index. Vi ser ju t ex direkt ur ovanstaende formler fér tensorer med 3 index att

1
T(abc) + T[abc] = g (Tabc + Tpea + Tcab) # Tape-
Vi kan ocksa symmetrisera (eller antisymmetrisera) éver en delméngd av en tensors index. T ex &r
1
Tawed =5 (Tabed + Tacbd) -

Om vi behover symmetrisera (eller antisymmetrisera) 6ver index som inte star intill varandra skrivs
de index som ska uteslutas ur (anti)symmetriseringen mellan lodrita streck, salunda:

1
T(a|b|c) = 5 (Tabc + cha) 5

dér alltsa symmetriseringen sker 6ver indexparet ac men inte Gver b.
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3.3 Enhetssfiaren, del 3

Nista punkt pa programmet &r att definiera en skalédrprodukt, ocksa kallad en metrik, pa T),M, och
som vanligt far inte definitionen referera till nagot omkringliggande R"™. Vi ska forst titta pa hur
den vanliga euklidiska skaldrprodukten i R ger oss en skalirprodukt pa T,S dér S &r enhetssféren.
Dérefter ska vi ge en alternativ beskrivning av denna, som enbart refererar till S sjélv. I hela detta
avsnitt kommer vi att anvéinda samma beteckningar som i avsnitten 1.3 och 2.2.

Lat p€ S. Da dr p € U eller p € U och utan att forlora i allmiingiltighet kan vi (som tidigare)
anta att p € U och att p har koordinater (6, o) i koordinatsystemet ¢. Om u, v € T,,S sa &r enligt
tidigare u = u’ey + ule(p och v = v0eg + vlew for reella tal u®,u', v°, v!. Skaldrprodukten mellan
u och v ges da av

1

0 1
€, €t UV e, e,

u-v= (u069 + ulew) . (erg + vlew) = uovoeg -ep + uovleg "€y + ulv
Vi behéver alltsa rédkna ut skaldrprodukterna goo := ep - €9, go1 = €g - €,, gi0 := €, - € och
gi1 = e, -e,. Vifartex
g11 = €, - e, = (—sinfysin g €, + sin Oy cos g &) - (— sin by sin g €, + sin by cos g €,) = sin? 6y,

och vi verifierar lika l4tt att gog = 1 och go1 = g10 = 0. Detta ger att

u- v = goou’v’ + go1u’v’ + grou'v® + gru'v' = gapue®,
dir goo = 1, go1 = g10 = 0 och g1 = sin®#y och vi observerar att denna formel inte refererar
till ndgot omkringliggande R? (iven om vi anviinde oss av ett omkringliggande R? for att hirleda
den).
Om inte bara p € U utan ocksa p € U och har koordinater (g, go) i koordinatsystemet 1) och
vi upprepar samma konstruktion fas pa samma sétt

u-v = g’

dir goo = 1, o1 = Gio = 0 och 11 = sin®fy och @® och ©* &r w:s resp. v:s komponenter i
kordinatbasen till ¥. Enligt transformationslagarna géller da
oz ,oz?
a,b __ _ = ~c=d __ = a b
Gabt V" = UV = geq U = JedU (93:‘11} @,
for alla u® och v?. Lat t ex u® = v® = 1 och u! = v! = 0 sa fas goo = gcd%g—%. Pa samma séitt
visas att
__ oz° ozt
9ab = YGed D27 Ot
for alla virden pa a och b. Kontrahera bada leden med g';z 279_5; sa fas
oz 9zb 9z 9z 0z Oxb 0z 0z

= /kedjeregeln/ = gGq = §Cd5ec5fd = Jef-

Jabgze ozl ~ Y49z 9P 0z 077 oz 9z
Detta dr transformationslagen for en tensor av typ (0,2) sa g, definierad pa detta sétt dr alltsa en
tensor av typ (0, 2).
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3.4 Metriska tensorn

Inspirerade av forra avsnittet gor vi féljande definition:

Definition 3.7. Ett symmetriskt tensorfalt g., = gpe &r en metrik om g, &r icke-singulér i varje
punkt, d v s om ggu®v® = 0 for alla v® om och endast om u® = 0. Skaldrprodukten mellan u® och
v® definieras gqpu®v® och vi siger att u® och v® r ortogonala om ggpuv® = 0.

Denna definition skiljer sig lite fran definitionen av skaldrprodukt som anvénds i kursen i linjéar
algebra. Har kriver vi inte att skaldrprodukten #r positivt definit, d v s att gepv®® > 0 for alla
v® # 0. Det kan alltsa hiinda att g,v®0® < 0 eller att ggv®o? = 0 trots att v® # 0.

Om metriken g, skulle vara positivt definit sigs g, vara en Riemannsk metrik.

Exempel 3.8. Da den vanliga euklidiska skaldrprodukten pa R ges av

gapu®0? = w00 +ulol + . 4wt
ser vi att gqup = 1 om a = b och go, = 0 om a # b. Ordnar vi gu;:s komponenter i en matris far vi
alltsé4 en diagonalmatris med ettor i huvuddiagonalen och nollor fér ¢vrigt, d v s enhetsmatrisen.
Vi skriver g, = diag(1,1,...,1).
Da speciellt
gabuaub — (UO)Q + (u1)2 4. (un—l)Q >0

om nagot u® # 0 foljer att gqp ar positivt definit och ddrmed en Riemannsk metrik pa R™. O
Exempel 3.9. Metriken g, given av goo = 1, go1 = g10 = 0, g11 = sin? @ pa delmingden U av
enhetssfiren (se avsnitt 3.3) 4r en Riemannsk metrik da denna metrik ger samma skaldrprodukt

mellan tva vektorer u och v € T,M, p € U som den vanliga euklidiska skaldrprodukten pa R?, och
denna ar Riemannsk enligt foregaende exempel. O

Exempel 3.10. Metriken 7, = diag(1, —1, —1, —1) pa R* kallas Minkowskimetriken. Skaldrproduk-
ten mellan tva godtyckliga vektorer u® och v* ges da av

Napuv® = uP0® — wlo! — u0? — w303,

Om u® = (1,0,0,0) och v* = (0,1,0,0) &r alltsa npu®u’ = 1 men Nuv*® = —1. 9y #r alltsa
indefinit och dirmed ej Riemannsk. Dessutom, om w® = (1,1,0,0) &r gmpww® = 0 trots att
w?® # 0. Minkowskimetriken spelar en central roll i bade speciell och allmén relativitetsteori. O

Vi kommer att anvinda féljande terminologi:

b

Definition 3.11. En vektor v® &r tidsartad om gg,v*v® > 0, rumsartad om gabvavb < 0 och

ljusartad eller en nollvektor' om gqv®v® = 0.

!Observera att ordet 'nollvektor’ olyckligtvis far dubbla betydelser. Dels kan det (som hér) betyda en vektor v®
sddan att gapv®v® = 0 och dels kan det betyda den vektor vars samtliga komponenter v* = 0 vilket det inte &r fragan
om hir. Pa engelska undviks dubbeltydigheten genom att de férstndmnda vektorerna kallas 'null vectors’ och den
sistndmnda kallas 'the zero vector’, men pa svenska finns tyvérr inte motsvarande mojlighet.
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Observera att denna karakterisering géller punktvis. Ett vektorfalt kan mycket vil vara rumsar-
tat i vissa punkter och tidsartat i vissa.

Om ggp &r en metrik &r alltsa g, icke-singulér, d v s ggpu®v® = 0 for alla v® om och endast om
u® = 0. Genom att sitta in v® bestaende av en etta och resten nollor ser vi att detta ér ekvivalent
med att gpu® = 0 om och endast om u® = 0. Det linjira ekvationssystemet g,u® = 0 har alltsa
entydig 16sning. Om vi later G betyda den matris som har elementet gq, pa plats (a,b) &r alltsa
det(G) # 0 varfor G &r inverterbar.

Léat g? vara elementet pa plats (a,b) i G~1. Da dr g,,g” elementet pa plats (a,c) i GG~ =1,
d v s gag” = 6,°. Av denna anledning kallas ¢®® den inversa metriken.

Ovning: Visa att g% &r ett tensorfilt om ggqp &r det.

Observera att metriken g, kan ses som en linjir avbildning som avbildar en tangentvektor
(kontravariant tensor) pa en kovariant tensor genom v® — g.v?. Denna avbildning &r dessutom
inverterbar da ¢%¢(g4v?) = 0% = v?.

Metriken och dess invers ger oss alltsa en 1-1-motsvarighet mellan tangentvektorer och kovari-
anta tensorer. For att gora notationen mer ekonomisk kommer vi i fortsattningen att beteckna den
kovarianta tensorn g,;v? med samma stambokstav som tangentvektorn v®, fast med indexet sénkt.

Definition 3.12. Givet en tangentvektor v® sitter vi

Vg = gap?” (sénkning av index).
Pa samma sétt kan den inversa metriken ses som en inverterbar linjir avbildning fran kovarianta
tensorer till tangentvektorer genom ug — ¢%uy. Vi definierar dérfor hojning av index pa liknande
satt:

Definition 3.13. Givet en godtycklig kovariant tensor u, sidtter vi
u® = g%y, (hojning av index).

Dessa definitioner kan, pa uppenbart sétt, generaliseras till allménna tensorer. Fér en blandad
tensor T,° (t ex) giller det att

Top = gueTo® , T = g*T. .

Har ser vi varfor det &r viktigt att inte skriva indexen i blandade tensorer rakt under varandra.
Om vi skulle skriva Té’ ar det inte klart om vi menar T,° eller T?, och eftersom det galler att

Tba = gbdgachc 7& Tab>

skulle detta skrivsétt kunna leda till missférstand.

Observera att denna notation blir konsistent i meningen att om vi forst hojer ett index och
sedan sinker det igen (eller tviirtom) sa far vi tillbaka den tensor vi startade med (varfor?).

I Definition 2.7 definierade vi differentialen df av en funktion f genom att krava att df:s kom-
ponenter ges av (df ), = Vof = 88 xJ; och vi sag att dessa komponenter transformerades kovariant.
Vi gor nu foljande definition
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Definition 3.14. Gradienten, V*f, till en funktion f definieras

0
VOf =gV f = Q“bff;,-
ox
Anmirkning: Enligt kursen i flervariabelanalys har gradienten och differentialen till en funktion

f samma komponenter, namligen g af; Anledningen till detta &r forstas att hela flervariabelkursen

utspelar sig i R™ férsedd med den euklidiska metriken, sa att ¢*® = enhetsmatrisen. P4 en godtycklig
mangfald har gradienten och differentialen till f olika komponenter i allménhet. O

Definition 3.7 generaliserar begreppet ortogonalitet till allmédnna mangfalder och i kursen i linjar
algebra har vi sett att rdkningar och resonemang ofta underldttas om vi arbetar i en bas i vilken
basvektorerna &r normerade och inbordes ortogonala (en s k ON-bas). Vi vill dérfér generalisera
begreppet ON-bas till allménna mangfalder, men forst behover vi ytterligare terminologi.

Lat p vara en punkt pa M och lat {eg,e1,...,e,_1} vara en bas for T, M. Detta innebér att var
och en av dessa basvektorer kan skrivas som en linjarkombination av vektorerna i koordinatbasen.
Speciellt finns tal (eg)* sadana att

0
_ a
€y = (60) axa7
och analogt for ovriga basvektorer, d v s vi kan skriva
._(.)aa i —=0.1 -1 (3.1)
e =(ei)'5 5, i=01...,n—1 :

Som tidigare kommer vi att identifiera basvektorerna med sina komponenter och tala om vektorn
(e;)®. Det dr da viktigt att komma ihag att indexet ¢ talar om vilken av vektorerna i ovanstaende
bas vi menar och att indexet a pekar ut en speciell komponent i koordinatbasen, hos denna vektor.

Lat nu M = R" och lat g4 vara den vanliga euklidiska metriken. Enligt Exempel 3.8 &r g4
positivt definit. Vi kan da normera en vektor v® # 0 genom att sétta

. 1
09 = ——=0"
V Geqver?
sa att )
a
PR pv=v
gabvavb = _ Jab¥ Y =1.

2
( \% gcdvcvd>
P& en godtycklig mangfald M &r g, inte nédvéndigtvis positivt definit vilket innebér att endast

vektorer v med gabv“vb > 0 d v s tidsartade vektorer kan normeras pa detta enkla sitt. Om v®
istéillet dr rumsartad sa att guv®0? < 0 kan vi istéllet sétta

~Q — 1 /UCL
V= geavv?
och fa )
R v®v
Gap0?0? = S L

<\/ —gcdvcvd> i
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En nollvektor v* med gqv®0® = 0 gar diremot inte att normera pa nagot meningsfullt sitt.
Vi dr nu klara att generalisera definitionen av en ON-bas till en godtycklig mangfald.

Definition 3.15. {(e;)*, i =0,1,...,n — 1} & en ON-bas for T,M det giller att

o +1 omi=j

d v s basvektorerna &r normerade och inbérdes ortogonala.

Anmirkning: Villkoret att basvektorerna &r normerade och inbordes ortogonala sdkerstéller
att {(e;)*, i=0,1,...,n— 1} verkligen ar en bas for T, M. Detta bevisas pa samma séitt som
motsvarande resultat i linjira algebran (hur?). O
En direkt konsekvens av denna definition &r att en ON-bas inte innehaller nagra nollvektorer.
Det &r kanske inte sjélvklart att det alltid existerar en ON-bas for T, M om M &r en godtyck-
lig mangfald med godtycklig (eventuellt indefinit) metrik, men faktum &r att givet en godtycklig
tidsartad eller rumsartad vektor v® kan vi, dven i fallet indefinit metrik, konstruera en ON-bas
sadan att (eg)® = 0 med hjilp av Gram-Schmidts ortogonaliseringsprocess (se t ex Janfalk: Linjér
algebra).
SATS 3.16. Om (e;)® och (&;)* dr tva ON-baser sa innehaller de lika manga tidsartade respektive
rumsartade vektorer.

Anmirkning: Detta resultat &r ekvivalent med den s k trdghetslagen. Se Janfalk: Linjéar algebra.
O

Bevis. Antag motsatsen, d v s att p st av vektorerna (e;)® och ¢ st av vektorerna (&;)* &r tidsartade,
dér p # q. Utan att forlora i allméngiltighet kan vi anta att p < ¢ och att vektorerna i bada baserna
ar ordnade sa att de forsta p resp. ¢ vektorerna i vardera basen ar tidsartade.

Da finns en vektor

v ='(e;)® = 0%(e0)® + ... F 0" Hen1)* = (&) = °(E0) 4 ... + 7"V (En1)”

sddan att v* Z O men v° = ... = P! =0o0ch v = ... = 9" ! = 0 ty detta #ir p+ (n — q) =
n — (¢ — p) < n st linjdra och homogena villkor pa en vektor i ett n-dimensionellt vektorrum;
detta system &r alltsd homogent och underbestidmt varfor losningarna bildar ett vektorrum med
dimension minst 1. Da (e;)® &r en ON-bas fas

a0’ = gap (vo(eo)“ +...+ v"_l(en,l)a) (vo(eg)b +... 4+ v”_l(en,l)b)
= ()24 PP (= — (D)~ = ()% <0
men a andra sidan &r ocksa (€;)* en ON-bas, vilket ger
9apv ™’ = gap (0°(80)* + ... + 0" H(En—1)?) <170(éo)b +.t ﬁnfl(én_l)”)
=@+ @@= =@ = @)+ 4+ @2 >0

vilket &r en motségelse. d
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Antalet tidsartade och rumsartade vektorer som ingar i en ON-bas &r alltsa karakteristiskt for
metriken och vi gor déarfor foljande definition:

Definition 3.17. Antalet tidsartade och rumsartade vektorer som ingar i en ON-bas kallas metri-
kens signatur.

Signaturen brukar anges pa lite olika sétt i olika skrifter. Om t ex dim(M) = n = 5 och en
ON-bas innehaller 3 st tidsartade och 2 st rumsartade vektorer kan signaturen anges som (3,2),
som 3+2 eller som (+++ ——) (vi kommer att anvénda detta skrivsétt i denna skrift). Om det inte
rader nadgon tvekan om att n = 5 anges signaturen ibland som skillnaden mellan antalet tidsartade
och antalet rumsartade vektorer, d v s som 1 i detta fall.

I bade allmén och speciell relativitetsteori ar vi framst intresserade av metriker med signatur
(+ — — —)? vilket motiverar

Definition 3.18. En 4-dimensionell mangfald M forsedd med en metrik av signatur (+ — — —)
kallas en rumtid.

Enligt avsnitt 3.3 &dr koordinatbasen inte nodvéndigtvis en ON-bas. I detta avsnitt var vis-

serligen koordinatbasvektorerna % och % inbordes ortogonala men % var inte normerad (dess

skaldrprodukt med sig sjélv blev ju sin?# istillet for 1). Det dr ocksa enkelt att konstruera ko-
ordinatsystem i vilka koordinatbasvektorerna inte ens #r inbordes ortogonala (de flesta linjéra
koordinatbyten i R? ger ett koordinatsystem med denna egenskap).

Foljande sats géller dock

SATS 3.19. Givet en godtycklig mangfald M med metrik g., och en godtycklig punkt p € M sa
existerar ett koordinatsystem T® i en omgivning till p sadant att koordinatbasen 8%!1 dr en ON-
bas for T,M sa i dessa koordinater ges metriken av en diagonalmatris med diagonalelement 1 i
punkten p.

Bevis. Lat x* vara ett koordinatsystem i en omgivning av p. Enligt ovan existerar tal (e;)* sadana
att e; = (e;)° aﬁa utgor en ON-bas fér T, M. Definiera nya koordinater Z' i en omgivning av p
genom sambandet z% = (e;)*z" (varfor dr detta ett koordinatbyte?). Enligt kedjeregeln &r da

o  0x* 9 « 0
o7 = ow oae ) gga O
sa koordinatbasen 8?21' utgér en ON-bas for T, M. Enligt transformationslagen fér tensorer av typ

(0,2) ges metrikens komponenter i punkten p i de nya koordinaterna av

_ 0z Oxb +1 omi=j
5 = s g5 = i)' ={ g i
eftersom (e;)® utgjorde en ON-bas i p. O

Signaturerna (— 4 ++) och (+ + +—) forekommer ocksa i litteraturen. De ger en helt ekvivalent beskrivning
forutsatt att begreppen tidsartad och rumsartad ocksa byter betydelse.
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Anmairkning: Det dr omojligt att 6verdriva vikten av att inse att den senaste satsen bara gdller
punktvis. Utanfor p ar det inte sikert (det dr inte ens sérskilt troligt) att 8% utgoér en ON-bas
for tangentrummet och da blir inte heller metriken en diagonalmatris utanfor p. Existensen av en
koordinatbas som ocksa &r en ON-bas pa en hel 6ppen méingd visar sig vara ett mycket starkt krav

att stélla pa en mangfald. Mer om detta i senare kapitel. O

En konsekvens av denna sats dr att om M &r en rumtid och p € M s& finns det koordinater
i en omgivning av p sadana att gab|p = diag(1,-1,-1,—-1),d v s gab\p = Ngp dir ng, dr Min-
kowskimetriken (se Exempel 3.10). Det finns dérfér anledning att undersdka Minkowskimetriken
lite ndrmare.

Exempel 3.20. Lat M vara en rumtid och 1lat p € M wvara godtycklig. Som i Sats 3.19 finns
koordinater ® = (t, z,y, z) sadana att g, = diag(1l,—1,—1, —1) = 74 i punkten p. Lat 2% = z%(s)
vara en parametrisering av en kurva I' genom p med tangentvektor v* = df—: }p ip.

Vi studerar forst fallet att v® &r en nollvektor. I punkten p ar alltsa
(,Ut)Z _ (,Ux)Q _ (Uy)Q _ (Uz)2 _ gabvavb — nabvavb — 0,

dar o?, v®, vY, v* dr v%s komponenter i koordinatbasen. Losningarna till denna ekvation bildar
en dubbelkon i T, M med spetsen i origo, kallad ljuskonen i p. De tva halvorna av ljuskonen i p
kinnetecknas av att v' > 0 i ena halvan och v < 0 i den andra.

Betrakta nu en partikel som foljer I' och anvind relativistiska enheter d v s ¢ = 1 dér ¢ r ljusets
hastighet (eller, mer terminologiskt korrekt, ljusets fart) i vakuum. Partikelns fart i det 6gonblick

den passerar p ges da av
V(07)2 + (09)% + (v°)?

p— p— 1.
! o]

Om en partikel foljer en kurva I' vars tangentvektor &r en nollvektor ror sig alltsa partikeln med
ljusets hastighet, vilket motiverar varfor en nollvektor ocksa kallas en ljusartad vektor och varfor
ovanstaende kon kallas ljuskonen.

Om v?® istéllet &r tidsartad, d v s

(') = (07)° = (v¥)? = (v*)? = gapv™® > 0

ar alltsa v* en vektor som pekar in i nagon av ljuskonens bada halvor. Vilken av dem bestdms av
tecknet pa v! precis som for nollvektorer.
Vi infor f6ljande terminologi.

Definition 3.21. En nollvektor eller tidsartad vektor v® &r framtidsriktad om vt > 0 och ddtidsriktad®
om v < 0.

Observera att begreppen framtidsriktad och datidsriktad &r koordinatberoende. Om vi byter
till tidskoordinaten ¢ = —t sa byter vi framtidsriktade vektorer mot datidsriktade och vice versa.

3Aras den som #ras bor. Denna éverséittning av ordet ’past-pointing’ &r inte min egen utan den hérrér fran Lars
Alexandersson.
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Farten hos en partikel som féljer en bana I' vars tangent v® i p ar tidsartad ges av

- V) +|<Uz;y|>2 LR

sa om tangenten till partikelbanan &r tidsartad ror sig partikeln med en fart ldgre an ljusets.
Alla partiklar som observerats ror sig alltsa ldngs banor vars tangentvektorer dr tidsartade eller
nollvektorer.

Till sist undersoker vi fallet att v* &r rumsartad sa att

(01)? = ()* = (%) = (V) = gapv™0® < 0

d v s v* pekar i en riktning som ligger utanfor ljuskonen.
Om v® ar tangent till en partikels bana ges partikelns fart av

o= VTP

sa partikeln ror sig fortare an vad ljuset gor i vakuum. En sadan partikel kallas en tachyon och har
aldrig observerats. O



Kapitel 4

(x Abstrakta tensorer x)

4.1 Inledning

Syftet med kapitel 2 och 3 har varit att att introducera tensorbegreppet pa ett sidtt som inte
kriaver sa mycket matematiska forkunskaper och samtidigt inte heller tummar alltfor mycket pa
den matematiska stringensen. Déarfor har fokus legat pa vad som kan gdras med tensorer istéllet for
pa vad tensorer dr, i nagon djupare mening. Som tidigare sagts ricker detta gott och vil for att fa
en stabil matematisk grund for den allménna relativitetsteorin.

For manga kiénns dock detta angreppsséitt inte helt tillfredsstéillande. T ex forvéntar vi oss
inte att naturlagarna ska bero pa vilket koordinatsystem vi valt for att ange punkters lige i en
rumtid. Som vi har sett &r detta visserligen inget problem sa ldnge naturlagarna formuleras som
tensorekvationer, eftersom sadana &r giltiga i alla koordinatsystem sa fort de &r giltiga i nagot.

Fragan &ar dock varfor det ska vara nédvandigt att inféra ett koordinatsystem 6ver huvud taget.
Naturlagarna borde vl gélla &ven om vi, med en dares envishet, vagrar att infora ett koordinat-
system.

Darfor kan det kidnnas onaturligt att definiera begreppet 'tensor’ utifran koordinattransforma-
tionslagen (2.12). Mer naturligt vore i sa fall att goéra denna definition helt koordinatfril.

I detta kapitel ska vi darfor ga lite mer pa djupet och forklara vad tensorer dr, och inte bara
vad vi kan gora med dem. T ex ska vi se pa en koordinatfri definition av en tensor. Vi ska ocksa
rattfardiga vart lite slappa och oegentliga sprakbruk nér vi talar om 'vektorn v®’ istéllet for 'vektorn
v = 82@ med komponenter v® i koordinatbasen’. Pa vigen kommer vi ocksa att 16sa mysteriet
som beskrivs i slutet av avsnitt 2.4, d v s om nu en kontravariant tensor v® dr komponenter till en
tangentvektor v, vad dr da en kovariant tensor o, komponenter till for slags objekt?

P& nagra stéllen i kapitlet blir vi tvungna att modifiera terminologin och notationen fran de
foregaende kapitlen lite grand. Jag hoppas att detta inte leder till férvirring.

Till sist nagra ord pa vigen: Hela detta kapitel bestar av 6verkursmaterial och ar ocksd mer

Vissa anser t o m att definitionen av begreppet 'mangfald’ bér vara helt koordinatfri. Hur en sddan definition
ska se ut ligger bortom horisonten fér denna skrift, men en introduktion ges i Ludvigsen: General Relativity — A
Geometric Approach.

45
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matematiskt krdvande dn kapitel 2 och 3. Var alltsa forberedd pa att behéva kimpa lite extra med
det. Den extra anstrangningen &r dock, i min mening, vil vérd sitt pris.

4.2 Kovektorer

Lat oss nu forflytta oss lite bakat i tiden (rummet?, rumtiden?, skriften?), till slutet pa avsnitt 2.3.
Vi antar alltsa att vi redan definierat mangfalder och tangentvektorer, infoért koordinatbasen och
hirlett transformationslagen (2.6). Vi ska dgna resten av detta kapitel till att ater bygga upp teorin
fran senare delen av kapitel 2 och fran kapitel 3, men vi ska gora det pa ett annat sétt dn i dessa
kapitel.

Lat M vara en godtycklig n-dimensionell mangfald och 1at p € M. Lat ! vara lokala koordinater
i en omgivning U av p (av skil som kommer att framga i néista avsnitt anvéinder vi i detta kapitel
endast bokstdverna i, j, k, [, m och i nodfall &ven n (att n i sa fall inte star for mangfaldens
dimension bor vara uppenbart) for att beteckna numeriska index som antar véirdena 0,1,...,n—1).

Vi gor foljande definition:

Definition 4.1. En linjar avbildning « : T,M — R kallas en kovektor (eller en dualvektor) i
p. Méngden av alla kovektorer i p kallas dualrummet till T,M (eller kotangentrummet i p) och
betecknas T, M™.

I detta kapitel betecknas kovektorer oftast med grekiska bokstéver («, 3,...), men &ven andra
typer av beteckningar kommer att férekomma.

Vi noterar ocksa att T,M™* blir ett vektorrum eftersom méngden av linjéra avbildningar &r
sluten under bade addition och multiplikation med tal.
Anméirkning: I andra grenar av matematiken, t ex inom funktionalanalysen, kallas en kovektor en
linjar funktional och den &r ofta komplexvérd istéllet for reellvird. Dessutom behodver den inte vara
definierad just pa tangentrummet till en mangfald utan den kan vara definierad pa ett godtyckligt
vektorrum, vars dimension inte ens beh6ver vara édndlig. O

Exempel 4.2. Lat M = R? och 1at L vara en rit linje i 7,M som gar genom origo och har en
riktningsvektor a # 0.

Lat b vara en annan vektor i 7,,M som inte &r parallell med a. Givet en godtycklig vektor
v € T,M gor vi foljande konstruktion: Lat v utga fran origo. Drag en rét linje parallell med b
genom v:s spets. Denna linje skiir L i exakt en punkt, d v s det finns ett reellt tal a(v) (som forstas
beror pa v) sadant att denna punkts ortsvektor ges av a(v)a. Denna vektor kallas v:s (sneda)
projektion pa a parallellt med b.

Betrakta avbildningen « : v — «(v). a #r da reellviard och det &r ldtt att verifiera (Gor det
genom att rita en figur!) att « &r linjér i v. Det foljer att « &r en kovektor i p. O

Lat nu (%);:; vara koordinatbasen for T,,M . Som tidigare kan en godtycklig vektor v € T, M

skrivas v = v/ % for nagra tal v/. D& #r 3, given av 3(v) = v° linjér och reellvird, och dirmed en
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kovektor i p och vi ser att
0 1 =
g( 2L omi=0 0
Ox? 0 omj#0
Denna kovektor dr, som vi kommer att se nedan, vildigt anvandbar och det ar darfor praktiskt att
ge den en egen beteckning. Vi gor darfor féljande definition

Definition 4.3. Kovektorerna dz?, i = 0,1,...,n — 1 definieras av sambandet

Observera att vi héir frangar principen att beteckna kovektorer med grekiska bokstéver. Eftersom
dessa kovektorer #r konstruerade direkt fran koordinaterna z* dr det naturligt att lata detta avspegla

sig i beteckningen. Vi ser ocksa att om v = vj% s& dr, p g a lineariteten hos da?,
X

da'(v) = dx’ (vjaij> = vl da’ (8(353) = !5t =,

analogt med kovektorn S ovan.
Med denna definition giller

SATS 4.4. Mingden B = {(dmi)?:_ol} ar en bas for T,M*.

Bevis. Vi visar forst att B #r linjiart oberoende. Ansitt dirfor en linjir relation \;dz? = 0, dér 0
betyder nollavbildningen, d v s den linjéra avbildning som avbildar varje tangentvektor pa talet 0.
For alla j =0,1,...,n — 1 géller da

A 4
0= Aid.’ﬂl (W) = )\idjl = Aj,
vilket visar att B &r linjéart oberoende.
For att visa att B spénner upp T, M™ later vi o € T, M™ vara godtycklig. Vi sétter sedan

;= (%). Om nu v = vj% ar en godtycklig vektor i T,M sa fas
9 /9 4 o A
a(v) = a(vjaxj> = UJa(@aﬂ) =1y = a0’ 6" = ayv’da’ <8x3> (4.2)
' .
= a;dz’ (U](‘)xj) = a;dz"(v).
Eftersom v var godtycklig foljer att a = a;dz’, d v s B spénner upp T,M*. O

Méangden B ovan kallas dualbasen till koordinatbasen {(%);:01 } och speciellt ser vi att tan-

gentrummet 7, M och dess dualrum 7, M* har samma dimension.
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Lat nu f € C* och v € T),M vara godtyckliga. Later vi v verka pa f far vi enligt ekvation 2.5
funktionen
jOf

v(f)=vo5 (4.3)

dér o7 #r v:s komponenter i koordinatbasen. Betraktad pa detta sitt ér alltsa v en avbildning som
avbildar en C* funktion f pa en annan C*° funktion v(f).

Ett annat sidtt att tolka ekvation 4.3 dr att se f som fix och v som variabel. Vi far da en
avbildning v + v(f) och vi observerar att denna variabel bestdms helt och hallet av funktionen f
och den &r ocksa linjér i v. Denna avbildning &r alltsa en kovektor och vi definierar:

Definition 4.5. Differentialen till f &r den kovektor df som definieras av sambandet

df(v) = v(f).

Da df &r en kovektor kan den forstas skrivas som en linjairkombination av dualbasvektorerna
da’:

SATS 4.6.
_of

) g
- axjdx

df

Bewvis. Om vi later df verka pa en godtycklig tangentvektor v med komponenter v* i koordinatbasen
fas

df (v) = v(f) i0F _ 0f silvt = ﬁd:cj ( 0 > vt = af. da? (vi 0 ) of dq:j(v),

v oxt ~ Oxd oxJ oz? T Oxd ori ) ~ oz

dér likheterna foljer av, i tur och ordning, Definition 4.5, ekvation 4.3, Definition 2.10, ekvation 4.1
samt lineariteten hos dz/. D& v var godtycklig foljer det att df = %dxj . O

En konsekvens av denna sats &r att var nya definition av differential tydligen &r ekvivalent med
den gamla (Definition 2.7).

Ovan har vi alltsa definierat en kovektor som en linjir avbildning som avbildar tangentvektorer
pa reella tal. En naturlig fraga att stélla sig &r da: Vad hiander om vi upprepar proceduren och
definierar en ’ko-kovektor’ (eller vad vi nu ska kalla den) som en linjar avbildning som avbildar
kovektorer pa reella tal. Méngden av alla ’ko-kovektorer’ bildar da ett vektorrum 7, M**, kallat
bidualen till T, M.

Vi observerar att for varje tangentvektor v € T),M kan vi séitta

V(a) = a(v), (4.4)

vilket definierar en 'ko-kovektor’ V € T}, M** eftersom denna avbildning &r reellvéird och linjér i a.
Enligt ovan har dessutom 7, M* och T, M** samma dimension, d v s T, M™* har samma dimension
som T, M.
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Det foljer att T, M** inte kan innehalla nagra andra element &n de som ges av ekvation (4.4).
En ’ko-kovektor’ &r alltsa ’samma sak’ som en tangentvektor d v s T,M och T,M** &r samma?
vektorrum.

Vektorrum med denna egenskap ségs vara refleriva och ett resonemang néstan identiskt med
ovanstaende visar att alla vektorrum av dndlig dimension &r reflexiva3.

Lat oss nu byta till nya koordinater #/ i en omgivning av p. Vi far da nya koordinatbasvektorer
% och diarmed ocksé nya dualbasvektorer dz’. Darfor finns tal &; sadana att kovektorn a = a;dz’
kan skrivas o = @;dT" och vi s6ker ett samband mellan «; och &;.

SATS 4.7. Om o = a;dz’ = @;dT" sa ar

0
Bevis. Enligt rikningen i ekvation (4.2) giller att a(v) = vFay, for alla tangentvektorer v = v7 %.

Foljdaktligen &r ocksa a(v) = 9™ ayy,. Enligt transformationslagen (2.6) ar da

or™
oy = 0"a,, = k&

for alla v*. Lat nu v = 1, 6vriga v* = 0. Detta ger ag = %o‘zm och pa samma sétt visas att

o = %o’zm for alla 6vriga virden pa j. Kontrahera detta samband med g;fcji

sa fas

Ox’ ox? 9™ _ ox™ _ 5ma _
03 7T 9z ga ™ o om0 Om T

O

Observera att i detta kapitels framstéllning &r ekvation (4.5) en sats, medan den identiska
ekvationen (2.8) i avsnitt 2.4 &dr en definition.

4.3 Abstrakta indexnotationen

Lat oss nu stanna upp och ténka efter ett ogonblick. Hittills har vi definierat tangentvektorer
v € T, M och kovektorer o € T, M* och om vi ténker tillbaka pa de féregaende kapitlen inser vi att
vi behover definiera tensorer av godtycklig typ (s,t). Hur ska vi skaffa oss en effektiv betecknings-
apparat for objekt av sa manga olika slag?

Helt klart dr att det inte gar att fortsédtta som vi hittills gjort, d v s vixla mellan olika alfabet,
olika typsnitt och liknande. En sadan beteckningsapparat skulle snabbt bli alldeles fér komplicerad
och vi maste darfér komma pa nagonting béattre.

2Mer precist sigs avbildningen som avbildar v pa V ovan vara en isomorfism om alla element i T, M** kan fis pa
detta sétt. Vektorrummen T, M och T, M™* ségs da vara isomorfa.

3Fo6r vektorrum av odndlig dimension dr saken mer komplicerad. Manga viktiga rum &r reflexiva men manga andra
ar det inte. Reflexivitet (och mycket annat) studeras nirmare i &mnet funktionalanalys.
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I de foregaende kapitlen definierades tangentvektorer och kovektorer utifran vilka transforma-
tionslagar deras komponenter uppfyller vid koordinatbyten (och #ven allménna tensorer faktiskt,
det kommer vi att se i nésta avsnitt). Som vi tidigare diskuterat #r denna definition visserligen
enkel och forutsitter inte sa mycket forkunskaper, men den &r ocksa otillfredsstéllande pa manga
satt.

Trots detta kan ingen forneka att denna definition ger oss en mycket effektiv beteckningsapparat.
Den anvinder inga exotiska typsnitt utan bara 'vanliga’ bokstédver. Dessutom récker det att kasta
en snabb blick pa t ex T, for att se att detta &r en tensor av typen (2,3). Ingen ytterligare
precisering behovs.

En idé ar darfor att kopiera denna beteckningsapparat, men istéllet lata de indexerade kvan-
titeterna sta for tensorerna sjilva och inte for deras komponenter. Detta kan géras genom att
introducera den s k abstrakta indexnotationen.

Antag att p € M och att v € T, M. Vi infér nu beteckningarna T,,M*, T),M b .. for olika kopior
av T, M. Observera att hér &r a, b, ... inga numeriska index (minns att i detta kapitel betecknas
numeriska index med bokstéverna i, j, k, [, m och i nodfall n (som i sa fall ej ska forvixlas med
n = dim M)).

Det é&r alltsa inte meningsfullt att t ex sidtta a = 0. Indexet a (t ex) ska istéllet ses som en
abstrakt ’etikett’ som talar om att T,M® &r just det vanliga tangentrummet i p och inte nagot
annat vektorrum.

Eftersom T}, M“ &r en kopia av T), M finns forstas en tangentvektor motsvarande v i 7, M“. Denna
tangentvektor betecknas v®. Vi anvinder alltsa samma latinska stambokstav som i ursprungliga
vektorn v, dock utan fetstil.

Vi forser ocksa vektorn med samma index som pa kopian T,M?, ett s k abstrakt index. Detta
index ska ocksa placeras likadant som pa T,M*“, d v s uppe.

Med denna notation &r det alltsa helt ekvivalent att skriva v € T,M och v* € T,M“. Vi &r
forstas inte heller tvungna att anvinda just bokstaven a for att beteckna det abstrakta indexet
utan vi kan ocksa t ex skriva v® € T, M v¢ € T,M® o s v.

Vi kan t o m noja oss med att skriva v¢, och alltsa uteléimna '€ T, M®’, eftersom det abstrakta
indexet “ talar om for oss att v &r ett element i T), M.

Observera att nollvektorn skrivs utan nagot abstrakt index. Motsvarigheten till pastaendet
u = 0 ar alltsa u* = 0 och inte u® = 0 i den abstrakta indexnotationen.

Antag nu att u®,v* € T,M*. Eftersom T),M* ar ett vektorrum kan vi forstas bilda u® 4+ v® och
detta blir ocksa en vektor i T, M®. Analogt, om ub b e Tpr sa dr ub + b € Tpr véldefinierad.

Om déremot u® € T, M och v e Tpr ar visserligen u® och v? bada tangentvektorer till M i
p, men da u® och v? tillhér olika kopior av T,M, och dédrmed ocksa olika vektorrum &r deras summa
u® + ¥ ej definierad. Vi kan alltsa bara addera vektorer om de &r forsedda med samma abstrakta
index.

Sa hir langt ser abstrakta indexnotationen identisk ut med notationen i de féregaende kapitlen,
men vi kommer nu till en viktig skillnad. Betrakta nagon av koordinatbasvektorerna % € T,M.
Har ar 7 inget abstrakt index utan ett numeriskt. aii betecknar ju den tangentvektor som verkar
pa en godtycklig funktion f genom att derivera f med avseende pa koordinat nummer ¢, d v s z".
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Hur ska vi da beteckna den motsvarande tangentvektorn i kopian T, M*? Vi maste forse vektorn
med ett abstrakt index a. Vi betecknar dérfér denna vektor ( 8‘; )a.

Observera skillnaden mellan de bada indexen i denna beteckning. a:et &r ett abstrakt index.
Detta index antar inga vérden. Det talar istéllet om for oss att vi har med ett element i T, M
att gora, d v s en tangentvektor. i:et &r a andra sidan ett numeriskt index. ¢ betecknar nagot av
talen 0,1,...,n — 1 dir n = dim M, och talar om for oss vilken av de n koordinatbasvektorerna vi
menar.

Lat v* € T,M* vara godtycklig. Da ngtorerna (%)a utgor en bas for T, M* enligt definition
2.2 och sats 2.3 finns (som tidigare) tal v* (dér i forstas &r ett numeriskt index) sa att

o — o <aii> 7 (4.6)

dér vi (forstas) summerar 6ver i p g a Einsteins summationskonvention.

Ingenting hindrar nu att vi later v® betyda ett vektorfilt (minns att ett vektorfdlt associerar
varje punkt p i nagon delmingd till M till en tangentvektor v® i p s& att v*:s komponenter i
godtycklig koordinatbas blir funktioner av klass C*°) istéllet for en tangentvektor i en punkt p € M,
men vi ser att i sa fall blir ekvation (4.6) ej allméngiltig. Den géller bara i méngden U d v s i den
omgivning till p dir koordinatsystemet z #r definierat. I andra delar av M ges v® visserligen av
liknande formler, men med koordinatsystemet utbytt.

Den abstrakta indexnotationen dr alltsa mer generell &n indexnotationen i de foregédende kapitlen
i foljande viktiga avseende: Om ett tangentvektorfilt v® identifieras med sina komponenter v’
(som i de tidigare kapitlen) géller alla samband och formler vi skriver upp endast lokalt, nirmare
bestdmt i en 6ppen méngd i M som kan beskrivas med ett enda koordinatsystem. I den abstrakta
indexnotationen gar det ddremot utmérkt att skriva upp samband som géller i hur stora méngder
som helst, t ex i hela M.

Nista steg blir att utvidga den abstrakta indexnotationen till kovektorer och f6r att gora detta
sneglar vi pa indexnotationen i de foregaende kapitlen. Dér betecknade vi en kovariant tensor av
typ (0,1) (d v s komponenterna till en kovektor) med ett index nere.

Vi later darfor T,M,, T,My, ... vara olika kopior av T, M*. Om o € T, M* betecknar vi mot-
svarande kovektor i T, M, med «a,. Motsvarande kovektor i T}, M} betecknas a3 o s v.

Vi behover ocksa forse kovektorerna da! € T, M* i dualbasen till koordinatbasen med abstrakta
index. Motsvarande kovektor i T,M, betecknas (dz’),. Observera att samma skillnad som ovan,
mellan de bada indexen, rader hér.

Minns att T, M* ar dualrummet till 7,M, d v s T,M* &r méngden av alla linjdra avbildningar
fran T,M till R. T,M,, T,Mp, ... blir dirmed ocksa dualrum till 7,M och/eller nagon av dess
kopior T,M®, T,M?, . ...

Den konvention vi kommer att anvénda &r att en kopia av T),M™* foérsedd med ett abstrakt index
ar dualrum till den kopia av T, M som &r férsedd med samma abstrakta index. Exempelvis &r alltsa
T,M, dualrum till T,M*, d v s T, M, &r méngden av alla linjira avbildningar fran T,,M* till R.

Om o € T,M* och v € T,M é&r godtyckliga kan vi som bekant lata kovektorn « verka pa
tangentvektorn v och fa det reella talet a(v). Uttrycker vi detta med abstrakta indexnotationen &r
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alltsa a, € T, M, och v* € T,M* godtyckliga och later vi a, verka pa v® fas det reella talet a,(v®).
Har kan forstas det abstrakta indexet a bytas ut mot vilken annan bokstav som helst.

Parenteserna i detta uttryck utelimnas i allménhet sa vi skriver a,v® istéllet for a,(v®). Ob-
servera att denna upprepning av det abstrakta indexet a inte innebir nagon summering. Indexet a
antar ju inte ens nagra virden att summera 6ver. Upprepningen betyder endast att v® ska ges som
argument till avbildningen «, sa att denna verkar pa v® och returnerar det reella talet agv®.

Observera att T,M, inte &r dualrum till 7, M b eftersom de abstrakta indexen inte matchar.
Uttrycket agq(vP) ér alltsa odefinierat. Motsvarande uttryck utan parenteser, v’ kommer vi att
definiera i nésta avsnitt. Det kommer da att beteckna den s k tensorprodukten av aq och v och dr
darfor inte samma sak som a(v).

I forra avsnittet sag vi att dualrummet till 7, M* var ’'samma’ vektorrum som 7, M i f6ljande
mening: Givet ett godtyckligt element V i dualrummet T, M** till T,M* sa finns en tangentvektor
v € T, M sadan att V(a) = a(v) for alla kovektorer o. Nagot oegentligt kan vi alltsa identifiera V
och v och skriva v(a) = a(v). Med abstrakta index skrivs detta samband v®(ay) = aq(v?) eller, om
parenteserna utelimnas v%a, = a,v®. For att abstrakta indexnotationen ska bli konsistent maste
vi alltsa identifiera uttrycken v®a, och a,v®.

Dualbasvektorn dz’ definierades av sambandet dz’ (%) = 6ji. Med abstrakta index skrivs
detta samband

@ (55) = (55) (=5 @)

om vi, som ovan, utelimnar parenteserna nir en kovektor verkar pa en vektor.

Om a, = a;(dx?), och v® = v’ (%)a ar godtyckliga ger denna ekvation samt linearitet att

v = ag <vj <aa]> > =vla, <<88]> > = vjai(da:i)a <88]> = vjaiéji =v'a; = v,
x 4 Z

diir sista likheten foljer av att «; och v* &r vanliga reella tal. Observera att detta visentligen &r
samma rékning som i ekvation (4.2). Notera ocksa hur lika de bada ytterleden ser ut trots att de
betecknar helt olika saker. I vinstra ledet star ju det tal vi erhaller nir kovektorn o, verkar pa
vektorn v® och i hogra ledet star det tal vi far nir vi multiplicerar talen a; och v* med varandra
och sedan summerar Gver 1.

Den abstrakta indexnotationen imiterar alltsa dven i detta avseende den indexnotation vi anvént
i tidigare kapitel.

Vi paminner om att differentialen till en funktion f &r en kovektor df som definieras av sam-
bandet df (v) = v(f) = vj% for alla tangentvektorer v € T, M. I abstrakta indexnotationen ska
diferentialen df forses med ett index nere och skrivs déarfor df,. Definitionen av differentialen skrivs
da

df,v® = —jﬁf" lla v* € T,M*®
W =v(f)=v 57 Lor allav €T,
och Sats 4.6 lyder
of

df, = @(dazj)a.
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Anmirkning: Om vi later en tangentvektor v verka pa en funktion f fas enligt ovan funktionen
v(f) =7 %. Med abstrakta index verkar det naturligt att skriva denna funktion som v%(f) och
sa gors ocksa i manga skrifter. Observera dock att v*(f) fortfarande ér forsedd med ett index uppe
och déarfor, strikt tolkat, borde vara en tangentvektor och inte en funktion.

Pa grund av denna inkonsistens kommer vi att undvika beteckningen v®(f) i denna skrift och
istéllet skriva v(f) eller v®df, = df,v®. O

Vi paminner ocksa om den alternativa beteckningen V,f for differentialen till f. Det géller
alltsa att
of

Vof = dfa = 525 (d'),

d v s komponenterna V; f till V, f &r alltsa V; f = % (jamfor ekvation 2.7).

4.4 Multilinjdra avbildningar

I detta avsnitt ska vi definiera allmédnna tensorer och dessutom utvidga den abstrakta indexnota-
tionen till dessa. Forst nagra praktiska definitioner.

Definition 4.8. Om A och B ir tva méngder definieras den kartesiska produkten A x B som
AxB={(a,b); a€ Aochbe B}.

T ex giller att R?2 = R x R eftersom R? dr méingden av alla ordnade par av reella tal.

Om vi vill ta kartesiska produkten av fler faktorer &n 2 behover vi iaktta en smula forsiktighet.
Méngden (A x B) x C bestar av alla element pa formen ((a,b),c) ddra € A, b€ B och c € C.

Méngden A x (B x C') bestar i stéllet av alla element pa formen (a, (b, c)) dir aterigen a € A,
b€ Bochce C.Daelementen i (Ax B) x C och A X (B x C) dr objekt av helt olika typ &r forstas
(Ax B) x C# Ax (B x ()i allminhet.

A andra sidan kan bade ((a,b),c) och (a, (b,c)) identifieras med den ordnade trippeln (a, b, c)
pa ett naturligt sitt. Man séger att (A x B) x C och A x (B x C) &r (naturligt) isomorfa och
avbildningen som identifierar ((a,b),c) med (a, (b, c)) kallas en (naturlig) isomorfism.

Av detta skil kommer vi att tillata oss att skriva A x B x C och elementen i denna méngd
kommer vi att beteckna (a, b, ¢). Generaliseringen till godtyckligt (men fortfarande dndligt) manga
faktorer gors helt analogt.

Definition 4.9. Lat U och V vara godtyckliga vektorrum. En avbildning T : U x V' — R ségs
vara en multilinjdr avbildning om det for alla uy,us € U, for alla v, ve € V och for alla rella tal,
A1, A2, p1 och uo giller att

T()\lul + )\2112, Vl) = )\1T(ll1, V1) -+ )\QT(UQ, V1)
T(uy, p1vi + pova) = mT(ag, vi) + peT'(ug, va),

d v s om T ar linjér i bada sina argument.
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Multilinjéra avbildningar med fler &n tva argument definieras analogt. En multilinjar avbildning
med exakt tva argument sigs da ofta vara bilinjdr.
En direkt konsekvens av denna definition &r att

T(Arur + Agug, p1vy + pave) = AT (ur, p1vi + pave) + AT (ug, p1vi + p2va)
= AT (ag,vi) + ApeT (ar, vo) + Aopr T'(ug, vi) + AopoT'(ug, va).

P& samma sétt fas generaliseringen

l m I m
T Zx\iui,ZMjVj = ZZ)\iujT(ui,Vj).
=1 j=1

i=1 j=1

I avsnitt 4.2 definierade vi kovektorer som linjéra avbildningar fran tangentrummet till de reella
talen, och vi sag att en kovektors komponenter i dualbasen (dxi)?:_ol uppfyllde transformationslagen
(2.8), d v s i terminologin fran avsnitt 2.4 utgor en kovektors komponenter en kovariant tensor.

Vi vill nu ge en liknande definition av en allmén tensor av typen (s,t), d v s vi vill definiera
en tensor pa ett sadant sétt att dess komponenter i en lamplig bas uppfyller transformationslagen
(2.12). For att inte drunkna i otympliga indexformler soker vi forst efter en lamplig definition av
en tensor av typ (1,1).

Antag déarfor att T ij ar en uppséttning tal som uppfyller transformationslagen (2.11) i nagon
punkt p € M och lat o = a;dx’ och v = 17 % vara en godtycklig kovektor respektive vektor i p.

Bilda uttrycket

Ti jaﬂ)j .

Vad beror detta uttryck av? Det &r klart att Tijal-vj beror av a; och v/ och didrmed pa « och v.
Dessutom beror bade T%;, a; och v/ pa vart val av koordinatsystem. En ytterligare mojlighet &r
darfor att T";a;v7 ocksa beror pa valet av koordinatsystem.

Lat nu z' vara ett nytt, godtyckligt koordinatsystem och betrakta
. 0z% 027 9™ |, 07

Tkl@k@l =T

B , O0x™ 027
T L T

ozt dxn

T joumv =T" 00" 6,0, = T"jou0’,

dér vi anvént kedjeregeln i andra likheten.

T%;c;v? beror alltsd ej pa vart val av koordinatsystem och definierar dérfér en funktion T av
enbart o och v. Det dr ocksa litt att se att denna funktion &r linjir i bade a och v.

Detta resonemang visar att varje uppsittning tal 7° ;j som uppfyller transformationslagen (2.11)
svarar mot en multilinjér avbildning T": T,M™* x T,M — R given av sambandet

T (a,v) =T"ja;n’.

Omvént: Lat T : T,M* x T,M — R vara godtycklig och sitt T%; =T (dwi, %). Da ar

T(a,v)=T <aid:vi,vja?vj> = ;' T <dazi7 86333) = Tijaivj,
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och hér maste Tij uppfylla transformationslagen (2.11). Detta kan visas med ett resonemang snar-
likt det i beviset av Sats 4.7 (Gor dettal).

Det rader alltsé en 1—1-motsvarighet mellan uppséttningar av tal 7° ; som uppfyller transforma-
tionslagen (2.11) (d v s det vi tidigare kallade for en blandad tensor av typ (1, 1)) och multilinjéra
avbildningar 7" : T, M* x T,M — R. Vi gor dérfor foljande definition:

Definition 4.10. T &r en (blandad) tensor av typ (1,1) ip € M om T : T,M* x T,M — R ar

multilinjar. Talen Tij =T (d:pi, %) kallas tensorns komponenter i koordinatsystemet .
X

Da giller ocksa

SATS 4.11. T dr en tensor av typ (1,1) i p om och endast om komponenterna Tij definierade
ovan uppfyller transformationslagen (2.11) och dr sadana att

T(a,v) =T 007,
for alla a = ada® € T,M* och v = vj% € T,M.
Bevis. Se ovanstaende resonemang. O

Vi vill nu utvidga den abstrakta indexnotationen till tensorer av typ (1,1). En sadan tensor tar
enligt ovan tva argument, en kovektor o och en vektor v och returnerar talet T'(a, v). Ett sitt att
tydliggora detta synsétt dr att istéllet for 7' skriva T'(-,-) dir punkterna betyder att en kovektor
kan stoppas in pa den forsta punktens plats och att en vektor kan stoppas in pa den andra.

Om vi borjar med att betrakta den andra punktens plats, dér vi ska stoppa in en vektor for att
fa ut ett reellt tal, sa ar det en situation vi kéinner igen. En kovektor o = «(-) verkar ju pa precis
detta sétt, och med abstrakta index skrivs ju en sadan «p, d v s med ett index nere. Det &ar darfor
naturligt att ersitta den andra punkten i T'(+,-) med ett abstrakt index nere.

Vi har ocksa sett att en vektor (férsedd med ett abstrakt index uppe) kan ses som en avbildning
som avbildar kovektorer pa reella tal. Det &r dérfor lika naturligt att ersdtta den forsta punkten i
T'(-,-) med ett abstrakt index uppe.

Av skil som kommer att framga senare kréver vi ocksa att olika bokstédver anvénds for de bada
abstrakta indexen. En tensor T" av typ (1, 1) skrivs alltsa 7%, (t ex) i den abstrakta indexnotationen.

Analogt med skrivsittet a(v) = o v® skriver vi

T(o,v) = T’

Vi upprepar alltsd samma abstrakta index, fast pa motsatt plats, pa den kovektor resp. vektor som
tensorn verkar pa. Vi observerar ocksa att enligt Sats 4.11 sa giiller att

T(a,v) = T a0’ = Tijaivj,

dar Tij =T (dxi7 %). Aven hér ser alltsa den abstrakta indexnotationen likadan ut som indexno-
tationen i tidigare kapitel.
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Innan vi ger oss i kast med den allménna definitionen av en tensor av typ (s,t) ska vi studera
nagra ytterligare aspekter av en tensor av typ (1,1). Lat alltsa T' vara en sadan tensor och lat «
vara en godtycklig men fix kovektor och betrakta avbildningen T : v — T(a,v).

T &r forstas linjér (eftersom T ir bilinjér) och avbildar tangentvektorer v € T, M pa reella tal.
T #r alltsa en kovektor for varje val av a. Man skriver ofta denna kovektor som T = T'(a, -).

Ett annat sitt att se pa tensorn T dr dérfor att se den som en linjéar avbildning som avbildar
kovektorn o pa kovektorn 7.

Uttryckt med abstrakta index iir alltsa Tj, en kovektor som avbildar vektorn v® pa talet

T(v) = Ty,

Men & andra sidan &r ju
T(v) = T(a,v) = T%aa0",

s& Tyv® = T%a,o? for alla vb. Det &r dérfor naturligt att inféra beteckningen T, = T%ay, for Ty,

Vi har nu tva olika beteckningar for kovektorn T, T(c,-) resp. T%aq, och det dr instruktivt
att jamfora dem. Att vi har fixerat forsta argumentet i 1" till « syns i den forsta beteckningen
genom att vi stoppat in « pa forsta platsen i parentesen och i den andra genom att forsta abstrakta
indexet i T" &r samma som det abstrakta indexet pa «. Att andra argumentet till T fortfarande inte
ar fixerat syns i den forsta beteckningen genom att denna plats &r markerad med en punkt och i
den andra genom att 7T":s andra abstrakta index b ar fritt, d v s det finns inget annat index b med
motsatt placering i uttrycket. Da indexet dessutom sitter nere ser vi att det ar en vektor som kan
stoppas in pa denna plats, och inte en kovektor. Detta &r inte lika tydligt i den forsta beteckningen.

Ett tredje sitt att se pa en tensor T av typ (1, 1) dr genom att istéllet fixera v och lata « vara
fri. D4 fas avbildningen 7' = T'(-,v) som avbildar en kovektor o pa det reella talet T(cv, v).

Minns att en tangentvektor v avbildar just kovektorer pa reella tal genom (det nagot oegentligt
skrivna) sambandet v(a) = a(v). Det foljer att 7" &r en tangentvektor och vi kan dérfor se tensorn
T som en linjar avbildning som avbildar vektorn v pa vektorn T. Det dr detta synsétt som ligger
till grund for Exempel 2.12.

Med abstrakta index skriver vi T(ar) = T%vq = T%qv? och T% = T%u?, helt analogt med T
ovan.

Sammanfattningsvis finns det alltsa (minst?) tre ekvivalenta sétt att se pa en tensor T' av typ

(1,1):

(i) T &r en linjar avbildning T : T,M* x T,M — R sadan att (a,v) — T'(«,v) eller, med

abstrakta index, (aq,v?) — T%aqv’.

(i) T &r en linjir avbildning 7" : T, M* — T, M* sadan att a — T'(a, ) = T eller, med abstrakta
index, a, — T%aq = Tp.

(iii) T &r en linjér avbildning T : T,M — T,M sadan att v — T(-,v) = T eller, med abstrakta
index, v® s T4 = T,
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Som ovan, lat o, = a;(da?),, v* = v/ (8za> och T%; = T (da', B ]) = T (dzt), (%)b. Vi soker
nu komponenterna till vektorn T“, d v s vi stker tal 7% sa att T = T (

6% )a. Om vi later vektorn
T verka pé dualbasvektorn (dz?), sa fas

¢ b
e (ai ) (da')o = T(da")q = T%(da)a” = v T%(da'), (J;) i,

men & andra sidan ar (%)a (dz?), = 0;° enligt definitionen av dualbas, vilket ger

9\ . L
Tk: <axk) (de)a — Tkékz S
Komponenterna 7% till T = T%® ges alltsa av
Ti = Tijvj,

sa dven hir fas komponentformeln genom att helt enkelt byta ut de abstrakta indexen mot nume-
riska index. Pa samma sétt visas att komponenterna 7Tj till T; ges av

T‘j = Tijai.

I ovanstaende rikning anvinde vi Kroneckers delta §;7 som definierades i Definition 2.10. D&
denna definition bara refererar till komponenterna hos Kroneckers delta ger vi nu en alternativ
definition som vi sedan ska bevisa dr ekvivalent med Definition 2.10. I denna definition anvinder
vi oss av synsétt (4ii) ovan.

Definition 4.12. Identitetsavbildningen 6 : T,M — T,M given av 6(v) = v (d v s §,v® = v*) for
alla v € T, M kallas Kroneckers delta.

Da giller

SATS 4.13. Kroneckers delta dr en tensor av typ (1,1) och dess komponenter §; := 5ab (

ges av
5 — 1 omi=
10 omi#g

321‘ )a (dxj)b

Bevis. Forsta delen foljer direkt av att Kroneckers delta &r en linjar avbildning pa T,M samt
resonemanget ovan, kallat synsétt (7).
Vi noterar att vi i detta kapitel redan anvént beteckningen

; 1 omi=jy
J
0; _{O omi#j ° (4.8)

Lat oss darfor temporirt kalla komponenterna till tensorn 6,° for di7. Vi ska da visa att d;7 = §;7
diir §;7 ges av ekvation (4.8).
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Enligt definitionen av en tensors komponenter ar

a b
di? = 6," (881') (da’), = (381') (da?)y, = 6,7,
x xr

déir andra likheten foljer av att 6,°v® = v® for alla vektorer v® och den tredje likheten foljer av
ekvation (4.7) eller (ekvivalent) ekvation (4.1). O

Var nya definition av Kroneckers delta ar alltsa helt ekvivalent med den gamla.

Det dr nu dags att generalisera ovanstaende definition av en tensor av typ (1,1) till en definition
av en allmén tensor av typ (s,t). Med ett resonemang analogt med det ovanstaende kan vi motivera
foljande definition:

Definition 4.14. T &r en tensor av typ (s,t) i p € M om

T:T,M*x - xT,M*"xT,M x---xT,M =R

s st t st

ar en multilinjar avbildning. Talen

T“mwlsj1j2...jz -T <dx“7d{177'27 . ,dajls >

a B B (4.9)

kallas tensorns komponenter i koordinatsystemet .

Liksom tidigare &r det hér inte nodvéndigt att T:s argument kommer i precis ovanstaende
ordning med alla kovektorer forst och alla vektorer sist. Som i avsnitt 2.5 tillater vi omordningar
av argumenten, men liksom i avsnitt 2.5 ndjer vi oss med att skriva upp ovanstaende formulering.

Observera att en kovektor &r definierad som en linjér avbildning fran 7,M till R och att en
tangentvektor kan ses som en linjar avbildning fran 7, M* till R. Kovektorer och vektorer &r alltsa
specialfall av tensorer (av typ (0,1) resp. (1,0)) enligt denna definition. Detta réttfirdigar att vi
kallade dem tensorer i férra kapitlet.

Det géller ocksa att

SATS 4.15. T dr en tensor av typ (s,t) i p om och endast om komponenterna T2, . .
definierade ovan uppfyller transformationslagen (2.12) och dr sadana att

T(at,a?,...,0° vi, Vo, ..., Vi) = Tili?misjlj%_jt (aD)i (@i, .o (@), (v1) (v2)72 . .. ()
for alla ot = (ab); dx", ... o = (a);,dx’ € T,M*, v1 = (v1)7! 83?]-1 e, Vg = (vt)jf% e T,M.
Bevis. Analogt med beviset for Sats 4.11. O

Den abstrakta indexnotationen fungerar likadant som for tensorer av typ (1,1) och precis som
dessa kan en tensor av typ (s,t) ses som flera avbildningar i en.
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Som en illustration betraktar vi en tensor 7" av typ (2,1). Vi later alltsa 7" vara en multilinjér
avbildning T" : T,M™* x T,M* x T,M — R och med abstrakta index skrivs 7' som T, Om vi
fixerar kovektorerna oy, och B fas avhildningen T%., 3, d v s avbildningen som skrivs T'(a, 3, -)
utan abstrakta index. Denna avbildning &r linjéar och avbildar vektorer pa reella tal, d v s den &r en
kovektor vilket ocksa syns genom att T v, Bp har ett fritt index ¢ och detta index sitter nere. Vi
kan alltsa se 7' som en linjir avbildning 7" : T, M* x T, M* — T,M* genom att (a,, Bp) — T%.caBp.

Vi kan ocksa fixera v¢ och fa avbildningen 7% .v¢ som ir en tensor av typ (2,0). Ett annat
sitt att se pa T &r alltsa som en linjér avbildning som avbildar tangentvektorer pa tensorer av typ
(2,0). Manga andra ekvivalenta mojligheter finns ocksa, forstas.

Lat T vara en tensor av typ (0,2) (t ex). Med abstrakta index skriver vi

T(u,v) = Tyyuo’.

Observera att det abstrakta indexet ¢ pa u® talar om att u® ska stoppas in pa det forsta argumentets
plats i tensorn 7. P4 samma séitt ser vi pa indexet hos v att denna vektor ska stoppas in pa andra
argumentets plats. Det kan alltsa inte leda till nagra missforstand om vi kastar om ordningen mellan
u® och v® och skriver

T(u,v)= Tpuv® = Topvbu®.

Som jamforelse skriver vi ocksa upp T'(v,u) med abstrakta index:
T(v,u) = Topvub % Tyvbu® = T(u,v).

I Definition 3.4 definierade vi symmetriska respektive antisymmetriska tensorer av typ (0, 2) utifran
deras komponenters egenskaper. En alternativ definition som inte refererar till tensorns komponen-
ter ar foljande:

Definition 4.16. Lat T vara en tensor av typ (0,2). Om T'(u,v) = T'(v,u) for alla u,v € T,M
sigs T' vara symmetrisk och om istillet T'(u,v) = —T(v,u) sigs T vara antisymmetrisk (eller
skevsymmetrisk).

Med abstrakta index skrivs en tensor T av typ (0, 2) som Ty och att Ty dr symmetrisk innebér
da att
Tpulv? = T(u,v)=T(v,u) = Tpv®ub = TyvPu® = Tpau®o®

for alla vektorer u® och v®. Hér foljer nist sista likheten av att index som inte #r fria far dépas om.
T &r alltsa symmetrisk om och endast om T, = Tp, och pa samma sétt visas att T' dr antisym-
metrisk om och endast om T, = —Tp,.
Vi definierar nu symmetriska och antisymmetriska delen av T' pa samma sétt som i Definition
3.5

Definition 4.17. Den symmetriska tensorn

1
T(ab) = 5 (Tab + Tba)
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kallas den symmetriska delen av T, och den antisymmetriska tensorn

1
Tiar) = 5 (Tay — Ta)

kallas den antisymmetriska delen av Tgy.

och, precis som tidigare, &r Ty, = T(4p) + Tjqp)- Denna uppdelning dr dessutom entydig:

SATS 4.18. Om Ty = Sap+Aap ddr Sap dr symmetrisk och Aap dr antisymmetrisk sa ar Sap = T(qp)
och Aab = T[ab] .

Bevis. Snarlikt komponentbeviset av Sats 3.6. Genomf6r sjdlv detaljerna som 6vning. 0

Lat oss betrakta den allménna definitionen av en tensors komponenter, ekvation (4.9). Med
abstrakta index skrivs denna

o . . . o \"/ o \™ 9\
TZIZQ.”ZSjle---jt —_ Talag...asb1b2mbt (dx“)al (dng)aT o (dwls)as < ) ( ) e < >

81;]1 ax]2 8x]t
(4.10)

Vid forsta anblicken verkar det kanske som om dessa komponenter &r nagot visensskilt fran kom-
ponenterna v7 av en kovektor v® definierade av sambandet

a j 9 ¢

Sa ar dock inte fallet. For att se detta, 1t v® verka pa en godtycklig dualbasvektor (dz®),:

’Ua(daji)a =) <£y) (d:ci)a = vjéji =l

Genom att lata en godtycklig kovektor a, verka pa en godtycklig koordinatbasvektor (%)a kan

man ocksa visa (se rdkningarna i beviset av Sats 4.4) att a; = g (a(zi)a' Ekvation (4.9) for en

tensors komponenter géller alltsa dven for tangentvektorer och kovektorer.

Efter denna insikt &#r det naturligt att stélla sig fragan: Om nu alla tensorers komponenter
(inklusive vektorers och kovektorers komponenter) ges av ekvation (4.9), dr det ocksa sa att en
motsvarighet till ekvation (4.11) géller for en allmén tensor? M a o, kan vi konstruera nagra
baselement fran koordinaterna x’ sa att en allmin tensor ges av en linjirkombination av dessa
baselement, med tensorns komponenter som koefficienter?

Svaret pa dessa fragor ar ja, vilket vi kommer att visa i avsnitt 4.6, men innan dess ska vi se
lite grand pa tensorfilt.
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4.5 Tensorfalt

Tidigare har vi definierat ett vektorfilt som en funktion som till en punkt p ordnar en tangentvektor
v(p) i p s& att v:s komponenter v’ blir C* funktioner. Allm#nna tensorfilt har definierats pa
liknande sétt.

I detta avsnitt ska vi se pa en mer koordinatfri definition av vektorfilt och andra tensorfilt och
visa att denna definition &dr ekvivalent med den gamla.

Vi noterar forst att om f € C* och v’ € C* s& &r ocksa vi% € C*. Omvint: Om Ui% eCc™®

for alla f € C* kan vi speciellt sitta f = 27 och fa v/ = v'§;7 = v’% € C*. Vi definierar dérfor

Definition 4.19. Antag att v = v(p) € T,M for alla p. v ségs da vara ett vektorfdlt pa M om
v(f) € C*> for alla f € C™.

Det foljer direkt av ovanstaende resonemang att denna definition ar ekvivalent med den gamla.
Observera ocksa att denna definition funkar oavsett hur manga koordinatsystem som behovs for
att téicka v:s definitionsméngd (jamfor diskussionen i avsnitt 2.6).

Genom att bygga vidare pa denna definition kan vi nu ge en koordinatfri definition av ett
kovektorfilt.

Definition 4.20. Antag att o = a(p) € T, M* for alla p. o ségs da vara ett kovektorfdlt pa M om
a(v) € C* for alla vektorfilt v.

Abstrakta indexnotationen ger f6ljande ekvivalenta och mer koncisa formulering:
Definition 4.21. o, = a4(p) ar ett kovektorfilt pa M om a,v® € C* for alla vektorfilt v®.
Tensorfilt av typ (s,t) definieras helt analogt

Definition 4.22. T% %, =T%%, . (p) &r ett tensorfilt av typ (s,t) om

Tal'”aSbl._'thzclll . OzZSUll)l . 'U,l;t e C™
for alla kovektorfalt o ,...,af och alla vektorfilt vll’l, O

Vi ska nu ge en anvéindbar karakterisering av tensorfilt och fér att inte tynga ner framstéllningen
for mycket ska vi hélla oss till tensorfilt av forhallandevis enkel typ.

Lat «, v och f vara ett godtyckligt kovektorfilt, vektorfilt respektive en godtycklig snéll funk-
tion. Lat p € M vara godtycklig. Da &r

a(fv)|, =alp) (f(p)v(p)) = f(p)alp) (v(p)) = f a(v)],,

sa a(fv) = fa(v) eftersom p var godtycklig. Vidare, om u &r ett godtyckligt vektorfilt dr a(u+v) =
a(u) + a(v). En avbildning o som har dessa bada egenskaper séigs vara C*°-linjir sa det foljer att
om « adr ett kovektorfilt sa dr o ocksa C*°-linjar.

Hur &r det da med omvéindningen? Om « &r C*°-linjér foljer det da att « &r ett kovektorfilt?
Svaret pa denna fraga dr ja, och detta dr &mnet for nésta sats.
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SATS 4.23. Lat o vara en avbildning som avbildar vektorfilt pa C*° funktioner. Da dr o ett
kovektorfdlt om och endast om o« dr C*°-linjdr.

Bevis. Ena riktningen ir redan klar sa antag att « &r C*°-linjér. « dr da sjalvklart linjar i v sa det
som aterstar att visa dr att a(v)|, endast beror pa v(p) och inte pa nagra andra av v:s vérden.

Lat darfor p vara en godtycklig punkt och lat u och v vara godtyckliga vektorfilt sadana att
u(p) = v(p). Vi maste da bevisa att a(u)|, = a(v)|, eller, med w =u — v, att a(w)|, = 0. Infoér
koordinater x' i en omgivning U av p.

Lat w'® vara w:s komponenter i detta koordinatsystem. Observera att nu #r w'’ inte lingre tal
utan C* funktioner av koordinaterna z7 och da w| p = 0 foljer att alla w'=01ip.

Da « ar C°°-linjar foljer att

()] - ()

Det foljer att a(v)|, endast beror pa v(p) och eftersom p var godtycklig ir o dirmed ett kovek-
torfalt. O]

=0.
P

Anmérkning: Beviset ovan &r inte riktigt vattentétt. Det visar att a(v)|, inte beror pa v(q)
om q # p och ¢ € U. Detta innebér att beviset fungerar i fallet att hela M kan tédckas med ett
enda koordinatsystem, d v s om vi kan ta U = M. Om detta inte gar maste resonemanget ovan
modifieras och for att inte tynga ner framstéllningen for mycket ger vi héar bara huvuddragen av
beviset i det allménna fallet.

Med stddet till en funktion y (betecknas supp (x)) menas slutna holjet av den méngd dér x # 0.
Med beteckningar som ovan kan man visa att det finns en C*° funktion y med supp (x) C U och
x = 11 en omgivning av p.

Observera att om f dr en C* funktion pa M sa ar dven yf det och dessutom &r xyf = f i en
omgivning av p och xf = 0 utanfor U. Vi kommer dessutom att tolka x f som 0 utanfor U dven om
f bara &r definierad pa U. Samma sak om y multipliceras med ett vektorféilt som bara &r definierat

pa U.
Detta ger att
a(w)| = (XQQ(W))‘ =« (XQW){ =« Xwix 8. = Xwia X a. =0
p V4 p ozt » ot » )
aterigen med beteckningar som ovan. Detta bevisar det allménna fallet. O

Detta resultat gar utan problem att generalisera till andra typer av tensorfilt:

SATS 4.24. Lat T avbilda ett godtyckligt antal vektorfilt och kovektorfilt pa reellvirda, C*° funk-
tioner. Da dr T ett tensorfdlt om och endast om T dr C*°-linjdr i vart och ett av sina argument.

For allas trevnad avstar vi fran att ge ett fullstdndigt bevis av detta.
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4.6 Tensorprodukten

Innan vi kan besvara fragorna i slutet pa avsnitt 4.4 behover vi infora ett nytt begrepp, tensorpro-
dukten av tva tensorer och precis som i férra avsnittet kommer vi att studera ett nagorlunda enkelt
fall i detalj och sedan skissera hur generaliseringen till allménna tensorer ser ut. Narmare bestamt
studerar vi forst tensorprodukten av tva kovektorer.

Definition 4.25. Lat o, € T,M*. Tensorprodukten a ® 3 av o och 3 &r den tensor av typ (0, 2)
som ges av

a® f(u,v) = a(u)f(v)

for alla u,v € T,M.

Att tensorprodukten verkligen dr en tensor foljer direkt av att hogerledet a(u)5(v) ér linjért i
bade u och v. Observera att tensorprodukten inte r kommutativ eftersom

a®p(u,v) = a(w)(v) # fu)a(v) = & a(u,v)

i allménhet.

Vi ska nu hitta ett bra siatt att beteckna tensorprodukten i den abstrakta indexnotationen och
det har ju tidigare varit ett framgangsrecept att kopiera den indexnotation vi anvédnder for att
beteckna tensorns komponenter. Lat déarfor o; och ; vara komponenterna till kovektorerna « resp.
Bsdatt a = a;da’ och B = B;dz’. Enligt ekvation (4.9) giller det att a; = (8‘;) och B; = (%).
Enligt samma ekvation far a ® 8 komponenterna

o 0 0 0
(a®pB)ij=a®p <6:U“8173) =« (O:ﬂ)ﬁ <(9:L’9> = a;f3j.

I abstrakta indexnotationen skrivs kovektorerna a och g med varsitt index nere, t ex a, och Sy
medan « ® [ ska forses med tva abstrakta index nere (varfor?). En forsta, provisorisk, beteckning
blir dirfor (o ® B)qp. Vi upprepar alltsa de abstrakta indexen pa «, och 8, med indexens inbérdes
ordning bibehallen. P g a ovanstaende komponentformel dr det dock naturligt att férenkla denna
beteckning till

(a & 5)ab = Oéa/Bb-

I abstrakta indexnotationen skriver vi alltsa tensorprodukten pa samma sétt som om det rorde sig
om vanlig multiplikation av tal. Vi noterar ocksa att definitionen av tensorprodukt blir

(a® B)abuavb = auu®Bpr’.
Observera att ovanstaende komponentformel ocksa kan skrivas
(a® B)ij = aif3; = Bjau,

ty i detta fall &r det ju verkligen en vanlig multiplikation av tal som star i hogra ledet. Om vi ska
vara konsekventa med att lata abstrakta indexnotationen imitera vara komponentformler maste vi
alltsa lata

By = Bpaa.
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Av samma skil maste vi sitta

(a® ,B)abu“vb = aqu By’ = agBpuv® = uBpag® = . ..

d v s i den abstrakta indexnotationen spelar faktorernas ordning i en tensorprodukt ingen roll.

Anmirkning: Efter detta uttalande kan det tyckas vara dags att dra i nodbromsen! Har vi just
hiirlett en motségelse? A ena sidan spelar faktorernas ordning ingen roll niir vi skriver upp en tensor-
produkt i den abstrakta indexnotationen, men & andra sidan visade vi ju ovan att tensorprodukten
inte var kommutativ. Hur gar detta ihop sig?

Lugn i stormen, allt 4r i sin ordning! Faktum &r nidmligen att i den abstrakta indexnotationen
har inte faktorernas inboérdes ordning nagot med kommutativitet att goéra. Denna information &r
istéillet lagrad i de abstrakta indexen.

Lat oss &n en gang skriva upp definitionen av o ® 5 med abstrakta index:

(a® ﬁ)abu“vb = agu® By’ = g Bpuv®.

Definitionen av 8 ® a lyder didremot 8 ® a(u,v) = S(u)a(v), eller med abstrakta index

(B® oz)abu“vb = Bauaabvb = Baabu“vb

for alla vektorer u® och v?. Det foljer att

(ﬁ ® a)ab = Batp # Braa = aaffp = (a ® ﬁ)ab-

Hér finns alltsd ingen motségelse eftersom omkastning av faktorernas ordning i en tensorprodukt
svarar mot att endast motsvarande index byter plats i den abstrakta indexnotationen.
Tensorprodukten dr alltsa inte kommutativ oavsett vilken notation vi anvénder.
O

Sedan tidigare har vi infért T, M® som beteckning for en kopia av T, M i vilken alla element
forses med ett abstrakt index a dir uppe. Pa samma sétt var ju T,,M; en kopia av T, M* i vilken
alla element forses med ett abstrakt index b nere.

Lat oss generalisera denna beteckning genom att lata T, M forsedd med nagon indexkombination
(t ex TyM,p) sta for vektorrummet bestaende av alla tensorer som har samma kombination av
abstrakta index. T, M, betyder da méngden av alla tensorer T, av typen (0,2). Speciellt dr da
(Oé @ B)ab =a.fp € TpMab‘ '

Med hjilp av tensorprodukten och vart koordinatsystem z* kan vi konstruera en bas for 1), Mg,
och vi kommer pa kopet att se att komponenterna T;; av en tensor Ty € T), Mg, spelar samma roll
som komponenterna till en vektor eller kovektor; de dyker ndmligen upp som koefficienter nér T
skrivs som en linjarkombination av baselementen. Foljande sats géller ndmligen:

SATS 4.26. Mingden B = {(da" ® da?)q, = (da*)q(da? )y, 1,5 =0,...,n— 1} utgér en bas for
TpyMeay. Vidare kan en godtycklig tensor Ty, € T, Mgy, skrivas

Top = Tij(dz")o(dz?)y
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dar Tij dr Tep:s komponenter givna av ekvation (4.10), d v s

N[ o\
Tiﬂ‘—Tab<axi> (ax> |

Bevis. Vi visar forst att B é#r linjért oberoende. Ansitt dérfor en linjir relation Ay (dz®), (dat), = 0
dér 0 i hogerledet betyder den tensor av typen (0,2) som avbildar varje par av tangentvektorer pa
talet 0. Later vi denna tensor verka pa den i:te resp. j:te koordinatbasvektorn fas

NN AN A o (0N (20 by
0= /\kl<dx )a(dx )b 8%’ @ = )\kl(dl' )a 8:6’ (dac )b @ = /\kldi 5j = )\ij

for alla ¢ och j vilket visar att B &r linjéart oberoende.

Lat nu u®,v* € T,M* vara godtyckliga vektorer. Enligt Sats 4.15 ar da Tpuv® = T;jutvd
dir u® och v &r wu:s resp. v:s komponenter i koordinatbasen. Vi &r alltsa klara om vi kan visa att
Ty (dx®) o (da? ) yute® = Tyjuivd (varfor?).

Betrakta déarfor

a b
Tij(do')a(da? Jpuo® = Ty (da)o(da? (aak ) Y < 72 ) = Tl o =T

och resultatet foljer. O

Innan vi tittar pa en helt allmén tensorprodukt ska vi se pa tensorprodukten av en vektor och
en kovektor. Minns att en tangentvektor v kan ses som en linjér avbildning fran 7, M* till R genom
sambandet v(a) = a(v) eller, med abstrakta index, v%a, = agv*. Vi definierar

Definition 4.27. Lat v € T,M, a € T,M*. Tensorprodukten v ® o av v och a &r den tensor av
typ (1,1) som ges av
v @ a(f,u) =v(B)a(u)

for alla B € T,M™* och u € T,M.

Med abstrakta index skriver vi
(V @ a)abﬁaub = Uaﬁaabub

och

(vea) =vqy.

Observera att dven hér dr faktorernas ordning ovésentlig, men indexens placering &dr mycket viktig.
Liksom i forra fallet kan vi konstruera en bas for T,M%, med hjilp av tensorprodukter av
element fran koordinatbasen och dess dualbas:
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SATS 4.28. Mingden B = {( ) (8951) (dx?)y, 3,5 =0,...,n — 1} utgor en bas for
T,M®%,. Vidare kan en godtycklig tensor T, € T, M*, skrivas

/o \Y .
et (2 @

ddr Tij ar Ty :s komponenter givna av ekvation (4.10), d v s

. . 9 \°
sz = Tab(d.flfz)a (81‘3) .

Bevis. Snarlikt beviset for Sats 4.26. Genomf6r sjdlv detaljerna som 6vning. O

Givet en vektor v och en kovektor « kan vi alltsa bilda talet a(v) = v(a)) och dessutom tensorn
v ® a. Det dr dérfor naturligt att betrakta en avbildning som avbildar v ® o pa a(v). Denna
avbildning kallas kontraktionen eller sparet av tensorn v ® a och betecknas Tr (efter engelskans
‘trace’). Med abstrakta index &r alltsa Tr : v%qy — v, = auv® och vi ser att Tr &r linjéar i bade
v% och «ay.

Enligt Sats 4.28 kan alla tensorer i T),M%, skrivas som en summa av tensorer pa formen v%oy
och det &r darfor frestande att utvidga definitionen av Tr till hela T),M %, genom linearitet. Vi maste
dock iaktta viss forsiktighet eftersom en sadan framstéllning inte dr entydig. Forst maste vi alltsa
visa att olika framstillningar ger samma vérde pa sparet.

For att gora detta frangar vi tillfalligt den abstrakta indexnotationen eftersom vi da far ett
‘renare’ resonemang.

Antag darfor att en tensor T av typ (1,1) kan skrivas

r q
T:ka@)ak resp. T:Zul®ﬂl,
k=1 =1

for vektorer vy, u; och kovektorer o, 5!, Observera att vi inte anviinder summationskonventionen
hér eftersom summorna inte noédvandigtvis innehéller n = dim M termer. Vi féredrar darfor att
explicit skriva ut summatecknen. Den férsta likheten ger oss uttrycket > 5, a(vy) for sparet av
T och den andra ger oss uttrycket Y/ B(w,) for sparet av T, och vi behover visa att dessa tva
uttryck ar lika.

Vi studerar den forsta av ovanstaende likheter. Lat (vg)’ och (a¥); vara komponenterna till vy,
resp. oF. Enligt ekvation (4.10) #r da (vz)? = vi(dz?) och (aF); = oF ( ). Om vi later T' verka
pa dz® och 8 fas

T( ,aj) va@( z,aj) zvk (dx') (afcj):im)i(a’f)j,

k=1

ox*

och den andra likheten ger pa samma sétt och med analoga beteckningar

T (a5 ) - S (u)(d

=1
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varfor
r q

D (k) (@¥); =D (w)'(8);

k=1 =1
for alla ¢ och j. Satt nu j = ¢ och summera 6ver i sa fas

r q q

Do) (@)=Y (w)'(8)i & Y aflvi) =) Bl(w).
k=1

k=1 =1 =1

Olika sétt att skriva en tensor 7' som en summa av tensorprodukter ger alltsa samma virde pa
Tr(T'). Foljande definition &r alltsa meningsfull:

Definition 4.29. Sparet (eller kontraktionen), Tr(T'), av en tensor T av typ (1,1) definieras av att
Tr ar linjir och Tr(v ® ) = a(v).

Med abstrakta index géller alltsa Tr(v®ap) = v%aq = agv®. Det dr dérfor naturligt att infora
beteckningen 7, for Tr(T%,).

Vi soker nu en komponentformel for Tr(7T%,) sa lat T* j vara komponenterna till 7'%,. Enligt Sats
4.28 giller da att

9N\

Definitionen av Tr(7%,) samt linearitet ger da att

1, = () =10 (77 () (@) =% (5 ) (o) = T30 =T

sa dven hir imiterar den abstrakta indexnotationen utseendet pa motsvarande komponentformel.
Nu ar det dags att vi tar oss an det allménna fallet. Forst definierar vi tensorprodukten av tva
godtyckliga tensorer.

Definition 4.30. Lat S och T vara tensorer av typ (q,r) resp. (s,t). Da &r tensorprodukten,
U=5®T,av S och T en tensor av typ q + s,r + t definierad av

1 1 1 1
Ulag,...,agul, .0’ Br,.., B, v vl = S(ag, ... aq,ul o, u)T (B, -, Bs, v oo, V).

Generaliseringen till fler faktorer dn tva &ar uppenbar.
Motsvarigheten till Sats 4.26 och 4.28 géller ocksa:

SATS 4.31. Mdngden

2\ o\, . N . .
B:{(axil) <8x%> (dxﬂl)bl...(dxﬁ)b“zl,...,zs,]l...]t:0,...,n—1}

utgor en bas for T,M™ -y 4. Vidare kan en godtycklig tensor T %y 4 € T,M™ %y 4,
skrivas

al...as i1...0s 0 “ 9 “ J1 Jt



68 KAPITEL 4. (x ABSTRAKTA TENSORER x)

dir TO-+s;, 5, dr T%, 4 s komponenter givna av ekvation (4.9), d v s

al Qs
Til"'isj o= Tal'”asb b 78 - 8 (d(L‘jl)b . (dl’jt)b .
1.--Jt 10\ Gyt oxts ! t

Kontraktioner av en tensor av godtycklig typ (s,t) fungerar pa samma sétt som kontraktionen
av en tensor av typ (1, 1), men saken kompliceras av att det gar att kontrahera over vilka indexpar
som helst, férutsatt att ena indexet sitter uppe och det andra nere. Av barmhértighetsskil avstar
vi fran att formulera nagra allminna resultat och exemplifierar istillet med en tensor 7%, av typ
(2,1).

Betrakta forst en tensor pa formen u®v’a.. En sadan kan kontraheras pa tva olika sitt: Dels
genom att kontrahera éver indexen a och ¢ och dirmed bilda tensorn u*vPa, och dels genom att
kontrahera 6ver indexen b och ¢ och dérmed bilda tensorn u®v’ay. Det finns alltsa tva olika sétt
att kontrahera en tensor pa denna form.

Enligt Sats 4.31 kan en godtycklig tensor 7%, av typ (2,1) skrivas som en summa av tensorer
pa formen u®v’a, och vi utvidgar darfor definitionen av kontraktion till allménna tensorer genom
linearitet.

Precis som for tensorer av typ (1,1) dr dock en sadan framstéllning inte entydig och vi maste
darfor visa att olika framstéllningar ger samma virde pa kontraktionen av T%,.. Detta kan goras
pa liknande sétt som i (1, 1)-fallet ovan och detaljerna ldmnas dérfor som 6vning.

En godtycklig tensor T%, av typ (2,1) kan alltsa kontraheras pa tva olika sitt, dels 6ver indexen
a och ¢ och dels 6ver indexen b och c. De kontraherade tensorerna betecknas 7%, respektive T,
och &r i allménhet olika.

Vi behover ocksa komponentformler for dessa kontraktioner. Lat dirfor T, vara komponen-
terna till 7%, i nagot koordinatsystem. Det bor inte komma som nagon 6verraskning att foljande
galler:

Taba — TUZ , Tabb —_ Tijj.
Beviset for detta resultat &r snarlikt beviset for motsvarande resultat for tensorer av typ (1,1).
Genomfér sjélv detaljerna som 6vning.

4.7 Metriska tensorn

Vi &dr nu klara att ge en koordinatfri definition av en metrik.

Definition 4.32. Ett symmetriskt tensorfilt g av typ (0,2) (d v s g(u,v) = g(v,u) for alla
vektorfilt u och v) &r en metrik om g &r icke-singuldr i varje punkt, d v s om g(u,v) = 0 for alla
v om och endast om u = 0. Skaldrprodukten mellan u och v definieras g(u,v) och vi siger att u
och v &r ortogonala om g(u,v) = 0.

Denna definition kan forstas ocksa oversittas till den abstrakta indexnotationen:

Definition 4.33. Ett symmetriskt tensorfilt g., = gpq ir en metrik om gqp, dr icke-singuldr i varje
punkt, d v s om ggu®v® = 0 for alla v® om och endast om u® = 0. Skaldrprodukten mellan u® och
v® definieras gqpu®v® och vi siger att u® och v® ir ortogonala om gguv® = 0.
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Observera att Definition 3.7 ser helt identisk ut med denna. Detta &r forstas inte forvanande
eftersom vi konstruerat den abstrakta indexnotationen sa att den ska bli identisk med den numeriska
indexnotation vi anvénde i kapitel 3.

Vi ska nu titta lite ndrmare pa villkoret att metriken g &r icke-singulér. Detta betyder enligt
ovan att g(u,v) = 0 for alla v om och endast om u = 0, d v s avbildningen g(u,-) : T,M — R
(som dr en kovektor (varfér?)) &r nollavbildningen om och endast om u = 0. I abstrakta index &r
alltsa 1y := gqpu® = 0 om och endast om u® = 0.

Avbildningen gqp : T, M* — T}, My, som avbildar u® pa @ har alltsa trivialt nollrum sa enligt en
sats fran linjdra algebran &ér denna avbildning injektiv och har en invers. Vidare ar T,M* och T, M}
andligt-dimensionella och har samma dimension vilket ger att inversen blir definierad pa hela T}, Mj,.
Denna invers blir en tensor av typ (2,0) (varfor?) som kallas den inversa metriken och betecknas
g™, sa att g%, = u®.

Metriken gqp, och den inversa metriken g% associerar alltsa en vektor u® med en entydigt bestimd
kovektor 1 och omvant. Om M:s metrik 4r en gang for alla given dr det dérfér vanligt att se pa
u® och 4 som olika aspekter av samma objekt och darfor utelimna ™ och skriva

up = gapu” (4.12)

och
u® = g%uy. (4.13)

Dessa bada formler brukar kallas sinkning respektive héjning av index (jamfor Definition 3.12 och
3.13) och de generaliseras till allménna tensorer som i avsnitt 3.4.

Vi noterar ocksa att

b

5abua — b = gbcuc _ gbcgacua

for alla vektorer u® vilket ger att ¢*°ge. = 4. I komponenter dr alltsa ¢?%¢;;, = 6/ d v s om vi
ordnar komponenterna g;; och g% i tva symmetriska n X n-matriser s blir dessa matriser varandras
inverser.

Vi édr nu klara att definiera begreppet ON-bas (jamfor Definition 3.15):

Definition 4.34. {(e;)*, i=0,1,...,n — 1} (dér 7 alltsa &r ett numeriskt index och a &r ett
abstrakt index) dr en ON-bas for T, M det géller att

41 omi=j
gab(ei)a(ej)b = { 0 om i 7&] )

d v s basvektorerna &r normerade och inbérdes ortogonala.

Vi dr nu n#stan klara med det vi foresatte oss i avsnitt 4.1. Det enda som aterstar ar sista
delen av avsnitt 3.4 efter Definition 3.15) och denna del gar igenom néstan oféréndrad om man
bara tolkar om index fran borjan av alfabetet som abstrakta index istéllet foér numeriska. Lasaren
uppmanas att ga tillbaka och liasa om denna del och ténka igenom de resonemang som fors samt
tolka om alla formler och beridkningar i termer av abstrakta index.
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Nagra ord pa vigen innan du gor detta: Kom ihag att abstrakta indexnotationen &r konstruerad
sa att alla formler ska se helt identiska ut med de ’vanliga’, numeriska indexfornler vi anvint i avsnitt
4.1. Enda undantaget &r formler som innehaller koordinatbasvektorer. Betrakta t ex ekvation 3.1
med foljande utseende (hér ar alltsa dven a ett numeriskt index):

0

am, Z:0,1,7TL—1
X

e; = (i)
I abstrakta indexnotationen skrivs basvektorn e; som (e;)® sa istéllet maste vi skriva

(e0)" = (e:) (68]> ,1=0,1,...,n—1,
x

diir (e;)? alltsd betecknar komponenterna till (e;)® i koordinatbasen.

4.8 Slutord

Vi dr nu klara med det vi foresatte oss i inledningen till detta kapitel. Déar gjorde vi ett antal
pastaenden och vi ska nu verifiera att alla dessa pastaenden nu &r rattfardigade:

e 'T ex ska vi se pa en koordinatfri definition av en tensor.’

I Definition 4.14 definierar vi tensorer som linjéra avbildningar. Denna definition refererar
inte i sig till nadgot koordinatsystem. Ett koordinatsystem behovs forst da vi vill berdkna
tensorns komponenter.

e Vi ska ocksa rattfardiga vart lite slappa och oegentliga sprakbruk nér vi talar om ’vektorn

v® istéllet for 'vektorn v = v? 82@ med komponenter v® i koordinatbasen’. ’

I och med inférandet av den abstrakta indexnotationen har vi sett att v® ar en fullt respektabel
och konsistent beteckning for vektorn sjilv. Vi ar alltsa inte tvungna att tolka ¢ som ett
numeriskt index och v® som vektorns komponenter.

e 'Pa vigen kommer vi ocksa att 16sa mysteriet som beskrivs i slutet av avsnitt 2.4, d v s om
nu en kontravariant tensor v® &r komponenter till en tangentvektor v, vad ar da en kovariant
tensor o, komponenter till for slags objekt?’

Begreppet 'kovektor’ var vad vi sokte nér vi stillde denna fraga. Med abstrakta indexno-
tationen skulle vi sdga att om talen «; transformeras kovariant utgér de komponenter till
kovektorn a, = a;(dz"), 1 koordinatbasen.

Vi avslutar kapitlet genom att &n en gang konstatera att i indexformlerna i bade tidigare och
senare kapitel gar det bra att tolka indexen som abstrakta eller numeriska allt efter behag. Den
enda inkonsistensen giller koordinatbasvektorerna som maste forses med ett extra abstrakt index

d v s vi skriver (%)a istéllet for a(?zi'




Kapitel 5

Tensoranalys

5.1 Inledning

I detta kapitel ska vi generalisera derivatabegreppet till tensorfilt. Det &r inte uppenbart hur
en sadan generalisering ska se ut. Vi kommer att himta inspiration fran geometri i R3 och pa
enhetssfiren S till att definiera begreppet 'kovariant derivata’. Det gar att tdnka pa kovarianta
derivatan av ett tensorfilt som ett tensorfilt som haller reda pa det ursprungliga tensorfiltets alla
riktningsderivator.

Ett alternativt (men nérbeslidktat) sitt att generalisera derivatabegreppet ges av Lie-derivatan.
Den &r viktig for att beskriva symmetrier i rumtiden.

5.2 Partiella derivator

Vi drar oss till minnes att ett tangentvektorfilt v med komponenter v* definierades som (se Defini-

tion 2.2) en riktningsderivata v = v £a d v s v avbildar en funktion f pa funktionen v(f) = UQ%.

Enligt ekvation (2.7) kan vi alltsa skriva

v(f) =v"V,f.

Vaof, d v s differentialen till f innehaller all information som behdvs for att bestdmma vilken
riktningsderivata till f som helst. Genom ovanstaende samband definierar den ocksa en avbildning
som avbildar v:s komponenter v® pa v(f).

Sammanfattningsvis: V,f &r en kovariant tensor som ’haller reda pa f:s riktningsderivator’
genom att riktningsderivatan av f med avseende pa vektorn v® ges av v®*V, f. Av detta skl kallas
V. f ibland for kovarianta derivatan av f.

Malet med detta kapitel &r, som tidigare sagts, att vi ska ldra oss att derivera ett allmént ten-
sorfilt och det verkar naturligt att borja med att forsoka derivera enklast mojliga typ av tensorfilt,
d v s ett vektorfalt u®. Vagledda av ovanstaende diskussion om differentialen verkar det naturligt
att stilla fragan: Gar det att hitta ett tensorfilt Viyu® av typ (1, 1) kallat den kovarianta derivatan

71
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av u® sadant att riktningsderivatan av u® med avseende pa vektorn v® (vad nu detta betyder, be-
greppet riktningsderivata av ett vektorfilt pa en allmin mangfald dr ju inte heller definierat &nnu)
ges av v*Vyul?!

Enligt ekvation 2.7 var ju V,f = 88:c L ovi fragar oss darfor om det ar lAmpligt att definiera Vyu®
som %. Detta forsta forsok faller emellertid platt. % dr ndmligen inte en tensor i allménhet,
vilket vi visade i Exempel 2.13.

Forsta forsoket att definiera en kovariant derivata av ett vektorfalt har alltsa misslyckats och
vi behéver nya uppslag for att komma vidare. Om vi bara kunde undersidka ett konkret fall dér vi
kan se geometriskt vad som vore en bra definition av kovariant derivata. I sa fall skulle vi sikert

kunna se hur detta ska generaliseras till en allmin méangfald ...

5.3 Enhetssfiaren, del 4 med mera

I detta kapitel ska vi forsoka konstruera en kovariant derivata till ett vektorfilt i tre konkreta fall,
d v s en tensor Vyu® av typ (1,1) sadan att riktningsderivatan (vad vi nu ska mena med det) av ett
vektorfilt u® med avseende pa vektorn v® ges av v®Vyu®. Vi borjar med att studera R3, dérefter
ska vi se pa enhetssfiren S och till sist en godtycklig yta Y i R3.

Forst nagra ord om tangentrummet till R3. Om {é, €y, €} ér standardbasen for R3 ges rikt-
ningsderivatan av en funktion f med avseende pa e, av fi (p) = €, - grad f(p) = % och analogt for
ovriga standardbasvektorer. Koordinatbasen for TpR3 ges alltsa av de vanliga partiella derivatorna

{%, 6%’ %} (formellt &r ju elementen i tangentrummet riktningsderivator och inte geometriska

vektorer). Genom att identifiera 6% med &, o s v blir alltsi R? identisk med? sitt tangentrum 7, R3

ip.
Analogt med ekvation (2.1) definierar vi

Definition 5.1. Lat u vara ett vektorfilt definierat i en omgivning av p € R? och 1at v € T,R3.
Riktningsderivatan dyu(p) av u med avseende pa v definieras da

. +1v) —
dou(p) = g%u(p ‘;) u(p)

Om u = u'¢, + uléy + u?e, dr alltsa

u(p+tv) — u(p)

Ovu(p) = lim
t—0 t
0 _ .0 1 _ 1 2 a2
~ lim (u (p+tvt) wp), U (p+t‘;) u (p)éy+u (p+tvt) u (p)éz)
—5

Enligt tidigare &r
Tt~ ()
t—0 t

= folp) =v(f), Vf

!Tyvirr dr inte terminologin konsekvent hér heller. I manga framstéllningar kallas v’ Vyu® for kovarianta derivatan
av u* med avseende pa v*. V, kallas i dessa framstéllningar en firbindelse.
2Egentligen 'isomorf med’. Jamfor diskussionen i slutet av avsnitt 4.2.
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vilket ger att
avu(p) = (v(u')e, +v(uh)e, + v(u?)e:)| .

Eftersom €, €, och €, dr konstanta vektorer sker alltsa derivering av vektorflt i R3 komponentvis.
Vi observerar att om dven v ar ett vektorfilt i en omgivning av p sa blir

ovu = v(u)e, + v(u')e, + v(u?)e,

ett nytt vektorfilt som ocksa dr definierat i en omgivning av p och om (0yu)® &r komponenterna
till Oyu i standardbasen &r enligt ovan

(Oyu)® = v(u®).
Vi #r nu klara att definiera kovarianta derivatan av ett vektorfilt u i R3.

Definition 5.2. Antag att u och v har komponenter u® respektive v*. Om det finns en uppséttning
funktioner Oyu® sadana att
POpu? = (dyu)?

for alla vektorfilt u och v kallas dyu® den kovarianta derivatan av u®.

Anmirkning: Pa en godtycklig mangfald kommer kovarianta derivatan av u® att betecknas
Viyu®. Med tanke pa de foljande exemplen (enhetssfiren samt en godtycklig yta Y i R3) &r det
dock praktiskt att ha en separat beteckning for kovariant derivata i R3. Vi viiljer darfor att skriva
den kovarianta derivatan® i R? som Oyu® istéllet for Vyu®. O

Vi ska nu bestiamma ett uttryck for dyu®. Enligt ovan &r

ou®
b a a a b
v’ Opu® = (Oyu)® = v(u) = v 5l

for alla v vilket ger 5
ull
8bu“ = w
Observera att ovanstaende resonemang bara visar att detta samband géller i det givna koordinat-
systemet (z,y, z). Det dr dock inte svart att visa (Gor dettal) att sambandet ocksa giller i ett
godtyckligt kartesiskt koordinatsystem, d v s ett koordinatsystem (2’,y', z’) sadant att koordinat-
basen {éz/, €y s éz/} ar en ON-bas bestaende av konstanta vektorer.
Sammanfattningsvis &r alltsa kovariant derivata och partiell derivata samma sak i kartesiska
koordinatsystem for R3. Det &r dock viktigt att observera att i andra koordinatsystem, t ex i
sfiariska eller cylindriska koordinater, &r kovariant derivata och partiell derivata helt olika begrepp.

3Hir géller det att se upp med beteckningarna igen. I manga skrifter (t ex d’Inverno- Vickers: Introducing Einstein’s
relativity — A deeper understanding) dr Jyu® istéllet en beteckning for den partiella derivatan % och denna
beteckning anvinds inte bara i R utan ocksa pa en godtycklig mangfald. Hiir reserverar vi beteckningen dyu® for
kovarianta derivatan i R3.
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Exempel 5.3. (Enhetssfiren, del 4) Vi vander oss nu till enhetssfiren S. Beteckningarna i detta
avsnitt kommer att vara desamma som i de tidigare kapitlen om S. Vi kommer ocksa (som i avsnitt
3.3) att identifiera koordinatbasvektorerna % och % med de geometriska vektorerna eg och e,.

Lat p € S vara godtycklig och som tidigare kan vi anta att p € U och har koordinater (6, ) i
koordinatsystemet 1. Ortsvektorn 7 = 7(6, @) for p ar

7(0, @) = sin 0 cos pe, + sin 0 sin e, + cos Oe,.
och koordinatbasvektorerna ges av
eg = cosf cospe, + coslsin pe, — sin e, (5.1)
e, = —sinfsin pe, + sin 0 cos pe,
Godtyckliga tangentvektorfilt u och v definierade i en omgivning av p ges av
u = u’ey + u'e, = u’(cos  cos e, + cos O sin pe, — sin he,) + u' (— sin O sin &, + sin 6 cos pe,)
v = v’eq + vleq, = v%(cos @ cos e, + cos O sin e, — sinfe,) + v!(— sin § sin e, + sin  cos ey)

diir u%, u', v° och v! dr godtyckliga funktioner av @ och . Vi later nu U och V vara vektorfilt

definierade i en omgivning €2 till p i R? sidana att U|g = u och V|g = v, dir Ulg betyder U:s
restriktion till den del av .S som ocksa ligger i €.

Sétt r = /22 + y2 + 22. Da blir (r,0, ¢) de vanliga sfiriska koordinaterna pa Q och koordinat-
basvektorn e, hérande till koordinaten r ges av

e, = sin 0 cos pe; + sin 6 sin pé, + cos Oe..

Om vi utvidgar definitionsméngden av eg och e, genom att kriava att de ges av formlerna (5.1)
och (5.2) i hela Q blir {eg, e,, &} en bas for R? (egentligen tangentrummet till R3, se disussionen
i forra exemplet) som &r definierad i hela €. Vektorfiltet U kan da skrivas

U = Uy + Ule, + U?e,,

dér funktionerna U” uppfyller UO|S =ud, U! ’S =u! och UQIS = 0 och motsvarande for V.
Vi soker nu riktningsderivatan av U med avseende pa V i punkter pa S. Med beteckningar fran
forra exemplet dr denna (0vU)|g. Pa grund av linearitet i V' blir

(OvU)|g = (V8e,U + V'0e, U + V05, U) | g = v° (9, U) g + v" (9, U) | 5 »

ty VO}S =0, Vl‘s =o' och VQ‘S =0.
Enligt forra exemplet &r kovariant derivata = partiell derivata i standardbasen for R?. Kedjere-

;= ()

geln ger darfor att
Ou

ou . ou . 0U
(0, U)|g = <cosecos<,oax + cosfsinp— — sm9> o 30"

oy 0z
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dér sista likheten foljer av att deriveringen sker tangentiellt med S och derivatan beror dérfor bara
av U:s virden pa S. En snarlik rdkning ger ocksa att (0% U) | 5= g—;. Detta ger

_i“_%(]e +uo%+%le +u1%_%°e +‘L“1e
~ 90 a9 ? 90 a9 * 20 090 ' o9 ¥

+u” (— sin 6 cos e, — sin §sin pe, — cos 0e,) + u' (— cos O sin pe, + cos d cos pé,)

0 1
— aieg + < + (cot 9)u1> e, — u'F.

(0, Ul

Vi ser hir att de forsta termerna visserligen bildar en tangentvektor till S men att den sista

termen #r ortogonal mot S. g—g ar alltsa inte en tangentvektor till S trots att bade u och ey ar

tangentvektorfilt till S. Vi far ocksa

ou  oud dey  Oul Oe ouP oul
0, U)o = —=—— 0— 4+ — = —— -
(0e,U)|g 9 &peg u 89O—F&pe(p u 9% &peg—i-a@e@
+u® (— cos O sin e, + cos 0 cos pe,) + u' (— sin f cos pé, — sin O sin e,
ou out 0 1. _ . .
= 5, + S0 + (cot @)u” | e, — u” (sin 6 cos pé, + sin O sin pe,)
¥ 14

For att uttrycka den sista termen i kidinda vektorer observerar vi att

cos? 0 cos2 6

1
7 ) COS ey + <sinc9 + p— > sin pe, = " (cos peg + sin pe,)) ,

sin

7+ cot ey = (sin 0+
vilket ger

ou’ : 1 Ou' 0 .2 1z
(8%U)‘S = <(9<,0 — (sinf cos 0)u ) ey + (380 + (cot O)u > e, —sin“0-u'r.

Riktningsderivatan av U med avseende pa V ges alltsa av

0 Ou’ . ou’

OV O)ls = o @e, U5+ 0 06, 0)] s = (0555 + '

— (sin 6 cos 9)u1v1> €y

o du' 1 Ou! 1,0 0,1 0,0 2y, 1 1N~
+ (v %—i—v %—i—cotH(uv +uv) | e, — (uv” + (sin §)u v )r.

Vi ser nu att (OyvU)|g bara beror pa U:s och V:s viirden pa S, d v s pa vara ursprungliga vektorfilt
u och v. Det spelar alltsa ingen roll hur vi utvidgar u och v till den 6ppna mingden Q C R3. Det
ar darfor befogat att inféra beteckningen 0, u istéllet for (OvU)|g. Vi sdtter alltsa

oud oud out oul
0 1 . 1,1 0 1 1.0 0.1
Ooyu = (v 20 + v —— — (sinfcosf)u'v )eg—l— <v 20 +v — Fcotf(uv’ +uv )) e,

— (w0 + (sin? O)ulvh)F. (5.3)
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Nu ér Oy u visserligen ett vektorfilt som &r definierat pa (en del av) S, men det &r inte ett tangent-
vektorfilt till S ty den sista termen &r nollskild i allmédnhet. Om vi vill definiera riktningsderivatan
av u med avseende pa v som ett tangentvektorfilt till S duger alltsa inte ekvation (5.3). Det finns
dock ett naturligt sitt att skapa en tangentvektor till S fran uttrycket i (5.3), ndmligen genom att
ortogonalprojicera denna vektor pa 7,S.

Om riktningsderivatan av u med avseende pa v betecknas Vyu sétter vi alltsa

ou’ ou’ ou' ou'
Vou= (00— + o' =— — (sinfcosO)u'v! | eg + | 10 + v! —— + cot B(ulv® + u®v1) | e,.
Om komponenterna till Vyu betecknas v*Vyu® och koordinaterna (0, p) = (20, z') far vi
ouV ou® ou’

*Vyul = an—zo + Ula—zl — (sinfcosf)ulv! = vba—;b — (sin @ cos A)ulv?

och ) .
0 0 0
P Vyu! = voa—zo + vla—zl + cot O(u'v? 4+ ulol) = vba—zb + cot A(u'v® + uvl).

Dessa ekvationer kan sammanfattas till en om vi infoér betckningen I'%,., a,b,¢ = 0,1 genom att
sitta 'Y, = —sinfcosh, T'ly; = I''yp = cot @ och Svriga T'%,. = 0. Da &r I'%,, symmetrisk i sina

nedre index, d v s I'%,. = I'%,, och

a a
WVVut = o? (auxb + F“bcuc> )

En lamplig definition av kovarianta derivatan Vyu® ar alltsa

ou®
Vi’ = S+ T, (5.4)
dir T = —sinfcosf, I''g; = I'yg = cot @ och 6vriga I'%,. = 0 ifall detta uttryck definierar en

tensor!! Observera att detta inte ar sjilvklart eftersom de sfiriska koordinaterna dyker upp explicit
i uttrycket for Vyu®.

Vi noterar ocksa att om Vyu® dren tensor sa dr med nodvéindighet I'%,. inte en tensor (varfor?).
I sjélva verket &r den transformationslag som I'%,. maste uppfylla for att Vyu® ska bli en tensor
ganska komplicerad och vi aterkommer till den i nésta exempel. Dér ska vi ocksa se att uttrycket
ovan for Vyu® verkligen definierar en tensor pa S.

Ekvation (5.4) skulle alltsa duga som definition av kovariant derivata pa S. Den &r dock svar att
direkt generalisera till en godtycklig méangfald eftersom det inte dr klart hur I'%;. ska konstrueras
pa en godtycklig mangfald. Nésta exempel ger dock en viktig ledtrad om detta. O

Exempel 5.4. Lat Y vara en godtycklig C*°, 2-dimensionell yta* i R? och lat (2°, z') vara koor-
dinater pa Y. Det &r visserligen inte sikert att det finns nagot koordinatsystem som téicker hela Y

“Detta villkor kan forsvagas till t ex C? om man s vill.
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(jAmfor enhetssfiaren S), men om vi fixerar en godtycklig punkt p € Y finns i alla fall en omgivning
U C Y till p som kan beskrivas med ett enda koordinatsystem.

Vi soker nu riktningsderivatan av u med avseende pa v dédr u och v ar godtyckliga vektorfalt
pa U och vi foljer receptet fran forra exemplet. Har finns dock ett problem som inte dr helt enkelt
att overvinna. I forra exemplet kunde vi dra nytta av att koordinaterna 6 och ¢ &ér vildefinierade
dven utanfor S och att vi dessutom har tillgang till den sfiriska koordinaten r sa att (r, 0, ¢) blir
ett koordinatsystem i en 3-dimensionell omgivning Q av U C S.

I detta exempel dr koordinaterna (x°,z') bara definierade pa Y. Vi maste déirfor borja med
att utvidga definitionsmingden till (z¥, z') till ndgon 3-dimensionell omgivning Q till U i R3 och
sedan hitta 22 s att (20, 2!, 2?) dr ett koordinatsystem pa 2. Man kan visa att detta dr mojligt,
men for att inte tynga ner framstéillningen utelamnar vi detaljerna.

Givet detta koordinatsystem for €2 kan u och v utvidgas till vektorfialt U och V.d vs Ul|g =u
och Vl]g = v, definierade pa en omgivning €2 till p i R3.

Vi utnyttjar att vektorfiltet U pa ©Q C R? far deriveras komponentvis med avseende pa V
i ett kartesiskt koordinatsystem. Detta ger som i forra exemplet en riktningsderivata i R? som
betecknas dyvU och pa liknande sidtt som dér finner vi att i punkter pa Y beror dyU inte pa
hur utvidgningen gjordes utan dvU beror bara pa U:s och V:s virden pa Y, d v s bara pa de
ursprungliga vektorfialten u och v. Som i férra exemplet sétter vi dirfor

dvu= (OvU)ly .

Precis som i forra exemplet skriver vi tangentvektorer till Y med fetstil och andra vektorer i R?
med vektorstreck. Ortsvektorn 7 for punkten p pa Y med koordinater (z°, 2!) ges da av

F = 2') = 2(a, 7)), + y(a®, V)8, + 2(a%, 2.

Precis som péa enhetssfiren bildar vektorerna

_ o

or
€0 = 0x0 oxl

€= oxl

en bas for 7,Y (eller mer precist: dessa geometriska vektorer i R? identifieras med riktningsderiva-

torna 8%0 och % som bildar koordinatbasen f6r T,Y i detta koordinatsystem).

Vi kan alltsa skriva u = ue, = u“% och v = v affa och da derivering i ett kartesiskt
koordinatsystem sker komponentvis far vi
0 or ou® or o0*r
dyu = v’ — (u® = b
ox?

ozt

b baua 82F c b

a v°.

ozb Hze + 8xb8xau v ozb Ca 8xb8:ccu

Vi noterar att 9y u inte noédvandigtvis ar ett tangentvektorfilt till Y. Som i férra exemplet definierar
vi déarfor riktningsderivatan Vyu som ortogonalprojektionen av dyu pa T,Y och vi ser att forsta
termen redan dr en tangentvektor till Y. Det récker alltsa att ortogonalprojicera den andra.

Metriken g, pa Y definieras gup = €q - € for a,b = 0,1, dér - star for den vanliga euklidiska
skaldrprodukten i R? och om u = ue,, v = ve, € T, Y dru-v = gabu“vb (jamfor konstruktionen
i avsnitt 3.3).
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Lat oss nu studera problemet att hitta ortogonalprojektionen q pa 7,,Y’, av en godtycklig vektor
w € R3 . Observera att basvektorerna ey inte dr ortogonala i allminhet, sa den vanliga projek-
tionsformeln fungerar inte hér. Istéllet utnyttjar vi att vektorn w — q ska vara ortogonal mot 7,,Y
och dérmed mot bada basvektorerna eg, d vs w-eq=q-eq for d =0,1. Daq € T,)Y ér q = ey
vilket ger att q - eq = ey - eg = gdbqb. Kontraktion med g“d ger sedan att

9% eqa = 9" ganq” = 0"¢" = q".

Det giller alltsa att
= eq = "0 - eqg = ¢"w or
¢ =9"q-es=yg i=9 5’

q=q'eq = g"w - 5 Geq.

o%r
Oxboxe

I vart fall ar w = ucv? vilket ger foljande uttryck for Vyu:

ou® % or

_ b ad c. b

Vyu = <v b +g bome gt > €.

Vi vill nu eliminera ortsvektorn 7 fran detta uttryck eftersom det &r den enda delen av uttrycket
som refererar till ett omkringliggande R3. Detta kan goras pa foljande sitt: Betrakta

0ga _ O (Or Or\_ &% or = Or or
ozt 9xb \9zc 9xd)  Oxboxc Oxd  Oxbdrd Oxc’

Permutation av indexen ger sedan att

Ogay 0% ﬁjL o*r  or
ox¢  Oxcdx? Oxb  dxcorb Oxd

och
Ogye  O*r  OF o’r  or

oxd — 0xdoxb  Oxc + 0240z Oxb”

Addera de tva forsta av dessa och subtrahera den tredje sa fas

99ea | Ogap  Ogpe _ , O°F  OF
oxd  dxc¢  9xd T Ooxbdxc Oxd’

dir vi har utnyttjat att Y och dérmed 7 ér av klass C? s& att blandade partiella andraderivator Ar
lika.
Om vi infér beteckningen

a _1 ad 9Ged 9gan . OGbe
e = 29 <8:Ub R T (5:5)
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sa ar alltsa 5
ua
Vyu= <vb b + Fabcucvb> €q.
ox
1'%, kallas Christoffelsymbolerna pa Y och vi observerar att I'%;,. = I'*, sa Christoffelsymbolerna
ar symmetriska med avseende pa de nedre indexen.
Om vi (som tidigare) later v?V,u® beteckna komponenterna till Vyu #r alltsa

ou
b a __
v’Vpu® = <8xb

a

+ Fabcuc> ’Ub

for alla v, varfor det &r lampligt att definiera kovarianta derivatan Vyu® som

ou?

Viu' = Ozt

+ T%ut. (5.6)

Anmirkning: Christoffelsymbolerna

%, = 1 ad (agai 9gav . 8gbc>
c

— oY Oxb + ozx¢  Oxd

utgor ej en tensor. Faktum #r att genom att utnyttja kedjeregeln samt att g°¢ och g.q ir tensorer
kan man visa (Gor detta sjilv som 6vning!) att Christoffelsymbolerna transformeras enligt

fo 0ROl oo

7 9rd azb 9zc ) 9zt 0z° Dadde

vid byte till ett nytt koordinatsystem z%. Observera att forsta termen &r transformationslagen for
en tensor av typ (1,2), men att den andra termen forstas &r nollskild i allménhet.

Ingen av termerna i hogerledet till ekvation (5.6) dr alltsa tensorer, men med hjilp av (5.7),

(2.6) och kedjeregeln kan man visa (Gor dven detta som 6vning!) att hela hégerledet till (5.6) dr

en tensor. Vyu® definierad av (5.6) dr alltsa en tensor precis som vi dnskade. O

(5.7)

Ovning: Enligt forra exemplet ges Christoffelsymbolerna i sfiriska koordinater pa enhetssfiren S
av Iy = —sinfcosh, I''g; = I''1g = cot @ och 6vriga ', = 0. Visa att detta #r precis vad en
direkt beridkning av I'%. fran ekvation (5.5) ger.

Var noga med att inte missa nagon av Christoffelsymbolerna. For en 2-dimensionell yta finns
det 8 st varav nagra visserligen inte adr oberoende av de 6vriga p g a symmetrin ['%,. = "%, O

I nésta avsnitt ska vi definiera kovariant derivata pa en godtycklig mangfald M férsedd med en
metrik g,p. Eftersom ekvationerna (5.5) och (5.6) ger en definition av kovariant derivata som inte
refererar till nadgot omkringliggande R? skulle dessa formler ga bra att direkt generalisera till M.

En sddan definition skulle dock inte vara sérskilt upplysande. P& en godtycklig mangfald som
inte ligger i nagot omkringliggande R™ har vi ju inte ovanstaende geometriska tolkning av ekvatio-
nerna (5.5) och (5.6) som ortogonalprojektionen pa M av den ’'vanliga’ derivatan i R".

Av pedagogiska skl kommer vi dérfor, till en borjan, att karakterisera den kovarianta derivatan
pa M utifran diverse andra egenskaper. Langre fram i ndsta avsnitt kommer vi dock att se att denna
karakterisering &r ekvivalent med ekvationerna (5.5) och (5.6).
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5.4 Kovarianta derivator

Lat nu M vara en godtycklig mangfald med lokala koordinater x® och metrik gq;. Lat u = u® 82!1
vara ett godtyckligt vektorfilt pa M. Vi vill nu definiera en kovariant derivata Vyu® av u®. Som vi
tidigare konstaterat &r g%: ingen tensor i allmidnhet men rimligen bor vil kovariant derivata dnda
ha nagot med vanlig derivata att géra?! En naturlig ansats dr darfor

a

U
Vyu® = pp: + korrektionsterm som gor H.L. till en tensor,
x

och fragan &r hur korrektionstermen ska se ut.

En viktig egenskap hos andra typer av derivator &r linearitet och om vi vill att kovariant derivata
ska vara linjar i u® har vi inget annat val &n att lata korrektionstermen vara linjar i u®. Dessutom
vill vi att Vyu® ska vara en tensor av typ (1,1). Vi definierar dérfor
Definition 5.5. Om

ou®
Viu' = o5 + Teu’ (5.8)
ar en tensor av typ (1,1) kallas Vyu® en kovariant derivata av u®. Koefficienterna I'%,. kallas
en forbindelse. Vidare, om v = v aga ar ett godtyckligt vektorfilt kallas vektorfiltet Vyu med
komponenter

(Vyu)? := 0" Vyut

for riktningsderivatan av u® med avseende pa v?.?

Antag att Vyu® édr en kovariant derivata. Vi vet sedan tidigare att g%: inte 4r en tensor sa

det foljer att I'*,. inte kan vara en tensor heller. Om vi byter till ett nytt koordinatsystem Z* och
utnyttjar att bade u® och Vyu® uppfyller transformationslagarna for tensorer sa kan vi hérleda en
transformationslag for forbindelsen I'%,.. Vi far

SATS 5.6. Vyu® = %—I-F“bcuc dr en tensor om och endast om I'*,. uppfyller transformationslagen

0z 9x¢ oz’ _, O0xd 9z¢ 9%z

[ = =, = 2 2 (5.9)
dxd 0zt Oz 0zt dzc dxdoxe

Bevis. Ovning. O

Anmirkning: Observera att transformationslagen (5.9) dr identisk med (5.7). O

(* Om du har last kapitel 4 behéver vi undanréja ett mojligt missforstand. Betrakta avbildningen
(aa,vb,uc) —> Fijkaivj uk dir o dr komponenterna till kovektorn a, o s v. Denna avbildning &r
forstas linjér i alla sina argument och dérfor, enligt Definition 4.14, en tensor. Samma sak géller

SHir varierar terminologin mellan olika skrifter igen. Som tidigare nimnts kallas v®V,u® i vissa skrifter for kova-
rianta derivatan av u” med avseende pa v? och V, kallas d& en forbindelse. Koefficienterna I'“;,. kallas i detta fall
forbindelsekoefficienter.
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forstas for avbildningen (o, v?) — 8iozzvf Bada termerna i (5.5) &r alltsa tensorer vilket strider
mot det som sas ovan.

Denna motségelse dr dock bara skenbar. Den dr en konsekvens av skillnaden i synsétt mellan
kapitel 4 och 6vriga kapitel. Med synsiéittet i kapitel 4 &r det helt korrekt att 8“ med komponenter
% i koordinatsystemet ! dr en tensor. Denna tensors komponenter i ett annat koordinatsystem
' ges dock av

0z' ozt ouF  out
Oxk 0z ozt " Oz
enligt transformationslagen (2.11) fijr en tensor av typ (1,1).

Med detta synsétt dr alltsa bade och komponenter till tensorer, men de &r komponenter
till olika tensorer. Med samma resonemang 1nser man att F’]k och T jk ocksa blir komponenter till
olika tensorer.

Sammanfattningsvis: Med synséttet i kapitel 4 &r alltsa bada termerna i ekvationen Vyu® =

% + I'*p.u€ visserligen tensorer men om vi byter koordinatsystem, sa att

ou®

Viut = Viat =

+ Fabcﬂc

sa dr termerna i detta uttryck helt andra tensorer &n termerna i vart ursprungliga uttryck.

Forvirrande? Kanske det, men hér finns ocksa en viktig lirdom att dra. En matematisk teori &ar
nagot som vi sjélva bygger upp genom de definitioner vi goér. Dessa definitioner far konsekvenser,
och dessa kallar vi satser. Hade vi definierat vara begrepp pa nagot annat sitt hade vi ocksa fatt
andra satser. Detta betyder att det inte finns nagot ’korrekt’ sitt att definiera ett matematiskt
begrepp, t ex en tensor. Det betyder bara att vi far leva med den definition vi véljer och halla till
godo med de satser och resultat vi faktiskt kan bevisa.

Den till synes naturliga fragan *Men hur #r det egentligen? Ar I'%,. en tensor eller €j?’ dr alltsa
felstdlld. Med synséttet i kapitel 4 ar svaret 'ja’ och med synséattet i 6vriga kapitel ar svaret 'nej’
och detta dr ingen motséigelse utan en konsekvens av att vi byggt upp teorin pa lite olika sétt i de
bada framstéllningarna. *)

Av transformationslagen (5.9) foljer att om vi vet I'%,. i ett koordinatsystem z?, sa vet vi ocksa
hur T'%,. ser ut i ett godtyckligt koordinatsystem z?®. Diremot &r I'%,.:s virden i det ursprungliga
koordinatsystemet x fortfarande helt godtyckliga. Kovarianta derivatan av u® ar alltsa langt ifran
att vara entydigt bestimd av Definition 5.5 eftersom denna definition innehéller n? (déir som vanligt
n = dim M) helt godtyckliga funktioner. Vart nésta projekt blir dérfor att ligga pa ytterligare
villkor pa Vj sa att denna (och dirmed I'%;.) blir entydigt bestdmd.

Vi borjar med en definition.

Definition 5.7. T%,. = I'*,. — I'*., kallas torsionstensorn till forbindelsen I'?...

Vi ser att torsionstensorn dr antisymmetrisk i sina nedre index, d v s T%,. = —T%4. Om nu
T%,. inte &r en tensor sa ar detta en mycket dalig definition. Det &dr darfor sikrast att verifiera att
T%. verkligen dr en tensor innan vi gar vidare.
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Proposition 5.8. Torsionstensorn T%. = I'%. — "%y, dr en tensor av typ (1,2).
Bevis. Vid byte till nya koordinater % ger transformationslagen (5.9) att
0" 0x° 0! |y Ox'Ox Fat  9at0ul ou | Ou Out Ot
ozd 0z ozc I 0zt 9zc 9xl9xc  Oxl ozc 9zb 1¢ T Ozc 97 Dwcdxd
oz 9z¢ 9z [, d o1 9x¢ dx' _,
= 5 7 a-7 o= (F ef_F fe)_

Ox® Ozt oxe

Tabc = Fabc - 1—\acb =

~ ozd ozt oze” D
d v s T, uppfyller transformationslagen fér en tensor av typ (1,2). O

I Exempel 5.3 och 5.4 beriiknade vi explicita uttryck for ['*y. under antagandet att kovariant
derivering ges av 'vanlig’ derivering i R? fljt av ortogonalprojektion pa ytorna S respektive Y. I
bada fallen blev I'*y. symmetrisk, d v s I'*,. = "%, vilket innebér att torsionstensorn 7%, = 0 i
bada dessa exempel. Det dr darfér naturligt att kriva att 7%, = 0 4ven pa en allmidn mangfald.

Sa smaningom kommer vi ocksa att kriava att 7%, = 0 och alltsa inskrénka oss till att studera
symmetriska forbindelser, men lat oss vénta en liten stund med att ladgga pa detta krav. Torsions-
tensorn dyker ndmligen upp i en del andra sammanhang och det dr instruktivt att se hur.

Lat Y och Z vara tva vektorfilt med komponenter Y respektive Z¢. Kommutatorn (se Defini-
tion 2.14) [Y,Z] av Y och Z definierades av att [Y,Z] (f) = Y (Z(f))—Z (Y (f)) for alla funktioner
f. Enligt Sats 2.15 &r [Y, Z] ett vektorfilt med komponenter

XA p 0Y®

Y., Z|*=Y"— — .
Y, 2] Oxb Ozt

och det géller att [Y,Z] = — [Z,Y].

Kommutatorn till Y och Z &r alltsa ett nytt vektorfilt som &r antisymmetriskt 1 Y och Z dess
komponenter bildas fran forstaderivatorna av Y® och Z¢. Observera att precis samma sak kan ségas
om vektorfiltet VyZ — VzY, med komponenter YV, Z¢ — Z°V, Y%, och det dr naturligt att fraga
sig om det finns nagot samband mellan dessa vektorfilt. Lat oss dirfor betrakta

0Z" oy
YOIV Z4 — 2PV Y = YO 4 T Y2 — 20— T, 20V
Oz Ox
0z" oy
— wa _ wa + Fabcybzc o Facbzcyb — [Y, Z]CL + Tachch~

Det géller alltsa att
T%Y Z¢ =YV, 2% — Z2°V,)Y* — [Y,Z2]",

for alla Y? och Z°¢. Detta visar

Proposition 5.9. Om torsionstensorn T%. =0 d v s om I'%,. dr symmetrisk sa galler att
VyZ —-VzY =[Y,Z]
for alla vektorfdlt Y och Z. I komponenter:
YV, 20 — 2PV, Y = [Y,Z)".
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Hittills har var kovarianta derivata V;, bara verkat pa vektorfalt men vi vill férstas kunna
derivera tensorfilt av godtycklig typ. For att en sddan utvidgning ska bli entydig maste vi stélla
lite krav pa V, och foljande krav verkar naturliga:

e Additivitet: Vo (S +T) = VoS + V, T for godtyckliga tensorfilt S och T.
e Leibniz regel: V,(ST) = SV,T +TV,S for godtyckliga tensorfilt S och T.
e V, kommuterar med kontraktion. T ex ska det alltsa gélla att

Vo(T3?) = kontraktionen av V, T} éver indexen b och c.

o V.f = 59 xJ; = differentialen av f for alla skaldra funktioner f.

Observera att det sista kravet &r Definition 2.7 och alltsé inget nytt. Vi tar med det i denna lista
for fullstdndighets skull. Observera ocksa att homogenitet (och ddrmed linearitet) dr en konsekvens
av dessa krav.

Givet I'*,. bestdmmer dessa krav samt ekvation (5.8) entydigt hur V, verkar pa ett godtyckligt
tensorfalt. Vi hérleder ett uttryck for derivatan av ett godtyckligt kovariant tensorfilt o,. Lat u®
vara ett godtyckligt vektorfilt. P g a kraven ovan géller da

a a
Vi(aqu®) = u*Vyae + agVyu® = u*Vya, + aaw + oI’ = u*Vyay + aa@ 4 a I ut.
A andra sidan #r o, u® en vanlig skalir funktion vilket ger
ou® foJe
ay __ a\ __ a a
Vb(aau ) = w(aau ) = aa@ +u W
Identifikation av dessa uttryck ger nu att
0
uVyag = u“% — I'poacul,
for alla vektorer u®. Det foljer att
Oa
Ve, = 872 — I (5.10)

Vi kan nu hérleda &nnu en viktig egenskap hos torsionstensorn. Lat f vara en godtycklig funktion
och betrakta den kovarianta andraderivatan

8f>_ o*f c Of

ValVef) = Va <8xb T 9z0dxb Fab dze

Den blandade kovarianta andraderivatan ges alltsa av

P e OF P L. 9

a - a)l = — 1 oa - % =
(VaVe = Vi Va) f 0zr2Qxb Yoxe  0db0zs | " Pac

chavcﬁ

vilket bevisar
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Proposition 5.10. Om torsionstensorn T%. =0 d v s om I'*,. dr symmetrisk sa gdller att
VoV f = ViV f (5.11)
for alla funktioner f av klass C?.

Vi sammanfattar det vi hittills vet om torsionstensorn 1%, = I'*p. — I'® -

e Om Y ir en yta i R? och riktningsderivatan av ett vektorfilt definieras som ortogonalprojek-
tionen pa T,Y av den ’vanliga’ riktningsderivatan i R3 sa blir férbindelsen I'%,. symmetrisk,
d v s torsionstensorn 1T'%,. = 0.

e Om I'%,. ar symmetrisk sa att torsionstensorn 1T%,. = 0 sa géller
VyZ —-VzY =Y, Z]
for alla vektorfilt Y och Z, d v s
YV, 2% — 2PV, Y = [Y, Z]°
enligt Proposition 5.9.

e Om I'*, &r symmetrisk sa att torsionstensorn T%,. = 0 sa giller
VoV f = ViV f
for alla funktioner f av klass C2, enligt Proposition 5.10.

Vi ser att vi har starka skl att kridva att forbindelsen I'. &r symmetrisk sa att torsionstensorn
T%. = 0. Lat oss déarfor fran och med nu anta att alla forbindelser I'%,. dr symmetriska om inget
annat séigsG.

Antalet oberoende okinda komponenter i I'%,, minskar da fran n?3 till w

Vi har hittills undersékt hur kovarianta derivatan V, verkar pa kontra- respektive kovarianta
tensorer av rang 1. Lat oss ga vidare till tensorer av hogre rang, t ex en tensor 7% av typ (2,0).
Lat oss forst titta pa ett specialfall, nimligen en tensor pa den enkla formen 7% = u®*v® dir u® och
v dr godtyckliga vektorfilt.

Leibniz regel ger da

b

0
+ Pacdud> 4ol (azc i Fbcdvd)

ou®

oz
aTab

- 0x°¢ Ox¢
51 allmén relativitetsteori &r forbindelsen alltid symmetrisk, men det har gjorts forssk att generalisera allméin

relativitetsteori genom att tillata nollskild torsion, t ex i sa kallad Finstein-Cartanteori. Se t ex Penrose-Rindler:
Spinors and spacetime, vol 1.

V.Y = Vc(uavb) = "'Vou® + uVoal =o? (

(uavb) + Facdudvb + Fbcduavd — + Fachdb + Fbchad.
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Vi observerar att hogerledet ér additivt (t o m linjért) i T och da en godtycklig tensor 7% kan
skrivas som en summa av dndligt manga tensorer av ovanstaende enkla form (se till att du inser
varfor!) foljer det att

T’

Tab —
Ve ox°

+ % T% 4+ 10,10, (5.12)

for alla tensorer 7% av typ (2,0).

Anmiirkning: Det ir visserligen s att en given tensor 7% kan skrivas som en dndlig summa av
termer pa formen u®® pa manga olika sitt, men det &r inte svart att visa att (gor girna detta
sjilv som 6vning!) hogerledet i ekvation (5.12) ger samma resultat i alla dessa fall. O

Observera strukturen i denna formel. Om du héller fér indexet b och bara lidser de tva forsta
termerna &r formeln identisk med formeln (5.8) for kovarianta derivatan av ett vektorfilt 7. Om
du istéallet haller for indexet a och ldser forsta och tredje termen fas istéllet kovarianta derivatan
av ett vektorfalt T°.

Forutom den partiella derivatan av T far vi alltsa tva termer i vilka forbindelsen I'%,. kontra-
heras med ett av T:s index i taget.

Samma monster upprepas om vi istéllet deriverar en tensor av typ (0, 2).

Ovning: Visa att
0Ty
ox¢

for alla tensorer Ty, av typ (0,2). Kovarianta derivatan av en tensor av godtycklig typ foljer ocksa

chab = - chaTdb - chbTada

samma monster:
SATS 5.11. Om T%, 4 dr ett godtyckligt tensorfilt sa gdller

aTa...bcmd

...b _
veTa c...d — e

+ FaefoMbc...d +...+ 11befTamfc...d - 1_‘fecTambf...al R FjcedTambc...f-
(5.13)

5.5 Parallelltransport samt enhetssfiaren, del 5

I var strdvan att gora forbindelsen I'%;. entydigt bestdmd har vi sa héir langt bestdmt oss for att
', ska uppfylla transformationslagen (5.9) samt vara symmetrisk I'*;. = I'*;, vilket lamnar I'%,
med % frihetsgrader (dér som vanligt n = dim M).

I detta avsnitt ska vi ldgga pa ytterligare villkor pa I'%,. och ddrmed uppna malet entydighet.
Vi ska darfor se pa ett geometriskt exempel for att hitta lampliga villkor.

Exempel 5.12. Betrakta R™. Lat 2% vara kartesiska koordinater pa R™ och lat v : 2% = x%(7)
vara en kurva i R". Vektorfiltet X* = ddi: dr da en tangentvektor till ~.

Lat p vara en punkt pa 7. Om ug ar en tangentvektor i p kan denna vektor, pa ett naturligt
séitt, parallelltransporteras (d v s parallellférflyttas) lings . Vi erhaller pa detta sétt ett vektorfilt
u pa vy sadant att u|p = ug och vektorfiltets komponenter u® i det kartesiska koordinatsystemet
z®, ar konstanta ldngs ~.
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Observera att om vi byter till godtyckliga koordinater Z% sa blir u:s nya komponenter a® inte
nodvindigtvis konstanta. Konstanta komponenter ér dérfor inte ett koordinatoberoende sétt att
karakterisera ett parallelltransporterat vektorfilt.

Vi vill nu hitta en karakterisering av ett parallelltransporterat vektorfilt som inte forutsétter
kartesiskt koordinatsystem. Lat darfor u vara ett vektorfilt pa v med komponenter u® i koordinat-

. . B - P . du® _
basen till . Om u® &r parallelltransporterat lings « &r alltsa u® konstanta pa v, d vs %~ = 0.
Kedjeregeln ger da att
du®  dxb ou® b
= = — = X"0pu" & Oxu=0.
dr dr Oxb v xu

I R”™ giller alltsa att ett vektorfilt u med komponenter u® i ett kartesiskt koordinatsystem &r
parallelltransporterat langs en kurva v med tangentvektor X om och endast om riktningsderivatan
av u med avseende pa X &r noll, d v s dxu = 0. O

Detta sista resultat lampar sig vil for generalisering till en godtycklig mangfald:

Definition 5.13. Om V. dr en kovariant derivata pa en godtycklig mangfald M ségs vektorfiltet
u® vara parallelltransporterat 1ings en kurva v C M med tangentvektor X¢ om XV u® = 0.

Med denna definition kan ocksa en vektor i en punkt p € v pa ett entydigt sdtt parallelltrans-
porteras lédngs -y:

SATS 5.14. Givet en tangentvektor ug i en punkt p pa en kurva v med parametrisering x* = x(1)
sa finns ett entydigt bestdmt vektorfdlt u® pa ~y sadant att u®|, = ug och u® dr parallelltransporterat
langs ~.

a|p

Bewvis. Enligt definitionen av parallelltransport ska det gélla att

dz¢_ , dz® [(Ou®
0= Ve =4 (axc

du® dz*

re b,
dr T e dr Y

+ I‘abcub> =

Funktionerna u® 16ser alltsa ett linjéart differentialekvationssystem och da dven ett begynnelsevillkor
(dvs u?, = uf) ir givet foljer det av teori for differentialekvationer att 16sningen &r entydig. u®
bestiams alltsa entydigt av de givna villkoren.

Detta visar satsen i fallet att hela v ligger i nagon 6ppen méngd som kan beskrivas med ett
enda koordinatsystem. Det aterstar alltsa att undersoka fallet att v dr for ’lang’ sa att det inte
finns nagon sadan 6ppen méingd. Vi ndjer oss med att skissa den delen av resonemanget.

Lat q € v vara godtycklig och betrakta den del av v som férbinder p och g. Dela upp denna del
i éverlappande bitar som var och en ligger i sadana dppna méingder. Man kan visa att det récker
med &ndligt manga sadana bitar.

Ovanstaende resonemang visar nu att u§ kan parallellférflyttas lings den forsta av dessa bitar pa
ett entydigt sitt. Da forsta och andra biten 6verlappar kan ddrmed parallelltransporten fortséittas
entydigt ldngs andra biten o s v.

Detta visar att parallelltransport &r vildefinierad och entydigt bestdmd mellan p och den god-
tyckliga punkten ¢ och satsen foljer.

O
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Anmirkning: Ovanstaende resultat maste tolkas med viss forsiktighet om ~ skér sig sjilv, d v s
om z%(11) = x%(72) for nagra 71 # 7o. Noga riknat blir da u® vildefinierat och entydigt bestamt,
sett som funktion av 7 men det &r fullt mojligt (t o m hogst troligt) att u® inte blir en viildefinierad
funktion av punkterna pa -, ndmligen genom att u®(m) # u®(72) trots att parametervirdena 7
och 75 svarar mot samma punkt pa .

O

En konsekvens av detta dr att parallelltransport ofta &r beroende av vigen.

Exempel 5.15. (Enhetssfiren, del 5) Betrakta enhetssfiaren S och lat p, ¢ och r vara punkterna
med kartesiska koordinater (z,vy, z) = (1,0,0), (0,1,0) resp. (0,0,1). Lat v, vara kvartscirkelbagen
fran p till r.

Da &r vektorn €, tangent till 3 i p. Om denna vektor parallelltransporteras lings ~; till r
resulterar detta i vektorn —e, i r. Detta kan rédknas ut med formeln ovan eftersom vi hérlett
uttryck for Christoffelsymbolerna i Exempel 5.3, men det bor ocksa vara intuitivt klart. Om inte,
las igenom tankeexperimentet som borjar direkt efter detta exempel innan du fortsétter.

Lat nu ~» och 3 vara kvartscirkelbagarna fran p till ¢ resp. fran ¢ till 7. Om vi parallelltrans-
porterar €, i p langs 7o fas pa samma sétt vektorn €, i ¢ och om denna parallelltransporteras langs
73 fas vektorn —e, ir, d v s inte samma vektor som nér vi parallelltransporterade e, i p till punkten
r langs kurvan ;. Parallelltransport &r alltsa beroende av vigen mellan p och r.

Betrakta nu parallelltransport ldngs den slutna kurvan —v; + 2 + 3. Starta med vektorn —e,, i
punkten r. Parallelltransport av denna léngs —v1 ger enligt ovan vektorn e, i p och parallelltransport
langs v2 + 73 ger enligt ovan vektorn —e, # —é, ir.

Det resulterande parallelltransporterade vektorfaltet ar alltsa inte dr entydigt bestamt av punk-
terna pa v := —vy1 + y2 + 3, men vil av parametervdrdet 1 en tdnkt parametrisering av . O

LAt oss nu gora ett tankeexperiment. Vi ser pa specialfallet att Y #r en 2-dimensionell yta i R3
och vi ténker oss att vi véljer ut en tangentvektor ug € 7Y dér p € Y och parallelltransporterar
den léings nagon kurva v med tangentvektor X* genom p. Enligt satsen ovan far vi da ett entydigt
bestdmt vektorfilt u®, definierat pa ~ sadant att ua]p = ug och X?Vyu® = 0 pa hela 7.

Enligt den geometriska tolkningen av kovariant derivata pa en yta i Exempel 5.4 betyder denna
ekvation att den ’vanliga’ derivatan i R3 av u® 6verallt #r ortogonal mot Y, d v s sett som ett
vektorfilt i R3 kommer u® endast att variera sa att u® ’foljer med’ alla ojimnheter lings v och
hela tiden forblir tangentiell till Y. u® far alltsa inte variera pa nagot annat sétt.

T ex kan vi tédnka pa Y som ett landskap fullt av berg och dalar och pa v som en vig genom
landskapet. Om vi dessutom ténker pa en bil som kor med helt jimn fart lings viigen v kan vi
ténka pa vektorfiltet u® som nagot avlangt foremal (t ex en brida) fastsatt pa bilens tak.

Jag slar vad om att om du skulle titta pa bridan fére och efter parallelltransporten skulle du
bli mékta forvanad om briadans lingd hade dndrats under parallelltransporten. Lika forvanad tror
jag du skulle bli om du istéllet spikade ihop tva briddor sa att de bildar en vinkel o mellan sig, och
sedan fann att den vinkeln &ndrats under parallelltransporten.

Ett annat sidtt att sdga ovanstaende &r att vi forvéantar oss att parallelltransport ska bevara
langder och vinklar, d v s parallelltransport ska bevara skaldrprodukter. Vi vill nu underscka om
denna forvintan dr sann och féljande lemma &r da till hjélp:
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Lemma 5.16. Om Y dr en yta i R? dr foljande ekvivalenta:

e Parallelltransport bevarar skaldrprodukter pa 'Y, d v s om y c'irb en godtycklig kurva pa'Y med
parameterframstillning 2 = x%(1) och tangentvektor X° = dd% s dr ggpyu®v® oberoende av T

om X°Vyu® = X*Vyv® =0 pd hela v, d v s om u® och v° dr parallelltransporterade lings .
e Vegw =0 pd hela Y
Bevis. Lat p € Y och lat v vara en godtycklig kurva genom p. Da ger kedjeregeln att

dz¢ 0

a,by _ ¥ Y
)= dr 0x°

d
—(gapuv

7 (gabu“vb) = Xcuavbvcgab + gabvacVCu“ + gabu“XCVCUb,
-

och vi ser att de tva sista termerna #r noll eftersom bade u® och v® &r parallelltransporterade lings
7. gapuv® dr alltsa oberoende av 7 om och endast om

Xcuavbvcgab =0,

for alla u® och v® som #r parallelltransporterade lings v. Detta ér sjilvklart uppfyllt om V,.ge = 0
vilket visar ena riktningen.

For att visa andra riktningen anvinder vi Sats 5.14. Enligt denna foljer att Xu®v®V gq, = 0
for alla tangentvektorer u® och v* i p d v s X°Vegs = 0 i p och da ~ var godtycklig foljer att
Vegap = 01 p som ocksa var godtycklig och lemmat foljer. O

Ett nédvéandigt och tillrackligt villkor for att parallelltransport ska bevara skaldrprodukter &r
alltsd att V.ga = 0 pa hela R®. Men med hjilp av Sats 5.11 och ekvation (5.5) kan vi beriikna
Vegap (Gor detta sjilv som 6vning!).

Man finner da att villkoret V.gq, = 0 faktiskt #r uppfyllt Gverallt i R® och parallelltransport
bevarar alltsa skalarprodukter, som férvéntat.

P& en allmin mangfald M gor vi déarfor féljande definition:

Definition 5.17. En forbindelse I'%. sigs vara metrisk om den tillhérande kovarianta derivatan
V. uppfyller V. g, = 0 6verallt pa M.

Av resonemanget ovan foljer

SATS 5.18. PdenytaY i R? dr forbindelsen given av Christoffelsymbolerna (d v s ekvation (5.5))
bade metrisk och symmetrisk.

Malet med hela denna diskussion var att hitta lampliga villkor pa férbindelsen I'%,. som gor
den entydigt bestdmd. I och med foljande sats &dr detta mal natt.

SATS 5.19. Pa en godtycklig mangfald M finns en entydigt bestamd metrisk och symmetrisk
forbindelse. Denna ges av Christoffelsymbolerna

1 09ea | Ogar  Ogn,
e, == ad c . c .
be =59 <6$b T oue T Dad
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Beuvis. Detaljerna i beviset ldmnas som 6vning, men foéljande stolpar kan vara till hjalp

e Borja med entydigheten. Antag alltsa att I'%,. dr symmetrisk och metrisk sa att V,.gq., = 0.

o Los ut %%‘c” ur detta samband.

99be
Oxd

99ca  Ogan _
o Teckna F5t, & och

med hjélp av detta samband och addera.

e Los ut I'*,, ur detta samband. Var noga med att visa att 16sningen &r entydig. Detta visar
entydigheten.

e For existensen, lat uttrycket fran forra punkten definiera I'%;,.. Visa sedan att I'%p. = 1'%
och V.g. = 0 foljer av denna definition.

O]

Definition 5.20. Den entydigt bestdmda metriska och symmetriska férbindelsen given av Christof-

felsymbolerna
ra, — 1 44 (3gcd gar 3gbc>

2 oxb = 9z Oxd

kallas Levi-Civita-forbindelsen.

Anmirkning: Om I'%,. dr Levi-Civita-forbindelsen sa foljer det, med samma resonemang som
i beviset av Lemma 5.16 att motsvarande parallelltransport (given av Definition 5.5) bevarar
skalarprodukter. O

(* Noga riknat har vi bara visat att Levi-Civita forbindelsen existerar och &r entydigt bestdmd
om hela M kan beskrivas av ett och samma koordinatsystem. Om detta inte gar visar ovanstaende
resonemang bara att Levi-Civita férbindelsen existerar lokalt.

Resonemanget kan dock modifieras lite grand, och visar da att sa linge metriken sjilv ar globalt
definierad (d v s definierad pa hela M) sa blir ocksa Levi-Civita férbindelsen det. Se t ex do Carmo:
Riemannian Geometry. )
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Kapitel 6

Geodeter

6.1 Inledning

Bland alla kurvor i R™ har de réta linjerna en sérstéllning. De ér de enda kurvorna med egenskapen
att om p och ¢ ér tva punkter pa kurvan och u och v &r tangentvektorer till kurvan i p respektive ¢
sa dr u och v med nodvindighet parallella. I detta avsnitt ska vi generalisera denna egenskap hos
rata linjer till godtyckliga mangfalder. De kurvor vi da far kommer att kallas geodeter.

6.2 Geodeter

Betrakta R™ forsett med ett kartesiskt koordinatsystem z% och en metrik g,; som far vara av
godtycklig signatur. En rit linje L i R™ &r som bekant en kurva med parametrisering 2% = k%7 +m?,
dar k%, m® &r konstanter sadana att minst ett k% # 0.

Observera att med denna parametrisering blir kurvtangenten given av C{f—: = k® ett konstant,
nollskilt vektorfalt lings L. Omvént: Om kurvtangenten % = k% ar konstant och nollskild foljer

det att =% = k% 4+ m® for nagra konstanter m®. Detta visar

Proposition 6.1. En kurva L i R™ dr en (del av en) rdt linje om och endast om kurvtangenten

% = k% dr ett konstant och nollskilt vektorfdlt lings L.

Anmairkning: I fortsédttningen kommer vi ofta att betrakta olika sétt att parametrisera en given
kurva I'. Om x® = (o) &r en parametrisering av en kurva I' och vi infér en ny parameter 7 genom
o = o(7) kommer vi att inskridnka oss till att betrakta fallet att bade funktionen o(7) och dess
invers #r av klass C'. Detta innebér speciellt att o’(7) # 0 6verallt pa T' (Varfor?). O

Lat ® = (o) och x® = x*(o (7)) vara parametriseringar av samma rita linje L och betrakta
tangentvektorn %. Kedjeregeln ger da att % = Cilx—;a’ (r)dvs ‘ilx—: ar en konstant vektor om och
endast om o'(7) ér en nollskild konstant.

Tva godtyckliga parametrar 7 och o sadana att bada tangentvektorerna d(% och ‘{f—: ar noll-
skilda, konstanta vektorfilt, uppfyller alltsa sambandet o = ar 4+ b dér a # 0 och b ar konstanter.
Ett sadant samband kallas affint. Vi gor déarfor foljande definition:

91
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Definition 6.2. Lat x® = z%(7) vara en parametrisering av en rét linje L i R". 7 séigs vara en

affin parameter till L om tangentvektorn % ar en konstant vektor.

Resonemanget ovan visar da att
Proposition 6.3. Om z® = x%(7) dr en parametrisering av en rdt linje L i R™ och T dr en affin
parameter sa ges alla affina parametrar o till L av 0 = at + b ddr a # 0 och b dr konstanter.
Observera att om 2% = (1) ar en affin parametrisering av en rit linje L sa att X* = df—: ar
konstant pa L sa ar Crl 0 dvs

dr?
d%z® d (dx® de® 0 [ dz®
0= =% = — =7 = X9, X°.
dr?  dr < dr > dr Qzb < dr > b
Foljande galler alltsa:
Proposition 6.4. Om den rdita linjen L har parametriseringen x* = z%(7) och X% = % sa dr
da®

T en affin parameter om och endast om X°0,X* =0 d v s om linjens tangentvektor X® = - ar
parallelltransportertad lings L.

Detta resultat foljer ocksa direkt av utredningen i Exempel 5.12.
Nu &r det forstas ingen naturlag att linjer maste parametriseras med affina parametrar, sa lat
oss understka vad som giller f6r en godtycklig parameter. Lat dérfér * = 2%(o) vara en affin

Cgf; = 0. Infoér en ny, godtycklig, parameter 7 genom

parametrisering av en rit linje L s& att
parameterbytet o = o(7).
x® = 2% o (7)) 4r da en ny, inte nédvindigtvis affin, parametrisering av L. Kedjeregeln ger

>z d dx® dz® A’z (1) dz®
dr2 ~ dr <0/(T) do > N UU(T)E +o'(7)’ do? o'(r) dr

Om X¢ = % géller alltsa att

d2z B o () dz® B (1)

dr2  o/(r) dr  o'(7)

a

X9, X% =

Detta visar ena riktningen av féljande resultat:

Proposition 6.5. % = z%(7) dr en parametrisering av en rdt linje om och endast om det finns en
funktion \(T) sadan att vektorfiltet X* = % uppfyller X9, X = \(7)X°.

Anmérkning: Ett ekvivalent séitt att skriva detta villkor &r d;f; = ()42, O

o’ (1)

o'(1) "

Bevis. =) Foljer direkt av ovanstaende genom att sétta A\(7) =
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<) Observera att vi dr klara om vi hittar ett parameterbyte o = o(7) sadant att Ci;‘; =0
Enligt rdkningarna ovan géller att
d%z® dx® d%x® dx® dx® d%z®
_ yb _ o / 2 / o / 2
A1) X = X0, X = 2 =0 (1) o +o'(71) 107 < MNT1)o (7)% =0o"(7) o +o' (1) R

Lat A(7) vara nagon primitiv funktion till A(7) och sitt o/(7) = €M), Da ar o’ (1) = A7)0’ (7)

P’ — () och resultatet foljer. O
do

vilket ger

Vi skulle alltsa kunna ha tagit ekvationen X?9,X? = \(7)X?, dir X° = %, som definition av
en rét linje. Villkoret for att linjen hade varit affint parametriserad hade da varit att A(7) = 0.

Detta alternativa sétt att definiera en rit linje gar naturligt att generalisera genom att 0,, d v
s den kovarianta derivatan i R™ ersétts med den kovarianta derivatan V, pa en allmédn mangfald.
Namnet 'rédt linje’ &r dock (som vi ska se) oldmpligt i detta sammanhang. De réta linjernas mot-
svarigheter pa en allmin mangfald kommer att kallas geodeter:

Definition 6.6. En kurva I' med parametrisering % = z%(7) och tangentvektor X = % kallas
en geodet om det finns en funktion A(7) sadan att X®V, X% = \(7)X®. Vidare séigs 7 vara en affin
parameter om A(7) = 0.

Anmirkning: Om z® = z%(7) #r en affint parametriserad geodet T' &r alltsa X°V, X% =0,d v s
kurvtangenten X dr parallelltransporterad ldngs I'. Rékningar liknande de som redan gjorts ovan
visar ocksa (genomfor detaljerna sjéilv som 6vning) att o dr en annan affin parameter lings I' om
och endast om o = at + b fér konstanter a # 0 och b. O

Om I dr en affint parametriserad geodet &r alltsa dess tangentvektor X @ parallelltransporterad
lings I'. Enligt anmérkningen direkt efter Definition 5.20 dr alltsa skalirprodukten gq,,X*X? kon-
stant lings I'. Detta innebér speciellt att om g, X*X? > 0 i nagon punkt p € T' s dr g X*X? > 0
lings hela I'. Med andra ord: Om vektorfiltet X ar tidsartat i ndgon punkt pa I' sa dr X* tidsartat
langs hela T'.

Vi kontrollerar vad som hénder om T ej ir affint parametriserad, d v s om XV, X = \(1) X
Produktregeln samt kedjeregeln ger da

% (gux2x?) =

dx*
dr

v, (gabXaXb) — X g (vacxa + X“Vch> = 2\(7T)gup X0 XY,

dér vi ocksa har anvént att forbindelsen &r metrisk. Denna forsta ordningens linjdra differenti-
alekvation kan 15sas med integrerande faktor, vilket ger g, X*X? = Ce2M7) dar A(T) &r nagon
primitiv till A(7) och C &r en godtycklig konstant.

Om nu X #r tidsartad, d v s g X*X? > 0, i nagon punkt pa I foljer att C' > 0 sa g X*X? > 0
pa hela I'. Aven om I inte ér affint parametriserad géller alltsa att X #r tidsartad pa hela T’ om
X% ar tidsartad i nagon punkt pa I'.

Fallen att X &ar rumsartad eller en nollvektor i nagon punkt pa I' kan forstas behandlas pa
liknande sétt, vilket visar
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SATS 6.7. Om z* = x%(7) dr en parametrisering av en geodet I' pa en godtycklig mangfald M dr
X = % antingen tidsartad pa hela T, rumsartad pa hela T' eller en nollvektor pa hela T'.

Beroende pa vilket av dessa fall som géller sidgs I' vara en tidsartad geodet, rumsartad geodet
eller en nollgeodet.
Anmirkning: Om I dr en rumsartad eller tidsartad geodet ar alltsa X = % = 0 i alla punkter
pa I'. Vi kommer i fortséttningen att kriava att detta villkor &r uppfyllt &ven om I' &r en nollgeodet.
Pa detta sdtt undviker vi en del onddiga och ointressanta komplikationer. O

Om vi vill bestdimma geodeterna till en given mangfald ar det praktiskt att skriva om defini-
tionen lite grand. Betrakta dérfor

ar ot Car ) P ) = Car ) T i T e T
Detta visar

SATS 6.8. x% = z%(T) dr en parametrisering av en geodet om z®(T) uppfyller

d%z® da® dx° dx®
IMpe— =) , 6.1
dr? 1% dr dr (7) dr (6.1)
for nagon funktion X(1). Vidare dr T en affin parameter om och endast om
d?z® dab dxt
—— + I %e— =0. 6.2
dr? 1% dr dr (6.2)

Ekvationerna (6.1) och (6.2) brukar kallas den geodetiska ekvationen'. Observera ocksa att i
R"™ med ett kartesiskt kordinatsystem z® &dr ', = 0 sa de geodetiska ekvationerna Gvergar till
d;f; = )\(T)% respektive d;f; =0, d v s samma ekvationer som vi arbetade med i den inledande
diskussionen ovan.

En viktig egenskap hos réta linjer i R"™ &r att givet en punkt p € R™ och en vektor vy i p sa finns
det en entydigt bestédmd rét linje genom p som &r parallell med vy. Vi ska nu se att ett liknande
resultat géller for geodeter pa an allmédn mangfald.

Lat p € M vara godtycklig och lat zj, vara p:s koordinater. Lat vidare vy vara en godtycklig
vektor i p och betrakta begynnelsevirdesproblemet

d?z® a dzb dxc

a0z T 1 g s 0
r%(0) = =z
dz® _ a
do (0) - UP

Enligt teori for differentialekvationer har detta problem en entydig 16sning z%(o) definierad i
(atminstone ett litet) 6ppet intervall kring 0.

!Ja, bada tva. Inte heller hir dr terminologin konsekvent.
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Lat oss se efter vad som hidnder om vi byter affin parameter genom att sétta o = ar + b dér
a # 0 och b &r konstanter. For tydlighets skull infor vi en ny beteckning z%(7) = z%(o(7)). Da blir
T%(=b/a) = 2 (¢(~b/a)) = *(0) = x och

dz® dz® do dz°

ar (=b/a) = do (o(=b/a)) i E(O) a = avy.

Ett byte av affin parameter innebér alltsa en translation av det parametervirde som svarar mot
punkten p, en omskalning av geodetens tangentvektor i p samt eventuellt en omkastning av orien-
teringen hos geodeten. Detta visar

SATS 6.9. Givet en punkt p € M och vektor vy, i p sa finns en entydigt bestdmd affint parametri-
serad geodet genom p vars tangentvektor i p dr parallell med vy,.

Aven denna egenskap hos rita linjer i R” delas alltsa av geodeter, i alla fall lokalt. Geodeten i
denna sats blir ju inte sikert definierad for alla virden pa den affina parametern.

6.3 Enhetssfiaren, del 6

Efter att ha last foregaende avsnitt har du kanske fatt intrycket att geodeter dr mer eller mindre
samma sak som réta linjer i R™. Sa ar dock inte fallet, vilket vi ska se genom att aterigen besdka
var favoritmangfald, enhetssféiren.

Exempel 6.10. (Enhetssfiren, del 6) Har kommer nésta episod i f6ljetongen om enhetssfiren S.
Vi soker geodeterna pa S och vi kommer att anvinda samma notation som i de tidigare episoderna.
I Exempel 5.3 beriknade vi Christoffelsymbolerna pa S och fick T%; = —sinfcosf, I''g; =

I''1g = cot @ och 6vriga I'%,. = 0. Ekvationerna d;f; + F“bccil—a;b% = 0 for en affint parametrierad
geodet pa S blir da

2
%—sin@cos@(‘;—f) =0 (6.3)
dr? cot dr dr =0

For att hitta alla geodeter behdver vi hitta allménna l6sningen till detta system. Detta visar sig
dock vara svart att gbra genom direkt manipulation av systemets ekvationer. Vi forscker darfor ga
en annan vag.

Betrakta ekvatorn E pa S. Pa E &r 6 = § d v s forsta ekvationen &r identiskt uppfylld och
den andra overgar till fjf =0 < ¢ = ar + b dér villkoret Z—f # 0 ger att a # 0. E &r alltsa
en geodet pa S och de olika mojliga virdena pa a och b svarar mot friheten att vélja olika affina
parametriseringar av F.

Vi har nu hittat en geodet pa S. Kan vi hitta flera? Observera att ekvatorn ar ett exempel pa
en storcirkel pa S d v s en cirkel pa S med samma medelpunkt som S. Av symmetriskil forvintar
vi oss darfor att alla storcirklar pa S ska vara geodeter. Lat oss forsoka bevisa detta.

Lat E vara en godtycklig storcirkel pa S. Det visar sig bli besvirligt att forsoka parametrisera
E i det givna koordinatsystemet och siitta in parametriseringen i systemet ovan. Vi konstruerar



96 KAPITEL 6. GEODETER

déarfor ett nytt koordinatsystem. Notera att geodetiska ekvationen dr en tensorekvation, sa om vi
hittar en 16sning i ett koordinatsystem sa blir denna en 16sning i alla koordinatsystem.

Konstruera forst ett kartesiskt koordinatsystem (Z,7,%) i R genom att lata origo i det nya
koordinatsystemet sammanfalla med origo i det gamla, genom att lata Z- och g-axeln ligga i samma
plan som E och genom att lata z-axeln vara vinkelrit mot Zg-planet, d v s det plan som innehaller
E.

Definiera sedan sfiriska koordinater (z°,z') = (6, @) relativt detta nya koordinatsystem d v s
definiera 6 och ¢ genom

r = sin 9: Cos @
y = sinfsing
Z = cosf

Eftersom detta dr exakt samma uttryck som i de ’vanliga’ sfiriska koordinaterna med den lilla
skillnaden att koordinaterna dr streckade istéllet for ostreckade ges forstas metrikens komponenter
Gap samt Christoffelsymbolerna I'%,. av samma uttryck som vi hittade i Exempel 3.3 och 5.3, fast
med streckade koordinater istéllet for ostreckade.

Detta innebér att geodetiska ekvationen i de nya koordinaterna blir identisk med systemet (6.3)
sandr som pa att ostreckade koordinater ska bytas mot streckade. P4 samma sétt som ovan foljer
dirfor att E, d v s ekvatorn pa S i det streckade koordinatsystemet kinnetecknad av villkoret
0 = 5, ar en geodet pa S och da E var en godtycklig storcirkel pa S foljer att alla storcirklar pa S
ar geodeter pa S.

Dérmed har vi hittat manga geodeter pa S. Kan det finnas d&nnu fler? Svaret pa denna fraga
ar nej, vilket kan inses pa foljande sitt: Lat p € S och vy € TS vara godtyckliga. Da finns en
storcirkel E' genom p sadan att v, tangerar E. Men enligt Sats 6.9 dr detta den enda geodeten med
denna egenskap. Det kan alltsd inte finnas nagra andra geodeter pa S &n storcirklarna vi redan
hittat. L]

6.4 Variationskalkyl, geodeter och enhetssfiren, del 7.

Ett viktigt verktyg inom bade fysik och matematik &r den s k wariationskalkylen och i detta ka-
pitel ska vi ge en introduktion till denna. Eftersom vi i denna skrift endast kommer att anvénda
variationskalkyl som ett verktyg for att komma &t den geodetiska ekvationen, och dérmed ocksa
Christoffelsymbolerna, blir denna introduktion ganska kortfattad. For en mer utférlig behandling,
se t ex Godstein: Classical Mechanics, Yakimenko: Lecture Notes in Analytical Mechanics, eller
Craggs: Calculus of Variations.

Vi borjar med att illustrera variationskalkylens idé med ett exempel:

Exempel 6.11. Vad &r den kortaste kurvan mellan tva punkter i planet?

Alla vet sékert svaret pa denna fraga, men lat oss latsas att vi inte vet och se om vi kan hitta
den kortaste kurvan pa nagot sétt.
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Da inget koordinatsystem &ar givet &ar vi alltsa fria att sjdlva konstruera ett. Placera origo i
den ena av de givna punkterna och vilj koordinataxlar sa att den andra punkten hamnar i férsta
kvadranten, d v s den andra punkten far koordinaterna (a, b) for a,b > 0.

Lat oss anta att det finns en kortaste kurva (ej sjélvklart!) och att denna kurva &r en funktions-
kurva av klass C? (att bevisa att sa &r fallet ligger bortom horisonten fér denna skrift). I s& fall kan
vi formulera problemet sa hir:

Minimera funktionalen® I(y) = [ \/1 + y/(x)? dz dér y = y(x) € C* och y(0) = 0, y(a) = b.

Detta ar ett optimeringsproblem av ett lite annat slag &n de som brukar behandlas i kurser
i analys. I dessa kurser beror den funktion som ska minimeras eller maximeras oftast av dndligt
manga variabler. Har &r variabeln som far variera en hel kurva. Vi kan faktiskt se det som att vart
och ett av funktionen y:s virden i intervallet ]a, b[ &r en variabel och med det synséttet ska vi alltsa
minimera en funktion av odndligt manga (t o m 6verupprikneligt manga) variabler.

Beskrivet pa detta sdtt later problemet n#stan odverstigligt svart, men ridddning finns inom
riackhall. Antag att y &r en funktion som loser ovanstiaende problem och lat 1 vara en godtycklig C?-
funktion med 7(0) = n(a) = 0. Lat vidare € vara ett reellt tal. D& &r §j = y+¢en ocksa en C?-funktion
vars graf forbinder (0,0) och (a,b) for alla € sa enligt vart antagande géller I(y) < I(y) = I(y+e¢n)
for alla viirden pa €. I(y+en) har alltsa ett lokalt minimum for € = 0, varfor derivatan av I(y+en)
med avseende pa ¢ blir 0 da € = 0.

Da derivering innanfor integraltecknet &r tillaten i detta fall (se Persson-Bdiers: Analys i flera
variabler) ges denna derivata av

a

a a
d (v +en')nf y'n'
0= — [ V1+(y +en)de = dx = | ———dx
de J ) V1+ (Y +en)? ) V1Y)
e=0 e=0

y'n " rd Yy
_/dx<1/2>ndx’
+ (v')

2
1+ )2,

dédr vi partialintegrerat i sista steget. Nu &r den utintegrerade biten 0 eftersom 7(0) = n(a) = 0
enligt forutsittning, sa det foljer att andra termen #r noll for alla . DA y € C? foljer det att (Hur?
Nyttig 6vning att sjilv genomféra resonemanget.)

d / /
Sl =0 L —Cyey =C,
dz \ 1+ (y')? 1+ ()2

didr Cp och C ar godtyckliga konstanter. Detta, samt villkoren y(0) = 0, y(a) = b ger nu att
Yy = gx. Den kortaste kurvan som forbinder punkterna (0,0) och (a,b) &r alltsa strickan mellan
dessa punkter, som férvintat.

O]

*Med en funktional menas en avbildning fran nagot vektorrum (oftast ett funktionsrum av nagot slag) till R (eller
C). Funktionaler studeras nirmare i &mnet Funktionalanalys.
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Vi ska nu generalisera idéerna fran detta exempel. Lat darfor y vara en funktion av en parameter
som vi kallar u och antag att y:s véirden i tva punkter uy och us dr fixerade. Vi kommer att anvinda
beteckningen y = %.

Betrakta funktionalen I(y) = fuuf L(y,y,u) du, dir L(y,y,u) kallas en lagrangefunktion, och
antag att vi sdker y som minimerar (eller maximerar) denna funktional.

Observera att det absolut inte &r sikert att ett sadant y existerar, detta dr nagot som maste
undersokas separat. Om ett minimum (eller maximum) existerar kan vi dock anvénda samma idé
som i forra exemplet for att hitta det, och det &r denna idé som kallas variationskalkyl.

Lat (som ovan) 7 vara en godtycklig C2-funktion med n(u;) = n(us) = 0 och 14t € vara ett reellt
tal. Om y minimerar (eller maximerar) I(y) ar I(y) < I(y 4+ en) (eller I(y) > I(y + €n)) for alla
€. Om lagrangefunktionen L &r sa snéll att derivering innanfor integraltecknet &r tillaten ger detta
att

u2
d L L
0= & [treniteiwd] = [(Ghorengt et G en it eii) du
u1 e=0 U1 e=0
_72% s P d_aL“:faL A (0D
ul ul

dédr vi partialintegrerat i sista steget. Da n(u;) = n(u2) = 0 forsvinner den utintegrerade termen
och da n € C? var godtycklig foljer, pa samma sitt som ovan att

d (OL oL
(=)= =o. (6.4)
du \ 0y oy
Denna ekvation kallas Fuler-Lagranges ekvation.
Om istéllet lagrangefunktionen L beror av flera variabler 4%, k = 0,...,n—1 och deras derivator
y* fas pa samma sitt Euler-Lagranges ekvationer
d (0L oL
— == —-—%+=0,k=0,...,n—1. 6.5

Euler-Lagranges ekvationer utgor ett effektivt sétt att plocka fram geodetiska ekvationen for en
given metrik. For att se detta, lat % vara ett godtyckligt koordinatsystem.

Observera att om gqp vore en Riemannsk (d v s positivt definit) metrik sa kan vi definiera en
lagrangefunktion genom L = (gaba':“j:b) 1/2 och motsvarande funktional I = f;f L(z% &% u) du blir
da ldngden av kurvan z% = z%(u), u1 < u < ug. Att minimera denna funktional &r alltsa ekvivalent
med att hitta den kortaste kurvan mellan tva punkter pa en mangfald med metrik gqp.

For en Lorentzmetrik &r situationen inte lika enkel. Till att borja med maéaste vi skilja pa om vi
betraktar tidsartade kurvor, rumsartade kurvor eller nollkurvor eftersom g,@%&% da #ir > 0, < 0
resp. = 0.

Fallet nollkurvor &r speciellt intressant. Fér en nollkurva dr ju som sagt gapa®a? = 0 vilket ger
I = 0. I:s virde ar alltsa oberoende av om FEuler-Lagranges ekvationer dr uppfyllda eller inte. Det
dr alltsa inte meningsfullt att tala om att vi minimerar (eller maximerar) I i detta fall.
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Det &r déarfor battre att tdnka pa kurvor som uppfyller Euler-Lagranges ekvationer som kurvor
som gor I stationdr. Att [ &r stationdr for en viss kurva betyder att om denna kurva stors lite
grand och € &r ett matt pa storleken hos stérningen, sa blir fordndringen av I:s virde inte O(e)
utan O(£?).

Exempel 6.12. Vi ska i detta exempel studera tidsartade kurvor, d v s kurvor som o&verallt
uppfyller villkoret gqpa%a? > 0. Ovriga fall kan behandlas pa liknande sétt. Definiera som ovan
lagrangefunktionen L = (gabj:“j;b) 2 5ch motsvarande funktional I = f;f L(z* &% u) du. Vi soker
nu de kurvor som gér denna funktional stationér, d v s de kurvor som uppfyller Euler-Lagranges
ekvationer.

Vi borjar med att fixera, den hittills godtyckliga, parametern u. Antag alltsa att % = z%(u) &r
en parametrisering av en kurva som loser Euler-Lagranges ekvationer. Med denna parametrisering

insatt ar L = (gabxal‘b) V2 _. h(u) en funktion av enbart u. Definiera en ny parameter 7 som en

1osning till differentialekvationen 97 = \/h(u). D4 #r

2
dz® dx® by [ du 2 1
YGab dr dr GabT T <d7’) (u) ( h(u)) )

d v s om vi byter beteckning genom att lata % sta for % istallet for % S& Ar ggpa®i® = 1.

Parametern 7 brukar kallas egentiden lings den tidsartade kurvan z% = z%(7).
Efter detta parameterbyte &r tydligen g.,@%i?, och dérmed #ven L, oberoende av 7 om 2% =

x®(7) loser Euler-Lagranges ekvationer, d v s om % ((%{;) — nga = 0. Detta ger
d (0L OL d oL OL d (9L*\ oL?
=2L— — 2L =— (2L —2L = — — :
0 dr <8a’5“> ox® dr ( 8:&”) ozx® dr <8m'a> ox?
Kurvan ¢ = z%(7) loser alltsi Euler-Lagranges ekvationer dven for lagrangefunktionen L? =

grei?aC, vilket underlittar de kommande berikningarna en del.

Observera att L2 = gy.4°%¢ innehaller termer av tva olika slag, nédmligen termer dir b = ¢ och
termer dér b # ¢ och dessa sistnidmnda termer féorekommer i dubbel uppséttning eftersom g, ar
symmetrisk. Detta ger att ‘g—ﬁ = 2gap? och vi far

d [OL? d b b OGab . b 99ab , 9ac\ .»
d N O SR bic _og b.c
dr (33&“) dr ( Jab ) Gab™ + dre " " Gab T+ <3xc * b > o

dér sista likheten foljer av att faktorn %€ dr symmetrisk i b och c.

Euler-Lagranges ekvationer kan alltsa skrivas

d (OL? oL? ..b 09ab | O9ac  Obe \ .b.c
0= (a¢a> T gge 2t (8:{:0 o aw)x o

och efter kontraktion med % ¢ kiinner vi igen formeln for Christoffelsymbolerna och far

1 .y 1 0 0 0 b . b
0— 5gad - 2gapi° + §gad < aiacb i aiabc _ 89;:) it = 79 4+ Dy b e,
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Sammanfattningsvis: De tidsartade kurvor x® = z?(7) som loser Euler-Lagranges ekvationer for

'a~b)1/2

lagrangefunktionen L = (gabw T ar de kurvor som uppfyller de bada villkoren

B T’ =0,  gupii’ =1,

d v s enligt Sats 6.8 &r dessa kurvor affint parametriserade, tidsartade geodeter.
O

Fallen med rumsartade kurvor resp. nollkurvor kan behandlas pa liknande sétt (genomfor sjalv
detaljernal) och enligt Sats 6.7 dr dessa tre fall de enda som kan forekomma. Vi sammanfattar
resultatet i en sats.

SATS 6.13. Lat L = ‘gaba’:ax'b}lm och lat v wvara en kurva som gér motsvarande funktional I
stationdr. Da finns en parametrisering av vy sadan att

% 4 %324 = 0,

och gapi®? =1 om v dr tidsartad, gapi®a® = —1 om ~ dr rumsartad och gap@®i® = 0 om ~ dr en

nollkurva. I samtliga fall dr v en affint parametriserad geodet.

Euler-Lagranges ekvationer &r ofta det snabbaste och enklaste séttet att berdkna Christoffel-
symbolerna eftersom dessa kan ldsas av direkt fran geodetiska ekvationen som enligt ovanstaende
sats ar ekvivalent med Euler-Lagranges ekvationer.

Exempel 6.14. (Enhetssfiren, del 7) Med beteckningar fran tidigare episoder i denna foljetong ar
L? = gi%i® = 0% + sin® 052
Da enhetssfiaren &r tvadimensionell finns det tva Euler-Lagrange ekvationer. Den forsta ges av

d (OL\ 0L _df _ P .
dr ( 00 > 00 e sin 6 cos 0 § — 2sin 6 cos 64~
och den andra ges av

d (L) _OL _ d g py .9 AP : .
“a\op) oo " —0=2sin”9-" +4 .
0 I (E?gb) % dT( sin 9@) 0 sin GdT +4sinfcosf - 0,

vilket ger de geodetiska ekvationerna

{H—SiDHCOSGQbQ = 0

G+2cotfbp = 0 (6.6)

och vi ser att detta #r samma ekvationer som (6.3), precis som forvéintat.
Vi far nu Christoffelsymbolerna genom direkt avlisning fran (6.2). Vi ser att Iy = — sinf cos 6,
'y =T'lyy = cot # och att alla 6vriga I'%,. = 0.
O]



Kapitel 7

Krokning

7.1 Inledning

I Exempel 5.15 sag vi att parallelltransport péa enhetssfaren S var beroende av vigen. Detta &r
en av manga effekter av att S inte ar platt utan krokt. I detta kapitel ska vi se pa en del andra
konsekvenser av krokning och dven ge detta begrepp en precis betydelse.

Vi kommer att se att krokningen hos en mangfald beskrivs av ett tensorfalt R%., kallat Ri-
emanns krokningstensor. Fran denna kan vi bilda Weyltensorn C%,.4, Riccitensorn R, och Eins-
teintensorn G, som alla spelar ledande roller i den allménna relativitetsteorin.

7.2 Riemanns krokningstensor
Fran flervariabelanalysen &r vi vana vid att partiella andraderivator kommuterar, d v s % = E?;gx
for alla f € C2. Enligt Proposition 5.10 giiller dessutom att VoV, f = VV,f sa linge forbindelsen
ar torsionsfri (d v s om I',, = I'*). Torsionsfria kovarianta andraderivator kommuterar tydligen
ocksa, i alla fall s& linge det &r C*° funktioner som deriveras tva ganger.

Hur forhaller det sig d& om vi istéllet deriverar ett vektorfilt tva ganger och jamfor de blandade
andraderivatorna? Detta ska vi nu ta reda pa. Lat darfor v® vara ett godtyckligt vektorfilt och
betrakta

d
V.V = e (Vqv®) + 1%V — T3, Vyu?
o [ov a o [0V . a
= (W +T bdvb> +T% (am 2+ Tleqv ) — T3V

0?v® 0 o oub

= Prcort ( axcf%d) 0"+ D%z + Thep g+ Tl = T4 Vo',
dér vi dopt om summationsindexen i nést sista termen. Liknande rékningar ger (forstas!)

o’ Ov®

v an_ﬂ+ ir“ P+ T%e—— + I
d¥el = 9xdore oxd b be 9zd bd e

+ F“edl“ebcvb — Fbcdvbv“.
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Vid subtraktion av dessa ekvationer forsvinner manga termer (p g a att partiella andraderivator
kommuterar, att forbindelsen dr symmetrisk och som en konsekvens av att summationsindex far
dépas om) och vi far

A

0 0
re T%. + T %, — F“edr%c> WP

Med hjélp av transformationslagen 5.7 fér Christoffelsymbolerna kan man visa (Gor detta sjélv som
ovning!) att uttrycket inom parentes transformeras som en tensor av typ (1,3) och vi gor déarfor
foljande definition.

Definition 7.1. Riemanns krokningstensor R%.q' definieras

o, 0

Rya = 7T "%a— 5
“ oz ozd

I + %I — T eql e (7.1)

(% Att Riemanntensorn verkligen dr en tensor kan bevisas pa ett enklare sétt &n att héirleda en
transformationslag for den. Enligt Sats 4.24 réicker det ndmligen att visa att avbildningen

v? = (chd — Vdvc)va’,
ar C*°-linjar. Lat darfor f € C°° vara godtycklig och betrakta

(vcvd - vdvc)(fva) = vc (Uavdf + fvdva) - vd (Uavcf + fvcva)
= vV Va — ViV f + f(VeVa— VaVe o = f(V Vg — VgV,

ty forsta termen i nést sista ledet dr 0 da forbindelsen dr symmetrisk. Det foljer att avbildningen
ovan dr C*°-linjér vilket innebér att R%.q ar ett tensorfilt. x)
For ett godtyckligt vektorfalt v® géller alltsa att

(VeVg — VgV = R%equ’.
Om istéllet v, dr ett godtyckligt kovariant tensorfilt ger liknande rikningar som ovan att
(vcvd - Vdvc)va = _Rbacdvb'

For tensorer av ko- eller kontravariant rang > 1 samt for blandade tensorer &r formlerna mer kom-
plicerade. Vi ger inte nagon allmén formel har utan vi ndjer oss med att titta pa nagra specialfall.
Om T ir en tensor (egentligen ett tensorfilt, men detta sprakbruk &r vanligt i litteraturen sa jag
vill vénja ldsaren vid det) av typ (2,0) sa &r

(VeVa = VaVeo)T® = R%eq T + R ood T,

!Observera att indexens placering varierar i litteraturen. Aven hér har det alltsa visat sig svart att komma éverens
om en global konvention.
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och om istéllet 7%, &r en tensor av typ (1,1) sa &r
(VeVa = VaVe)T% = RecdTy — Rpea .

Dessa formler visas pa liknande sétt som de tidigare och generalisering till tensorer med annan
indexkonfiguration sker analogt.

Genom att titta pa hogerledet i Definition 7.1 ser vi att R%.q = —R%qe d v s Riemanntensorn
dr antisymmetrisk 6ver sitt sista indexpar. Riemanntensorn har ocksa en del andra algebraiska
symmetrier och vi sammanfattar dessa i foljande sats:

SATS 7.2. For Riemanns krokningstensor R%.q gdller att
(i) R%cd = —R%ac
(i) R%ea + R%ap + R%pc =0
(i)  Rpeq =0
(iv)  Raped = Redab, dir (som vanligt) Raped = Jae R bed
(v)  Rabed = —Rpacd-

Beviset av denna sats ldmnas som 6vning for ldsaren. (7i) och (iv) gar t ex att visa direkt
fran Definition 7.1 eller med hjilp av s k geodetiska koordinater (se d’Inverno-Vickers: Introducing
Einstein’s Relativity — A deeper understanding) medan (7ii) och (v) &r konsekvenser av ovriga
symmetrier.

Betrakta nu Riemanntensorn Rgp.q, dér vi sinkt forsta indexet med metriken. Da denna har 4
index som alla l6per fran 0 till n — 1, ddr n 4 mangfalden M:s dimension, har Riemanntensorn
potentiellt n* oberoende komponenter. Om vi betraktar specialfallet att M &r en fyrdimensionell
rumtid har Rgpeq alltsda potentiellt 4* = 256 oberoende komponenter. Detta antal reduceras dock
avsevirt av ovanstaende symmetrier.

Betrakta forst antisymmetrin Rgpeq = — Rpaeq Over forsta indexparet. Den ger omedelbart att
alla komponenter i Rgpq dir a = b ar lika med 0 och att hélften av komponenterna dar a # b
dr lika med den andra hilften, fast med ombytt tecken. Det finns dérmed bara 6 st oberoende
mojligheter for indexparet ab, ndmligen 01, 02, 03, 12, 13 och 23. Pa samma séitt ger antisymmetrin
Raped = —Rapae Over andra indexparet att indexparet cd bara har 6 oberoende mojligheter, ndmligen
samma 6 mojligheter som ab, vilket ger 36 hittills oberoende mojligheter for hela indexuppsattningen
abcd.

Symmetrin Ropeq = Redap Over indexparen reducerar sedan antalet oberoende mojligheter till
21 st. Till sist visar det sig att den aterstaende symmetrin Rgpeq + Racdp + Radpe = 0 bara ger ett
ytterligare villkor pa komponenterna Rqp.q. Detta inses ldttast genom att helt enkelt lista de olika
mojligheterna. Detta reducerar antalet oberoende komponenter i Rqpeq till 20 st.

Forutom de algebraiska symmetrierna i Sats 7.2 uppfyller Riemanntensorn ocksa en differentiell
symmetri kallad Bianchi-identiteten:



104 KAPITEL 7. KROKNING

SATS 7.3. Det giller att VoRgepe + Vo Raeca + VeRaeap = 0.

Denna kan ocksé bevisas genom byte till geodetiska koordinater (Ovning!).

I kommande avsnitt kommer vi att se att om Rgp.q = 0 sa har M mycket gemensamt med R"™,
sa mycket att man ofta siger att M lokalt ’ar’ R™. Vi ska sa smaningom undersdka detta i detalj.
Har nojer vi oss med att gora foljande definition:

Definition 7.4. En mangfald M sigs vara platt om dess Riemanntensor Rgp.q = 0.

7.3 Ricci, Einstein och Weyl

I detta avsnitt ska vi se pa en anvéindbar uppdelning av Riemanntensorn i enklare tensorer. Vi
borjar med féljande definition.

Definition 7.5. Ry, = R kallas Riccitensorn® och den skaldra funktionen R = R,® = g™ Ry
kallas Ricciskaldren.

Det &r en omedelbar konsekvens av Riemanntensorns symmetrier att Ry, = Rp, sa Riccitensorn
ar symmetrisk.

Vi ska nu studera symmetriska tensorer lite ndrmare. Lat darfor Ty, = Ty, vara en godtycklig
symmetrisk tensor pa en mangfald med dimension n. Lat T beteckna sparet av Typ, d v s sétt
T = T,* = ¢*T,,. Bilda en ny tensor Tny, = Top + f - g T déir f #r en (tills vidare) godtycklig
funktion. Lat oss berikna sparet av Typ:

T =T+ f-9."T =T+ [ 0,°T = (1 + fn)T,
och vi ser att Ty, blir sparfri precis da f = —%. Vi definierar déarfor

Definition 7.6. Om T, = T}, ir en godtycklig symmetrisk tensor kallas Top = Tup — % gap ', dér
T =1T,% den sparfria delen av Typ.

En godtycklig symmetrisk tensor T, = T+ % gap D kan alltsa alltid delas upp i en summa av en
sparfri, symmetrisk tensor och en tensor som 6verallt &r proportionell mot metriken g,;. Dessutom
blir uppdelningen entydig;:

Proposition 7.7. Om Top ar symmetrisk och Ty, = Ugp + V gap dar Ugy = Upg, Ug® =0 och V' dr
en funktion sa dr Ugy = Top = Top — %gabT ochV = %T dir T = T,°.

Beviset ldmnas som 6vning till ldsaren.
Kombinerar vi ovanstaende med Definition 3.5 ser vi att en godtycklig, inte nédvandigtvis
symmetrisk tensor Ty, kan delas upp enligt

~ 1
Tap = Tiab) + Ttar) = Thar) + Tav + — gas T’

2Hsr foljer den vanliga brasklappen. Indexens placering &r inte standardiserad. Var alltsa noga med att kolla upp
vilken konvention som géller i just den skrift du for tillfillet lédser.
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dér T, &r antisymmetrisk, Ty = Tap) — %gabT ar symmetrisk och sparfri och T' = g“bT(ab) =
g®Ty, = T,% ar en funktion. Denna uppdelning &r dessutom entydig enligt ovan samt Sats 3.6.

Fran T, kan vi ocksa bilda en tensor med samma sparfria del som T,;, men dér sparet bytt
tecken:

Definition 7.8. Om Ty, = Ty + %gabT, dar T = T,%, ar en godtycklig symmetrisk tensor kallas
Top = Top — %gabT =T — %gabT den till T,y sparrefiekterade tensorn eller sparreflektionen av Ty.

Vi atergar nu till Riccitensorn:

Definition 7.9. Ry, = Rup — % gap R kallas den sparfria Riccitensorn och sparreflektionen av Ric-
citensorn

. 2
Gap = Rapy = Rap — ggava

kallas Einsteintensorn.

Den sparfria Riccitensorn Ry, och Einsteintensorn Gy, #r alltsa, liksom Riccitensorn, bada
symmetriska (Z%ab = Ry, resp. Ggp = Ghpa)-

Vi kommer mest att intressera oss for fallet att n = 4, dér alltsa Ry = Rap — %gabR och
Gab = Rab - %gabR-

En omedelbar konsekvens av dessa definitioner &r foljande sats:

SATS 7.10. Det gdller att Ry, = 0 < Ggp, = 0.

Anmirkning: Denna sats dr viktig i allmén relativitetsteori. R,, = 0 &r némligen Einsteins
faltekvationer i vakuum och G, = 0 ar enligt denna sats en ekvivalent formulering av dessa. O

Beviset lamnas som 6vning. En annan nyttig 6vning &r att bevisa att Einsteintensorn uppfyller
den kontraherade Bianchi-identiteten:

SATS 7.11. Det gdller att V*Gap = g*V . .Gyp = 0.

Enligt Definition 7.6 kan vi fran en godtycklig symmetrisk tensor T,; bilda en spéarfri tensor
T w = Tup — %gabT diar T = T,% ar sparet av Ty,. Men enligt 7.5 dr Riccitensorn definierad som
en kontraktion, d v s ett slags spar, av Riemanntensorn Rgp.q som dr symmetrisk éver indexparen
ab och c¢d d v s Rgpeq = Redap- En naturlig fraga dr déarfor om det gar att bilda en sparfri variant
av Rgpeq med hjilp av Riccitensorn. Svaret pa den fragan dr ’ja’, men konstruktionen ser lite mer
komplicerad ut.

Definition 7.12. Om n = dim M > 2 definieras Weyltensorn Cgupeq

2 2
Cabea = Ravea + —— (afaRep — gpjaReja) + mga[cgd]zﬁ- (7.2)
Weyltensorn uppfyller samma symmetrier som Riemanntensorn Cypeqd = —Chacd, Caved = —Clabdes

Cabed = Cedab 0ch Cyppeq = 0 och ér dessutom sparfri C%pq = 0 (6vning).
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For fullstandighets skull ger vi ocksa definitionen av Weyltensorn i specialfallet n = 4:

1
Cabed = Raped + ga[dRc}b - gb[dRc}a + gga[cgd]bR' (73)

(% Vad ska vi egentligen ha Weyltensorn till? Kan verkligen ett objekt definierat av en sa kranglig
formel ha nagon relevans? Vi ska se pa nagra resultat som tyder pa att Weyltensorn faktiskt dr ett
viktigt objekt trots att definitionen ser lite stokig ut. Vi kommer dock att vara ganska kortfattade.
For den som vill ha mer kétt pa benen rekommenderas en djupdykning i Penrose-Rindler: Spinors
and spacetime, vol 1.

Lat Q > 0 vara en funktion och 14t M vara den mangfald som utgdrs av samma punktmingd
som M, men som istillet dr forsedd med metriken §op = Q2gqp. Avbildningen gop — Jap = Q%gap
siigs da vara konform (vinkelbevarande, jfr kursen Komplex analys) eftersom vinkeln mellan tva
rumsartade vektorer u® och v® &r densamma i M och M.

Om M och M dessutom &r rumtider foljer det att M och M har samma nollvektorer och man
kan visa att de ocksd far samma nollgeodeter. Ljuspartiklar i M och M rér sig alltsa lings exakt
samma uppséttning kurvor om M och M &r rumtider som #r konforma med varandra.

Genom att ersétta g med g i ekvation (5.5), Definition 7.1, Definition 7.5 och ekvation (7.2) kan
vi beridkna Christoffelsymbolerna F“bc, Riemanntensorn R“bcd, Riccitensorn Rab och Weyltensorn
C%eq i M. Gor vi detta finner vi att T'® bes R%.q och Ry ges av krangliga uttryck innehallande
motsvarande storhet i M samt den konforma faktorn €2 och dess derivator. Weyltensorn visar sig
déremot ges av den sméatt magiska formeln

C%cd = Cca-
Observera indexens placering. Det ar inte sant att Coabed = Cuaped eftersom
C’abcd = gaecebcd = QQQaeCebcd = Q2C’abcd-

Omvéindningen kan ocksa visas gilla: Om C%ed = C%eq s& ar M och M konforma, d v s det finns
en funktion Q > 0 sddan att gu, = Q%gap, i alla fall lokalt.

En rumtid M ségs vara konformt platt om M &r konform med Minkowskirummet, d v s om
metriken g, pa M (vi skippar tilde-markeringen da den inte behovs hir) kan skrivas gq, = Q%1 for
nagon funktion {2 > 0. D& Riemanntensorn, och dédrmed ocksa Weyltensorn, fér Minkowskirummet
ar noll far vi darfor resultatet att

M &r konformt platt < M:s Weyltensor C%.q = 0. *)

Vi har ddrmed visat att Riemanntensorn kan delas upp i en sparfri del (Weyltensorn) och en
Ricci-del enligt formeln

2 2
Rapea = Cabed + —5 (Qa[CRd} gb[cRd}a) - mga[cgd]bR'
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7.4 Platta rumtider

Betrakta Minkowskirummet. Denna rumtid har en hel radda trevliga egenskaper som inte delas av
en allmén rumtid:

(i) Parallelltransport #r oberoende av vigen.
(77) Det finns ett koordinatsystem z sa att metriken 7y, = diag(1, —1, —1,—1) 6verallt.

(i4i) Det finns ett koordinatsystem x® sa att Christoffelsymbolerna I'*;,. = 0, d v s partiell derivata
och kovariant derivata &r samma sak i detta koordinatsystem.

(iv) Riemanntensorn Rgp.q = 0, d v s Minkowskirummet &r platt.
(v) Det finns en globalt definierad ON-bas av konstanta vektorfilt (eg)?, (e1)?, (e2)?, (e3)?.

Dessutom ér koordinatsystemen i punkt (i) och (iii) samma koordinatsystem och basvektorerna i
punkt (v) &r koordinatbasen horande till detta koordinatsystem, d v s e; = %, 1=0,1,2,3 eller
pa komponentform (e;)* = 1 om a = ¢ och 0 annars.

I detta avsnitt ska vi visa att dessa b pastaenden i sjdlva verket &r ekvivalenta, i alla fall om de
tolkas lokalt. En platt rumtid, dir Rap.q = 0, dr alltsa lokalt oskiljaktig fran Minkowskirummet.

Vi behover forst lite ytterligare terminologi. Om vi utgar fran en allmén rumtid M &r punkt (v)
inte meningsfull eftersom begreppet ’konstant vektorfilt’ inte &r vildefinierat. Detta beror pa att
om p och ¢ ar tva olika punkter i M sa &r tangentrummen 7, M och T, M olika vektorrum. Om v
ar ett vektorfalt har vi alltsd inget satt att jamfora v“|p € T,M och v*| g € TaM och det &r darfor
inte meningsfullt att tala om ett konstant vektorfilt pa en allmén rumtid.

Att krdva att v®:s komponenter ska vara konstanta funktioner, d v s att % = 0 duger inte
heller eftersom denna egenskap inte bevaras ifall vi byter koordinatsystem. Om vi i detta samband
byter ut den partiella derivatan mot en kovariant derivata far vi dock ett meningsfullt villkor som
bevaras under koordinatbyten. Vi gor darfor féljande definition:

Definition 7.13. Vektorfiltet v sigs vara kovariant konstant om V,v° = 0.

Existensen av ett kovariant konstant vektorfilt stiller mycket starka krav pa den aktuella rum-
tiden och i de flesta rumtider existerar darfor inget kovariant konstant vektorfilt (forutom det
triviala v® = 0). Detta #r en konsekvens av foljande resultat:

Proposition 7.14. Om v® dr kovariant konstant sd dr R%eqv® = 0.
Bevis. Om Vv =0 dr 0 = V,.Vau?® — VgV = R%. 40" vilket skulle visas. ]

For att inse varfor detta resultat gor nollskilda kovariant konstanta vektorfilt séllsynta, betrakta
R%,.q och fixera indexen ¢ och d. For fixt c¢d kan R%.q tolkas som en 4 X 4-matris. P g a symmetrin
R%.q = —R%q. kan cd fixeras pa 6 oberoende sétt och vi kan darfor tolka R%.y som 6 stycken
4 x 4-matriser. Dessa 4 x 4-matriser &r visserligen inte helt oberoende p g a 6vriga symmetrier hos
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Rapeq men de innehaller i alla fall manga frihetsgrader (totalt 20 da en tensor med Riemanntensorns
symmetrier har 20 oberoende komponenter).

Antag nu att v® # 0 ér kovariant konstant sa att R%.qv® = 0. Enligt ovanstaende tolkning
maste da determinanten av 4 x 4-matrisen R%,.y vara = 0 oavsett hur cd fixerats, varfor alla 6
matriserna maste ha determinant = 0. Dessutom maste tydligen en och samma vektor v® # 0 inga
i nollrummet till samliga 6 4 x 4-matriser.

Existensen av en kovariant konstant vektor stéller tydligen mycket starka krav pa Riemannten-
sorn och vi kan darfor inte rdkna med att en allmén rumtid innehaller nagot nollskilt kovariant
konstant vektorfalt.

Vi dr nu klara att formulera detta avsnitts huvudresultat.

SATS 7.15. Lat M vara en godtycklig rumtid och lat p € M. Da finns en omgivning U till p sadan
att foljande pastaenden dr ekvivalenta:

1) Parallelltransport i U dr oberoende av vigen, d v s forbindelsen I'*y,. dr integrabel.
2) Det finns ett koordinatsystem x® sa att metriken gq, = diag(1,—1,—1,—1) dverallt i U.

3) Det finns ett koordinatsystem x® sa att Christoffelsymbolerna I'%. = 0 i« U, d v s partiell
derivata och kovariant derivata dr samma sak i detta koordinatsystem.

4) Riemanntensorn Rapeq =0 1 U, d v s U, sedd som en delmangfald av M, dr platt.
5) Det finns en ON-bas av kovariant konstanta vektorfilt (eg)®, (e1)?, (e2)?, (e3)® i U.

Bevis. Vi visar detta genom att visa att 3) = 1) = 5) = 3) samt att 2) < 3) och 4) < 5). Lat oss
borja med de implikationer som dr enklast att visa och spara de svaraste till sist.

2) = 3) : Detta foljer direkt av ekvation (5.5). Hér kan vi ocksa observera att ekvation (7.1)
ger ett lika kort bevis av att 3) = 4), men enligt planen ovan behover vi aldrig explicit bevisa att
3)=4).

3)=2):0mI%. =0sadr0=V.gqp = %?cb d v s alla metrikens komponenter g, dr konstanta
funktioner. Samma resonemang som i beviset av Sats 3.19 ger nu ett koordinatbyte som ger g, det
onskade utseendet.

3) = 1) : Antag att I'%,. = 0 och lat v : 2% = z%(u) vara en godtycklig kurva i U och antag att
v® &r parallelltransporterad langs . Da dr

B dzx® dzb ov®  dov®

P T o T

enligt kedjeregeln. v* &r alltsa konstant ldngs «y vilket visar att parallelltransport i U &r oberoende
av vagen eftersom ~ var godtycklig.

1) = 5) : Lat ¢ € U vara godtycklig och lat v*(q) € T, M vara en godtycklig tangentvektor till
M i q. Fran v%(q) kan vi nu konstruera ett entydigt bestdmt vektorfilt pa U pa foljande sétt: For
varje r € U, lat v*(r) € T, M vara den vektor i r som erhalls genom att forbinda g och r med en
kurva v i U och sedan parallelltransportera v%(q) lings . Da parallelltransport var oberoende av
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véagen blir v*(r) oberoende av valet av v och alltsa entydigt bestamd av v*(q). Detta vektorfilt v®
ar enligt konstruktion parallelltransporterat lings varje kurva i U varfor u?Vyo® = 0 for alla u?,
vilket ger att Vyv® =0 d v s v® &r kovariant konstant.

Den sokta ON-basen fas nu genom att starta med en ON-bas (e;)*(q), ¢ = 0,1,2,3 i q. Vek-
torfilten (e;)* som fas med ovanstaende procedur dr da kovariant konstanta och de utgor en ON-bas
i varje punkt i U eftersom parallelltransport bevarar skaldrprodukter.

5) = 4) : Om V.(e;)* = 0 &r 0 = V.V4(e;)® — VqVe(e;)* = R%.q(e;)” och da (e;)® #r en bas
foljer att R%.q = 0.

4) = 5) : Vi soker 16sningar till ekvationen Vyv® = 0 < % = —T% 0% Det dr klart att om v®
ar en losning sa maste v* uppfylla integrabilitetsvillkoret
0 0% 0% 0
) = BP0 g
Oxc ( bd¥ OxcOxb  Oxbdxc  Oxb ed?
D& v r en losning till 2% = —T'%40% kan detta villkor skrivas
ox
d 0 a a d e d 0 a a d e
—v @F bd+F bdF eV = —0V @F Cd—i—l“ ch beU (74)

1t ex Frankel: The Geometry of Physics bevisas en sats som garanterar att detta villkor inte bara
ar nodvindigt, utan ocksa tillrackligt for att 16sningar ska existera lokalt. Mer precist foljer det av
denna sats att om v € T, M ar en godtycklig vektor i p sa har problemet % = —T%?, v, =g
en 16sning i nagon omgivning U av p om integrabilitetsvillkoret (7.4) &r uppfyllt.

Omflyttning av termer samt lite indexbyten i (7.4) ger att detta villkor &r ekvivalent med

0= < 0 g — iFacaz + el pa — FabJ%d) v? = Raga?,
oz b
och detta villkor dr uppfyllt da Rgpeq = 0 enligt 4).

Givet en ON-bas (e;)%(p), i = 0,1,2,3 i punkten p finns alltsa enligt ovan kovariant konstanta
vektorfilt (e;)*, ¢ = 0,1,2,3 i nagon omgivning U till p som 6verensstimmer med denna ON-bas
i p och da kovariant konstanta vektorfalt automatiskt ar parallelltransporterade langs alla kurvor
och da parallelltransport bevarar skaldrprodukter sa foljer det att (e;)%, ¢ = 0,1,2,3 &r en ON-bas
i hela U.

5) = 3) : Den givna basen (e;)* kan tolkas som element i en inverterbar 4 x 4-matris dér @
betecknar kolonnumret och a radnumret. Lat (e?), vara inversen till denna matris, s att (e?),(e;)* =
5p?. Observera att da blir ocksa (e%),(e;)® = §;° ty hoger- och viinsterinvers #r lika for kvadratiska
matriser.

(* Med synséttet i kapitel 4 tappar vi tolkningen av (e;)® som en 4 x 4-matris. Istéillet definierar
vi (e'), som dualbasen till (e;)?. Pa si sitt giller ekvationen (e')y(e;)* = &2 fdven med detta
synsiitt och kontraktion med (e;)” ger att (e;)°(e?)y(e;)* = dp%(e;)” = &;%(e;)®. DA (e;)® ir en bas
foljer att (e;)’(e’), = ;' och beviset kan fortsitta. x)

Da (e;)® enligt forutséittning &r kovariant konstant foljer det att

d(e;)*
Oxb

d(e;)*
Oxb

0= (e")cVi(e:))® = (e'). + (')l ep(e:)" = (e')e + 0T e



110 KAPITEL 7. KROKNING

Produktregeln for derivator ger sedan

0(e;)" 0 : (e,

o = —(e')emp = = =55 ((ee(en)?) + (o)~ 7 = ()" — 5,

eftersom (e?).(e;)* = 0, Symmetrin ['%y, = "%y, ger darfor

aa(ei)b _ aa(ei C 7 aa<ei)b _ 7 aa(ei)c
(e;) e (e;) b = (€/)a(e;) e (e’)a(e;) b
och da (e/),(e;)* = &7 far vi att %xjc)b = 85927;)6. Enligt ett resultat fran vektoranalysen finns dérfor

funktioner f7 sidana att % = (e7).
Lat oss nu byta till nya koordinater 2% = f¢ sa att g% = (e%), och da "inversens funktional-

matris=funktionalmatrisens invers” (enligt en sats fran flervariabelanalysen) &r g%z = (ep)?.

Vi beriknar Christoffelsymbolerna I'%,, i detta koordinatsystem och observerar forst att

0
- Ozc

enligt ekvation (5.10). Nu ger ekvation (5.9) att

0= Ve(e?), ((e")p) — T ("),

o 0z 0x° 02T ozt 9z¢ 0272 0

e e OV COLCAL AN CAL R (COW
= (e")ale)*(ec) Ty — (@) (ec) T/ ae(®) s = (e®)aler)* (o)’ (Tep — Tey) = 0,

dar vi gjort lite indexbyten i nést sista steget. Vi har ddrmed hittat det sckta koordinatsystemet.
I och med det ar alla nédvéndiga implikationer bevisade och beviset av satsen ar klart. O



