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Distributioner

INOM TEKNIK- OCH NATURVETENSKAP FOREKOMMER vissa idealiseringar, till exempel
momentana impulser inom signalteori, och punktladdningar och dipoler inom elldra, som
man vill hantera pa ett enhetligt satt tillsammans med kontinuerligt varierande storheter.
Detta kan uppnas genom att anvanda distributioner, en slags generalisering av funktioner.

Aven inom ren matematik ar distributioner mycket anvandbara, till stor del for att
distributioner alltid kan deriveras. Detta gor att man pa ett meningsfullt sétt kan derivera
funktioner som inte &r deriverbara i klassisk mening, vilket ar vérdefullt vid 16sningen av
manga problem.

En allmén teori for distributioner utvecklades av Laurent Schwartz (1915-2002) under
den senare delen av 1940-talet. Vissa speciella distributioner, till exempel den sa kallade
diracimpulsen, och vissa tekniker inom teorin var dock i bruk langt tidigare.

Forelasning 1

Inledning

Vi borjar med att visa hur ett konkret fysikaliskt problem kan leda till ett behov av att
generalisera funktionsbegreppet.

Antag att vi har en kropp av nagot slag liggande langs en x-axel och att vi vill beskriva
kroppens massfordelning i xz-led. For manga kroppar kan vi gora detta genom att ange
densiteten p (métt i kg/m) som en funktion av z. Men massfordelningen for en idealiserad
punktformig kropp K, beldgen vid x = 0 och med massan 1 kg, kan inte beskrivas pa detta
sitt. Att sitta p(z) = 0 da = # 0 och "p(0) = oo” &r inte tillrackligt precist, eftersom
denna beskrivning inte innehaller nagon information om att K:s massa ar just 1 kg.

Massfordelningen for K kan dock beskrivas approrimativi med densitetsfunktioner.
Sétt till exempel py,(z) = n da |z| < 1/2n och p,(x) = 0 annars, forn =1,2,3, ...:

P1 P2 P3

Notera att [0 pn(z)dz = 1 (kg) for alla n. Med Skande n ger p, en béttre och béttre
approximativ beskrivning av K:s massfordelning, sa i nagon mening borde gransvéardet
av p, da n — oo beskriva massfordelningen for K. Men om vi later p vara den funktion
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2 DISTRIBUTIONER

som ges av

p(x) = lim p,(z), =z€R,
n—r 00
sa far vi att p(z) = 0 da x # 0 och "p(0) = o0”. Detta sa kallade punktvisa grinsvirde av
féljden p,, ger alltsa inte tillrécklig information om K':s massfordelning.

Vi beskriver nu informellt hur gransvardet av f6ljden p,, kan ges battre mening genom
att se funktionerna p, som distributioner. Notera att en funktion u pa xz-axeln kan ses
som nagot som verkar pa punkter, det vill sdga, givet en punkt x ger funktionen tillbaka
ett tal u(z). En distribution u pa z-axeln dr ddremot nagot som verkar pa testfunktioner,
dér man med en testfunktion menar en oandligt deriverbar funktion av x som &r lika med
noll utanfor ett begransat intervall. Givet en testfunktion ¢ (en "viktad utspridd punkt”)
ger alltsa distributionen u tillbaka ett tal u(y), som oftast betecknas (u, ¢).

Varje sa kallat lokalt integrerbar funktion u av x kan betraktas som en distribution
genom att definiera u:s verkan pa testfunktioner genom

(u, ) _/_oo u(x)(z) dz.

oo

N

T\

Virdet (u, @) = [0 u(z)e(z) dr kan ses som en "viktad sampling” av w:s funktionsvérden,

och ett viktigt faktum &r att man ur virdena (u, ) kan aterskapa funktionsvérdena u(x) i
alla punkter = déar u &r kontinuerlig. Ingen vésentlig information om funktionen w gar
darfor forlorad nér vi betraktar den som en distribution.

Betrakta nu pq, pa, ps3, ... som distributioner. Om ¢ &r en godtycklig testfunktion sa
foljer (efter visst raknande) att

Jm (pn, @) = Hm [ pu(2)p(2) do = ¢(0).
Lat diracimpulsen § vara den distribution som definieras av att (d,¢) = ©(0). Da géller
alltsa for alla testfunktioner ¢ att

lim (pn, @) = (0, ),

n— oo

vilket innebar att § ar gréansvardet av f6ljden p,, i distributionsmening. Informellt kan man
darfor tdnka pa d som “en generaliserad funktion av x som &ar lika med 0 da x # 0 och
som &r lika med oo da x = 0, pa ett sadant sitt att [ d(z)dz =1".

Att diracimpulsen § ger en bra beskrivning av massférdelningen for den punktformiga
kroppen K ar kanske inte uppenbart just nu, men det kommer férhoppningsvis att framga
under kursens gang. Resten av denna foreldsning ska vi huvudsakligen 4gna at att precisera
de begrepp som skisserats ovan.
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Funktionsrum och konvergensbegrepp

Med ett funktionsrum menas i allménhet ett linjart rum (vektorrum) vars element &r
funktioner av nagot slag. Funktionsrum har ofta odndlig dimension. Vi intresserar oss for
funktionsrum bland annat fér att de distributioner och transformer vi senare ska studera
kan ses som linjara avbildningar definierade pa vissa funktionsrum.

1.1 Rummen C(I), C*(I) och C*(I) Lat I vara ett intervall. (Precis vad vi menar med
ett intervall star i}A-3 i Appendix.) Vi later C(1) beteckna mingden av alla kontinuerliga
funktioner u: I — C. For u,v € C(I) och ¢ € C definieras summan u+ v och produkten cu
som de funktioner som ges av
(u+0v)(t) =u(t) +o(t), tel,
och
(cu)(t) = cu(t), tel.

Det foljer att u + v, cu € C(I) och att méngden C(I), med dessa definitioner av addition
och multiplikation med tal, &r ett linjart rum. (Se A-1 for definitionen av ett linjért rum.)

For ett oppet intervall I later vi C*(I) (dir k > 1 dr ett heltal) och C*°(I) beteckna
de linjara underrum av C(I) som bestar av de funktioner som &r k ganger kontinuerligt
deriverbara pa I respektive odndligt deriverbara pa I.

1.2 Styckvis reguljiara funktioner Vi séger att en funktion u ar styckvis kontinuerlig
pa ett intervall I om w:s definitionsméngd innehaller I och om det finns hogst dndligt
manga undantagspunkter for u pa varje begrénsat delintervall av I, dar en undantagspunkt
definieras som en punkt i vilken u inte ar kontinuerlig.

Andra typer av styckvis reguljéritet for en funktion u pa ett intervall I definieras genom
att dndra betydelsen av "undantagspunkt” ovan. Till exempel far vi styckvis konstanta
funktioner om en undantagspunkt definieras som en punkt @ € I som inte har nagon
omgivning i vilken u &r konstant (det vill sdga, det finns inga € > 0 och ¢ € C sadana att
u(t)=cdatelocha—e<t<a+e). Analogt far vi styckvis kontinuerligt deriverbara
funktioner (styckvis C'-funktioner) om en undantagspunkt definieras som en punkt som
inte har nagon omgivning i vilken v ar kontinuerligt deriverbar.

1.3 Rummen Cqiy(I) och CE,(I) Lat I vara ett intervall. Vi later Cy(I) beteckna
méngden av alla funktioner u: I — C som é&r styckvis kontinuerliga pa I. For u, v € Csy (1)
och ¢ € C definierar vi summan u + v och produkten cu som i rummet C(I) (se ovan).
Maéngden Cqty (1) blir med dessa definitioner ett linjért rum. Vidare betecknar vi det linjéra
underrum av Csy (I) som bestar av styckvis C*-funktioner med C&y (7).

Det dyker ibland upp funktioner som, sa att séga, tillhor Csy(I) forutom att de inte ar
definierade i nagra enstaka punkter. Vi infér darfor en terminologi for att hantera detta.
En funktion uw: D — C ségs vdsentligen tillhéra Csy(I) om D &r en delméngd av I som
innehaller alla punkter i I utom hogst dndligt manga pa varje begransat delintervall av I,
och om funktionen @ tillhor Cgy (1), dér

- t teD
u(t) = {u( ), teD,
0, telocht¢D.
Vi kommer ocksa att anvinda motsvarande terminologi for vissa underrum av Csy (1),

och begrepp som definieras for funktioner i nagot av dessa underrum kommer vi ofta att
betrakta som definierade ocksa for funktioner som vésentligen tillhér underrummet.
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1.4 Rummen L£(I) och L, (I) Lat I vara ett intervall. Vi later £!(I) beteckna
méngden av de funktioner u € Cysty(I) som &r sadana att

/|u )| dt < oco.

De funktioner som tillhér £'(I) kallar vi integrerbara pa I. (Se A.15 for hur integralen av
en styckvis kontinuerlig funktion definieras.)
Mingden L£(I) #r ett linjirt underrum av Csty(I), ty om u,v € £'(I) och ¢ € C s har

vi att
/|u +v()|dt</(\u()|+| ) dt = /|u |dt+/v )] dt < oo,

/I|cu(t)]dt = c|/1|u(t)|dt < 0,

vilket ger att u 4+ v och cu tillhér £L1(T).
Vidare later vi £i., (I) beteckna mingden av de funktioner u € Cyy(I) for vilka

/ lu(t)] dt < oo
K

for varje kompakt (det vill sdga slutet och begrénsat) intervall K sadant att K C I. Som
for £1(I) foljer att mingden Ll (I) #r ett linjért underrum av Csy(I). Funktioner som
tillhor L1, (1) kallar vi lokalt integrerbara pa I.

och att

1.5 Exempel Lat I = ]0,1]. Da giller att funktionen 1/v/t tillhér L£'(I), eftersom
J711//t|dt < oo, men att funktionen 1/t inte tillhor L£'(I), eftersom [;|1/t|dt = oo.
Déremot har vi att 1/¢ tillhor £, (1 ), ty om K &r ett kompakt delintervall av I sa finns
ett a > 0 sadant att K C [a,1] (se A.5), och det foljer att [, |1/t|dt <1In(1/a) < oco.

1.6 Rummet £°°(I) Lat I vara ett intervall. Vi later £°°(I) beteckna méngden av de
funktioner u € Csty(I) som &r begrénsade pa I. (Att en funktion uw:I — C &r begrénsad
pa I betyder att det finns en konstant C' > 0 sadan att |u(t)| < C for alla ¢t € I.)
Méngden £7°(I) ar ett linjart underrum av Csey (1), ty om w,v € L(I) och ¢ € C sa
foljer att w + v och cu ar begransade pa I, vilket ger att u 4+ v och cu tillhor £°°(T).

Ett funktionsrum hor ofta pa ett naturligt sdtt ihop med ett konvergensbegrepp, som
definierar vad som ska menas med att en foljd u;, us, ... av funktioner konvergerar mot
en funktion u. En viktig egenskap hos de distributioner och transformer vi senare ska
studera ar att de ar kontinuerliga med avseende pa lampliga konvergensbegrepp.

1.7 Punktvis konvergens och likformig konvergens Lat D vara en godtycklig méngd
och lat u och u,, dar n = 1, 2, ..., vara komplexvarda funktioner som &r definierade
atminstone pa méangden D. Foljden u,, sdgs konvergera punktvis mot u pa D om

un(t) = u(t) da n — oo, for varje t € D,
och foljden w,, sdgs konvergera likformigt mot u pa D om

sup |un(t) —u(t)] = 0 da n — oo.
teD

(Se A6 for begreppet supremum.)
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Med andra ord, foljden u,, sdgs konvergera punktvis mot u pa D om det for varje givet
t € D och varje € > 0 finns ett N € N sadant att |u,(t) — u(t)] < € for alla n > N, och
féljden u,, sdgs konvergera likformigt mot v pa D om det for varje ¢ > 0 finns ett N € N
sadant att |u,(t) — u(t)] < e for allan > N och t € D.

Det foljer av definitionerna att om féljden wu,, ar likformigt konvergent mot u pa D sa
dr den aven punktvis konvergent mot u pa D.

Istallet for att sdga att "foljden u,, konvergerar punktvis mot v pa D”, kan man skriva
"u, — u punktvis pa D”. Vidare séigs foljden u,, konvergera punktvis pa D om det finns
en funktion u: D — C sadan att u, konvergerar punktvis mot u pa D. Om alla wu,, har
samma definitionsméngd sdger man oftast bara att "féljden u,, konvergerar punktvis” och
underforstar att konvergensen sker pa deras gemensamma definitionsméangd.

Samma typ av konventioner géller dven for likformig konvergens, och for andra former
av konvergens som vi kommer till senare.

1.8 Exempel Sétt u,(t) =t"da0<t<1,forn=1,2, ..., och sitt
0, 0<t«1
uy =47 =TT
1, t=1.
Uy
Uo u

Da konvergerar foljden u,, punktvis mot u. Daremot konvergerar féljden u,, inte likformigt
mot u, eftersom vi for varje n > 1 har att supy<,<q |un(t) — u(t)| = 1. For varje a sadant
att 0 < a < 1 géller dock att u,, — u likformigt pa intervallet [0, a].

Lagg marke till att varje funktion wu,, r kontinuerlig men att gransfunktionen u inte ar
det. Kontinuitet behover alltsa inte bevaras under punktvis konvergens. Daremot géller
att kontinuitet bevaras under likformig konvergens (se sats A.9), sa likformig konvergens
ar ett konvergensbegrepp som pa ett naturligt sdtt hor ihop med rummet C([0, 1]).

Vissa konvergensbegrepp kan definieras med hjalp av en lamplig norm pa motsvarande
funktionsrum. (Se A.9 for definitionen av en norm pa ett linjért rum.)

1.9 L'normen Fér u € L}(I) definieras £L*-normen av u, betecknad [lu],, genom

July = / fu(t)] dt.

Att | ||, dr en norm pa L£(I) dr en réttfram f5ljd av definitionerna.

Det naturliga konvergensbegreppet for rummet £'(I) definieras med hjilp av || |;:
om u och u,, n =1, 2, ..., tillhér £}(I) sa sigs foljden u, konvergera mot wu i LY(I)
om |lu, —ull; = 0 da n — co. Om funktionerna ar reellvirda sa betyder detta att arean
mellan graferna for u, och u gar mot noll da n — oc.
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1.10 Supremumnormen For en begransad funktion u: D — C, dar D ar en godtycklig
méngd, definieras supremumnormen av u, betecknad ||u| ., genom

lulloo = sup Ju(?)].
teD

Av definitionen foljer att || || dr en norm pa det linjara rum som bestar av begrénsade
funktioner fran D till C.

Speciellt &r | | en norm pa rummet £7°(I), déar I &r ett godtyckligt intervall, och
om u och up, n =1, 2, ..., tillhér L>(I) sa ségs foljden u,, konvergera mot w i L7°(I)
om |u, —ul,, — 0 da n — oo, det vill siga om wu,, — u likformigt pa I (seil.7).

1.11 Anmiirkning Vi har valt att lata rummet £'(I) besta av styckvis kontinuerliga
funktioner eftersom det inte krdvs nagon avancerad teori for att definiera dessa funktioner
samtidigt som de flesta funktioner av praktiskt intresse &r styckvis kontinuerliga. Vissa
matematiskt énskviirda egenskaper saknas dock hos rummet £(I).

I mera avancerade framstillningar av teorin (se till exempel {11f) arbetar man istéllet
med sa kallade métbara funktioner och den sa kallade lebesgueintegralen. Motsvarande
rum, L'(I), blir da fullstindigt. Detta innebér att varje cauchyfdljd i L*(I) ar konvergent,
det vill sdga att om u, € LI(I), n=1,2, ..., ar en foljd sadan att det for varje ¢ > 0
finns ett N € N sadant att ||u,, — uy,|; < € for alla m,n > N, sa finns det en funktion
u € LY(I) sidan att |u, —u[, — 0 dA n — oo. Denna grundliggande egenskap saknas hos
vart rum £'(I), men vi kommer inte att driva teorin sa langt att detta kommer att vara
nagon storre nackdel for oss.

Testfunktioner och distributioner

1.12 Stédet for en funktion Lat D vara en delméngd av R och lat u: D — C vara en
funktion definierad pa D. Med stddet for u menas méngden av de punkter a € D sadana
att det for varje € > 0 finns en punkt ¢t € D sadan att |t — a| < € och u(t) # 0.

Stodet for u bestar med andra ord av de punkter a sadana att u(a) # 0, tillsammans
med de punkter i D som ligger godtyckligt nira sadana punkter.

1.13 Rummet D(I) av testfunktioner Lat I vara ett 6ppet intervall. En testfunktion
pa I &r en funktion ¢ € C*°(I) som har kompakt stod. Vi later D(I) beteckna méngden
av alla testfunktioner pa I.

En testfunktion ¢ € D(I) ar alltsa odndligt deriverbar, och att ¢ har kompakt stod
betyder att (:s stod ar en kompakt delméngd av R. En f6ljd av detta &ar att det finns
punkter a, b € I (som beror pa ¢) sadana att stodet for ¢ ar en delméngd av det kompakta
intervallet [a, b] (se A’h).

Méngden D(I) &r ett linjart underrum av C*°(I), ty om ¢, € D(I) och ¢ € C sa finns
kompakta delintervall K och L av I sadana att ¢ = 0 utanfor K och ¢ = 0 utanfér L,
vilket medfor att ¢ + 1 = 0 utanfér K U L och att cp = 0 utanfér K, och av detta foljer
att ¢ + 1 och cyp tillhér D(1).

Om ¢ och p,, n =1, 2, ..., tillhér D(I) sa sédgs foljden ¢,, konvergera mot ¢ i D(I)
om det finns ett kompakt delintervall K av I sadant att K innehaller stoden till alla ¢,
och om ¢ ) konvergerar likformigt mot ¢® for alla k € N. (Hir betecknar ) derivatan
av ordning k av ¢, och ¢(©) = ¢.) Detta konvergensbegrepp i rummet D(I) ér av central
betydelse inom distributionsteorin.
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1.14 Exempel Sitt fi(t) = 0 dat < 0 och fi(t) = e /* da t > 0. Da ar f; oandligt
deriverbar pa R (vilket man kan visa med hjilp av induktion), och f1(¢) > 0 da ¢ > 0.

f

-1 1

Satt nu fo(t) = fi(1 +¢)f1(1 —¢t) for t € R. Da ar fo odndligt deriverbar, fa(t) > 0
om |t| < 1, och fo(t) = 0 om [t] > 1, vilket visar att fo € D(R) och att det alltsa finns
testfunktioner som inte ar identiskt lika med noll. Notera ocksa att fo &r en jamn funktion,
det vill séga att fo(—t) = fa(t).

f2

-1 1

Vi far ytterligare en anvéandbar funktion f3 genom att sétta

fa(t) = C/ fa(r)dr, for alla t € R, dar C :/ fa(r)dr =~ 0,133086.
-1 -1

Eftersom f; = fo/C (enligt analysens huvudsats) ar f3 odndligt deriverbar, och vi har
att f3(t) =0dat < —1,att f3(t) =1dat > 1, och att f3 ar strangt vixande pa [—1,1].
Dessutom géller att f3(t) + fs(—t) =1 for alla t € R.

fs

-1 1

For a € R och € > 0 satter vi ocksa

fa(tia,2) = fi

t—a

), teR.
(3

Med hjalp av funktionen f3 kan vi till exempel konstruera en "avskdrningsfunktion”
for ett begrénsat intervall [a, b]: 1at € > 0 och sétt

p(t) = fa(t;a—e/2,e/4) — f3(t;b+¢€/2,¢e/4), teER.

Da ar p odndligt deriverbar, p = 1 i en omgivning av [a, b], och p:s stéd ar kompakt och
innehallet i intervallet |a —e,b + €.
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1.15 Rummet D’(I) av distributioner Lat I vara ett oppet intervall. En distribution
pa I &r en linjéar funktion u: D(I) — C som uppfyller foljande kontinuitetsvillkor: for varje
kompakt delintervall K av I finns konstanter C' > 0 och N € N sadana att

u(p |<CZ sup |0 (t)]

i—o tEK
for alla ¢ € D(I) vars stod ligger i K.

Méngden av alla distributioner pa I betecknas D’(I), och man séger att en distribution
pa I &r en "kontinuerlig linjar funktional pa D(I)”. (Med en funktional menas i allménhet
en skaldrvird funktion definierad pa ett linjart rum.)

For en distribution u € D'(I) och en testfunktion ¢ € D(I) kallas u(p) for det virde
som fas da u verkar pa v, och vi betecknar oftast u(¢) med (u, ¢). (Vi tillater oss ocksa att
skriva "(u, ¢)” nér en funktion u:D(I) — C ska definieras.) Linjériteten hos u innebér,
med detta beteckningssétt, att det for alla o, 1 € D(I) och ¢ € C géller att

<u7 w+ ¢> = <U, 90> + <U,1/)>,
och att
(u, cp) = c(u, p).

For u,v € D'(I) och ¢ € C definieras summan u + v och produkten cu genom

<u+v790>:<u790>+<v790>7 SDED(I)v
och

<Cu790> :C<u790>7 (pED(I).

Det foljer att u + v och cu ar distributioner pa I, och att D’(I), med dessa definitioner av
addition och multiplikation med tal, &r ett linjart rum.

Foljande sats ger en alternativ karakterisering av det kontinuitetsvillkor (se J.15) som
en distribution maste uppfylla.

1.16 Sats Antag att u: D(I) — C &r en linjdr funktion. Da géller att v € D'(I) om och
endast om foljande villkor &r uppfyllt: om ¢, € D(I), n = 1, 2, ..., ar en foljd sadan
att o, — 01 D(I) sa géller att (u,p,) — 0 dan — co.

Bevis Om vi antar att u € D'(I) och att ¢, € D(I), n =1, 2, ..., ar en {6ljd sadan
att ¢, — 01 D(I) sa ar det en rattfram f6ljd av definitionerna att (u, ¢,) — 0 da n — oo.

Antag nu att u ¢ D'(I), det vill séiga att u inte uppfyller kontinuitetsvillkoret i .15,
Da finns ett kompakt delintervall K av I sadant att det for varje n = 1, 2, ..., finns en
testfunktion v, € D(I) vars stdd ligger i K och som &r sadan att

[, )| > nZ sup |1, (t))].

k=0 (€K
Sétt ©n = Yn/(u,¥y). Da dr ¢, 8 =, #)/(u,4,), s& om | € N har vi for varje n > [ att

n

sup o) <> tsglgl%fk)( d} o Z sup 0, 0(t)

k=0

Detta ger att ¢,() — 0 likformigt, for alla [ € N. Vi har alltsa att ¢, — 0 i D(I) men att
(u, @n) =1 for alla n, sa villkoret i satsen ar inte uppfyllt. O
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1.17 Sats Antag att I &r ett Gppet intervall och att u € L], (I) (eller allménnare att u
viisentligen tillhr L, (I), seil.3). D& ger funktionen u upphov till en distribution pa I,
betecknad g, vars verkan pa testfunktioner ges av

(o) = [ utplt) dt, o€ D).
Efter beviset av denna sats kommer vi ofta att beteckna up med u, och vad som avses
far da framga av sammanhanget.

Bevis Om ¢ € D(I) sa finns ett kompakt intervall K C I sadant att ¢ = 0 utanfor K,
vilket ger att

/|u ()| dt = /|u |dt<</ lu(t |dt)sup|g0()|<oo

eftersom u viisentligen tillhor Li, (I) och ¢ #r kontinuerlig pa K. Integralen [; u(t)¢(t) dt
ar alltsa absolutkonvergent, sa up, dr en véldefinierad funktion fran D([1) till C.

Att up ar linjar foljer av integralens linjaritet.

Lat nu K vara ett godtyckligt kompakt delintervall av I. Om ¢ € D(I) ar sadan att
dess stod ligger 1 K sa har vi att

/I dt‘ /u ()] dt < (/ lu(t |dt> sup (1),

vilket visar att up, uppfyller det kontinuitetsvillkor som krévs av en distribution pa I (med
C = [k |u(t)| dt och N =0) och ddrmed att up € D'(I). 0

(uprs @) =

Varje lokalt integrerbar funktion kan alltsa ses som en distribution, vilket ger oss manga
exempel pa distributioner. Lat oss se hur det ser ut da nagra distributioner som ges av
enkla funktioner verkar pa testfunktioner.

1.18 Exempel Vi later x beteckna stegfunktionen, dven kallad heavisidefunktionen, som

definieras av
1, t>0
t — b iy b
x(®) {0, t<0.

Stegfunktionen &r lokalt integrerbar pa R, sa den ger upphov till en distribution pa R,
som ocksa betecknas x, vars verkan pa testfunktioner ges av

o0 0 oo [e'e)
() = / X(B)p(t) di = / 0p(t) dt + / Lo(t) dt = / o(t)dt, € D(R).

o0 —00

1.19 Exempel De funktioner som &ar konstant lika med 0 respektive 1 pa R &r lokalt
integrerbara pa R, sa de ger upphov till distributioner pa R, som ocksa betecknas 0
respektive 1, vars verkan pa testfunktioner ges av

0.0 = | T0p(t)dt =0, e D(R),

o0
och av

(1,¢) =/_Oo Lo(t) dt =/_Oo o(t)dt, ¢ <€ DR).

oo
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1.20 Likhet i distributionsmening Lat u,v € £, (I), dér I &r ett ppet intervall. Om
funktionerna u och v &r sadana att up, = vy, det vill sdga sadana att

Jutrettyat = [owevyae, o eDi)

1 1

sa sags u vara lika med v i distributionsmening.
Funktioner som &r lika i distributionsmening kan sigas vara "vasentligen lika”. Den
precisa innebdrden av detta framgar av foljande sats.

1.21 Sats Antag att u,v € L1, (I), dér I ér ett éppet intervall. Om u ér lika med v i
distributionsmening sa édr u(a) = v(a) i varje punkt a € I dir bade u och v dr kontinuerliga.

Bevis Antag att up = vps och att a € I &r en punkt dér bade w och v &r kontinuerliga.
Lat € > 0. Da finns ett > 0 sadant att [a—n,a+n] C I och sadant att |u(t) —u(a)| < e/2
och |v(t) —v(a)| <e/2 da |t —a| < n. Satt (se exempel 1.14)

t—a

1
)= —— ( ) tel,
o(t) C’nf2
sa att o € D(I), p(t) > 0om |t —a|l <n, p(t) =0 om |t —a| > n, och [;p(t)dt = 1.
Detta ger att
a—+n

)~ (ol =| [ utre0at - [uwpwa] < [ ) - utlowar < 5

-n

och, pa samma sétt, att |v(a) — (vp, )| < €/2. Av likheten

<UD’7 90> = <vD’7 S0>

foljer nu att Ju(a) —v(a)| < €, och detta ger i sin tur att u(a) = v(a) eftersom € > 0 var
godtyckligt. O

1.22 Diracimpulsen Den distribution é pa R som ges av

(6,0) = 9(0), € DR),

kallas diracimpulsen. Andra vanliga bendmningar pa denna mycket viktiga distribution ar
deltafunktionen och diracmattet. Diracimpulsen kan ses som en matematisk representation
av en “enhetspuls” i punkten 0 pa reella axeln. Fér en godtycklig punkt a pa reella axeln
later vi §, beteckna ”diracimpulsen i punkten a”, det vill séga den distribution pa R som
ges av (0q4, ) = ¢(a) for alla ¢ € D(R).

Man brukar askadliggora diracimpulser genom att rita pilar, till exempel som i féljande
figur som forestéller distributionen § + 265 — J5:
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Lat oss verifiera att ¢ ar en distribution pa R. Om ¢, € D(R) och ¢ € C sa har vi att
0,0+ ¢) = (¢ +¢)(0) = (0) + ¥(0) = (6, ¢) + (4, ¥),

(0, cp) = (c9)(0) = cp(0) = ¢(d, ),

vilket visar att ¢ ar linjar. Om ¢, € D(R), n =1, 2, ..., &r en foljd sadan att ¢, — 0
i D(R) sa giller speciellt att ¢, — 0 likformigt, och ddrmed punktvis, vilket ger att
(8,n) = ©n(0) — 0 d& n — co. Dirmed har vi att § € D(R), enligt sats |I.16,

Diracimpulsen 7#r inte en funktion”, det vill siiga, det finns ingen funktion u € L, (R)
sadan att § = up,. Ty om vi antar att u € L], (R) och att

/_00 u(t)e(t)dt =0

o0

och att

for varje ¢ € D(R) sadan att ¢(0) = 0 (vilket skulle vara fallet om up, = 4), sa foljer som
i beviset for sats I.21' att u(t) = 0 i varje punkt ¢ # 0 dér u dr kontinuerlig, och detta
medfor att up = 0.

Restriktion av distributioner

Lat I vara ett 6ppet intervall och lat J vara ett dppet delintervall av I. Om ¢ € D(J)
och ¢ utvidgas till en funktion pa I genom att sitta ¢(t) =0 da ¢t € I\ J sa kommer den
utvidgade funktionen ¢ att tillhéra D(I). Pa detta sétt kan vi se D(J) som ett linjért
underrum av D(I), det vill siga, vi kan se D(J) som méngden av de ¢ € D(I) vars stod
ligger i J. Detta synsétt anvander vi i féljande definition.

1.23 Definition Lat I vara ett éppet intervall och lat J vara ett éppet delintervall av 1.
For u € D'(I) definieras restriktionen av u till J, betecknad u;, genom

<uJ7 ()0> = <u7 ()0>7 pE D(J)

Det foljer att u; € D'(J), eftersom u € D'(I). Efter detta avsnitt kommer vi ofta att
beteckna u; med u, och vad som avses far d& framga av sammanhanget.

1.24 Likhet pa Oppna intervall Lat I vara ett Oppet intervall, lat u,v € D’'(I), och
lat J vara ett oppet delintervall av I. Om u; = v;, det vill sdga om (u, ) = (v,¢) for
alla ¢ € D(J), sa sigs u vara lika med v pa J.

Observera att det i allménhet inte &r meningsfullt att fraga sig om w &r lika med v i
en punkt som tillhor 1.

1.25 Exempel Vi visar att diracimpulsen ¢ &r lika med 0 pa intervallet J = ]0, co].

Det vi behéver visa ér, enligt 1.24, att §; = 0, det vill siga att (5,¢) = (0, ) for
alla o € D(J). Lat darfor ¢ vara en godtycklig testfunktion i D(J). Eftersom § och 0 &r
distributioner pa R ser vi hér ¢ som en testfunktion pa R vars stod ligger 1 J. Punkten 0
ingar alltsa inte i :s st6d, sa ©(0) = 0. Detta ger att

(6,) = ¢(0) = 0= (0, ),

och dérmed har vi visat att § = 0 pa |0, ool.
Pa samma sétt kan man visa att 6 = 0 pa intervallet |—o0, 0].
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Konvergens av distributioner

1.26 Definition Lat v € D'(I). En f5ljd u, € L1, (I), n = 1, 2, ..., siigs konvergera
mot u 1 distributionsmening om

lim (uy, @) = (u, ), ¢ € D(I).

n— o0

Mera allmént sigs en foljd w, € D'(I), n = 1, 2, ..., konvergera mot u i D'(I) om
limy, o0 (Un, @) = (u, @) for alla ¢ € D(I).

1.27 Exempel Sétt u,(t) =n da 0 <t < 1/n och u,(t) =0 annars, forn =1, 2, ...:

Uy Ug U3

Notera att funktionerna wu,, tillhér £i, (R) for alla n > 1. Vi undersoker om féljden u,, ir
konvergent i distributionsmening, och vad den i sa fall konvergerar mot, genom att for en
godtycklig testfunktion ¢ pa R understka gransvardet lim,, oo (tn, ©).

Lat alltsa ¢ € D(R). Till att borja med har vi att

o 1/n
(Un, ©) :/ un(t)p(t) dt :/0 ne(t)dt, n>1.

o0

Vi approximerar ¢(t) med ¢(0) genom att gora en kort maclaurinutveckling av ¢ (se A.8):

o(t) = p(0) + 1 (t)t, teR,

dér ¢, € C°(R). Detta ger att

1/n 1/n
(a0 = / 1 (2(0) + (1)) dt = p(0) + 1 / or(t)tdt, n> 1.

Eftersom ¢ € D(R) &r derivatan ¢’ kontinuerlig och har kompakt stod, sa det finns en
konstant C sadan att |¢/(t)] < C for alla t € R. Detta ger att |p(t)] < C for allat € R
(se A:8), s& vi kan nu visa att den sista termen ovan gar mot noll:

n/ wl(t)tdt‘gn/ lp1(t)t]dt <nC——==— =0, n— 0.
0 0 nn

n

Sammantaget har vi att
lim <un790> = 80(0)7

n— oo
vilket med hjélp av diracimpulsen § kan skrivas lim,, oo {(tn, ©) = (d, ¢). Eftersom ¢ var
godtycklig i D(R) géller detta for alla ¢ € D(R), sa enligt definition ;1.26 konvergerar
foljden wu,, mot J i distributionsmening.
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(")Vﬂingar
1A Vad blir (u,¢) om ¢ € D(R) och
1, t=0
= 30y — 4et, b) u=1+6§—x, Hy=23" ’
@u=3n-1c, O u=1+i-x, (@ u={y 170,
1B Bestam distributionen u om (u, @), for ¢ € D(R), ér lika med
2

o) 3
(a) 2<p(1)+/ (cost)p(t) dt, (b)/0 ©'(t) dt, (C)/ e y/(t) dt.

-1 o0
1C Lat funktionen u och intervallet I ges av

(a) u(t) =[t|~Y2dat#£0, I =R, (b) u(t)=t"1dat#0, I =R,

(¢) u(t)y=t"1da t>0, I=]0,00].
Ger u upphov till en distribution pa I (se sats 1.17)? Hur verkar i s fall u pa ¢ € D(I)?

1D Sitt u,(t) = n —n?t| da [t| < 1/n och sitt u,(t) = 0 annars, for n > 1. Bestdm
gransvéardet av foljden u,, i D'(R).

#1E Definiera u € D'(R) genom (u, ) = — [°(Int)@/(t) dt for ¢ € D(R) och lat f vara
den funktion som ges av f(t) =1/t dat > 0och f(t)=0dat <0.

(a) Visa att u = f pa ]0,00[ (se 1.24), det vill siga, visa att (u,¢) = (f,¢) for alla
¢ € D(R) vars stod ar en delméngd av |0, co.

(b) Visa att u = f pa ]—o0,0].
(c) Ar det meningsfullt att friga sig om u = f pa R?

sl Sitt u,(t) =n? dad —1/n <t <0, uu(t) = —n? da 0 < t < 1/n och uy,(t) = 0 annars,
for n > 1. Bestdm gransvéardet lim,, o0 (Un, @), dir ¢ € D(R).

*1G Sitt u,(t) = ncosnt, for t € R och n > 1. Visa att u, — 0 i D'(R).
«lH Visa att funktionen f; i exempel 1.14 tillhér C>°(R).

sl 1 Skissa en foljd u,, av funktioner sidan att:

(a) u, — 0 punktvis pa [0, 1], men u, 4 0 i £([0,1]) (jimfor med sats A.18),

(b) u, — 01 £([0,1]), men inte for ndgon punkt ¢ € [0,1] giller att u,(t) — 0,
(c) u, — 0 likformigt pa R, men u, 4 0 i £}(R) (jamfor med sats A.9).

*x1J, Visa att om u € D'(I) och ¢, — 0 i D(I) sa giller att (u,p,) — 0 di n — occ.

#%1K Finns det nagon distribution pa R som #r lika med €'/t pa |0, co[?
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Forelasning 2

Operationer pa distributioner

Distributioner ses ofta som "generaliserade funktioner”. Detta beror inte enbart pa att
varje lokalt integrerbar funktion kan ses som en distribution, utan ocksa pa att manga
operationer pa funktioner kan generaliseras till distributioner.

Vi definierar nedan ett antal operationer pa distributioner: derivering, multiplikation
med C*-funktioner, affina variabelbyten, och konjugering. Det &r vért att notera att dessa
operationer &r linjéra (konjugering &r konjugatlinjér) och kontinuerliga. Att en operation
T:D'(I) — D'(I) &ar linjér betyder att T'(u + v) = T'(u) + T'(v) och att T'(cu) = cT'(u)
(T(cu) = €T (u) om T &ar konjugatlinjar) for alla u,v € D'(I) och ¢ € C, och att T &r
kontinuerlig betyder att T'(u,) — T(u) i D'(I) om u, — u i D'(I).

2.1 Derivering Om u € C!(I) och vi later derivatan u’ verka pa en testfunktion o € D(I)
sa far vi, genom att vélja punkter a,b € I till vanster respektive till hoger om ¢:s stod
(vilket medfor att p(t) =0 dat <a eller t > b), att

Juwewa= [ i = [uoeo] - [ s = - [uoeoa.

I a I

For en distribution u € D'(I) definieras darfor dess derivata v’ genom

<ula SD> = _<u7 90/>7 p e D(I)

Lat oss verifiera att v’ € D'(I). Om ¢ € D(I) sa galler att ¢’ € D(I), vilket ger att v’
ar en véldefinierad funktion fran D(I) till C. Om ¢, € D(I) och ¢ € C sa har vi att

(W, o +1) = —(u, (¢ +9)) = —(u, o'+ ¢') = =(u,¢") = (u, ") = (W, ) + (v, ¥),
och att
(', co) = =(u, (cp)') = —(u,ce’) = —c{u, ') = c(u, p),

vilket visar att «’ ar linjar. Om ¢, — 0 i D(I) sa foljer att ¢,, — 0 1 D(I), vilket ger
att (v, on) = —(u, @, ) = 0 da n — oo, eftersom u € D'(I). Alltsa har vi att v’ € D'(I),
enligt sats :1:1:6

Lat oss ocksa verifiera att derivering, det vill sdga operationen u — u’, ar en linjar och
kontinuerlig operation pa D'(I). Om u,v € D'(I) och ¢ € C sa har vi for en godtycklig
testfunktion ¢ € D(I) att

<(u + ’U)/, 90> = 7<u + v, 30/> = 7<u7 30/> - <Ua 90/> = <’LL/, 90> + <UI7 §0> = <ul+ vlv 90>7
och att

/

((cu)s ) = —(eu, ") = —c{u, ') = c(u', ) = (cu', o),

vilket visar att (u+wv)" = u'+v och att (cu) = cu/, det vill sdga att derivering ar en linjar
operation pa D'(I). Om u,, — u i D'(I) sa foljer att w,, — v’ i D'(I), ty om ¢ € D(I)
sa har vi att (u,), ) = —(un, ") = —(u,¢’) = (W, p) da n — oo, eftersom ¢’ € D(I).
Derivering ar alltsa en kontinuerlig operation pa D'(T).

15
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2.2 Exempel Antag att distributionen v € D’(I) ar konstant, det vill sdga att u = C
for nagot C' € C. Da ar v/ = 0, ty lat ¢ € D(I) vara en godtycklig testfunktion och vélj
punkter a,b € I till vanster respektive till hoger om ¢:s stéd. Da har vi att

(', p) = —(u,¢) = —/1090’(75) dt = —/;Cso/(t) dt = —[C@(t)}} 0=(0,¢).

2.3 Distributionsderivator och punktvisa derivator Lat u € L, (I), dir I &r ett
oppet intervall, och lat, som tidigare, up, beteckna den distribution som w ger upphov till.

Vi kallar derivatan (up/)’ € D'(I) for distributionsderivatan av u, eller for derivatan
av u 1 distributionsmening. For att skilja pa distributionsderivatan av u och den vanliga
derivatan av u, det vill sdga den funktion som &ar lika med w'(t) i de punkter ¢ € I dar u
ar deriverbar och ar odefinierad for 6vrigt, kallar vi ibland den senare fér den punktvisa
derivatan av u.

Beteckningen u’ anvéinds ibland for distributionsderivatan av w och ibland for den
punktvisa derivatan av u, beroende pa sammanhanget.

2.4 Exempel For stegfunktionen x (se 1.18) har vi att den punktvisa derivatan dr den
funktion som &r lika med 0 i alla punkter ¢ # 0, och som &r odefinierad i punkten 0.

Vi berdknar nu distributionsderivatan x’ av , genom att se hur den verkar pa en
testfunktion ¢ € D(R):

(Woph = =tue) = =[xt = [T =~ [e0] =00 = G0

—0o0

dér § &r diracimpulsen (se [.22). Vi har alltsa att x' = ¢ (i distributionsmening).
2.5 Sats Lat I vara ett 6ppet intervall och antag att u € Cslty(I) och att u:s punktvisa
derivata u' vésentligen tillhor L] (I) (se .3 och '1.17). Da har u hégergrinsvéirde och
vinstergrinsvirde (se A.7%) i varje undantagspunkt a € I for u, och

(up) = (u)p + ) (ula+) — u(a-))da,
dar summan tas over alla undantagspunkter for v pa I.

Med andra ord, om satsens forutsattningar &r uppfyllda sa ges distributionsderivatan
av den punktvisa derivatan plus, for varje sprangdiskontinuitet, sprangets héjd ganger
en diracimpuls i diskontinuitetspunkten. Till exempel har funktionen i figuren nedan till
vanster den distributionsderivata som askadliggors i figuren till hoger:

ANC L
/7 — /]
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Bevis for sats 2.5 Antag att a € I ir en undantagspunkt for u. For att visa att u har
vénstergransvirde 1 a véljer vi en punkt ¢ € I sadan att ¢ < a och sadan att [c,a] inte
innehaller nagon undantagspunkt for u. Da har vi att

t
u(t) = u(c) +/ W(r)dr, c<t<a,
(&
och detta ger, eftersom v’ visentligen tillhdr £, (1), att

lim u(t) = u(c) +/au/(r) dr,

t—a—

vilket visar att u har vanstergrédnsvarde i punkten a. Att v har hogergransvérde i a visas
pa samma sétt.

Lat nu ¢ vara en godtycklig testfunktion i D(I) och vilj punkter ¢,d € I som inte
ar undantagspunkter for v och som &r sadana att [c,d] innehaller ¢:s stod. Lat vidare
ay < ag < ... < ay, for nagot N > 0, vara de undantagspunkter for u som ligger i [c, d]
och sitt ag = ¢, ay, 1 = d. Da har vi att

((up)sip) = ~(upni) = = [ ult)e Z / a
- —Zij( [we] " - / e dt)

n
N

= /aNﬂu/(t)‘P(t) dt — Z (U(am—l*)‘P(an-i-l) - u(anJr)go(an))

0 n=0
N
= Z an+ —u an )) <5an7 §0>7
=1
dér vi anvént att p(ag) = 0 och att p(ay, 1) = 0. Detta visar att

(up)' = (u)pr + Z(U((H) —u(a-))da,
dér summan tas 6ver alla undantagspunkter for u pa I. O

2.6 Hogre ordningens derivator For en distribution w € D'(I) definieras derivator
av hogre ordning genom upprepad derivering (precis som fo6r funktioner). Vi har alltsa
att andraderivatan u” = (u’) ges av (u”, @) = —(u/, ') = (u, ") for alla testfunktioner
@ € D(I), och i allménhet géller, for k € N, att

(W, @) = (=1)*(u, ™), v eD(I).
2.7 Exempel Derivatan av ordning k av diracimpulsen § ges av
(6™, 0) = (=1)"(5,0") = (=1)"™(0), » € D(R).
Vi har alltsa, for alla ¢ € D(R), att

<67 90> = 90(0)7 <6/7 90> = —(p/(O), <5N7 (P> = 90//(0)7 <5W7 (P> = _(PN/(O)7

och sa vidare.
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2.8 Multiplikation med C®°-funktioner Om f,u € C(I), dér I &r ett 6ppet intervall,
och vi later produkten fu verka pa en testfunktion ¢ € D(I), sa far vi att

/I (fu) (£)ep () dt = / (F(t)u(t)) o(t) di = / u(t)(F(D)p(t)) dt = / u(t)(fo)(t) dt

For en distribution u € D'(I) definieras déarfor dess produkt fu (ocksa betecknad uf) med
en funktion f € C°°(I) genom

(fu, ) = (u, f), »e€D).

Det foljer fran definitionen (med verifieringar liknande de som gjordes for derivering i 2.1)
att fu € D'(I), och att operationen u +— fu &r linjar och kontinuerlig pa D'(T).

Notera att definitionen &r meningsfull tack vare att f € C*(I), eftersom det annars
inte skulle gélla att fo € D(I) for varje ¢ € D(I). Distributioner kan alltsa i allménhet
bara multipliceras med oéndligt deriverbara funktioner.

2.9 Exempel Foljande likheter kommer ofta till anvandning:
(a) foa = f(a)da, dir f € CF(R),
(b) t6®) = —k5*=1 dir k > 1 &r ett heltal.
For att visa dessa likheter later vi ¢ € D(R) vara en godtycklig testfunktion. Vi har att

(féas o) = (bas fo) = (f)(a) = fla)p(a) = f(a){ba,p) = (f(a)da; ¥),
vilket visar att (a) giller. Upprepad derivering ger att (to)*) = tp®*) + kp*=1 g4

(t6M, ) = (6, 1) = (=1)*(t)™(0) = (1) k" D(0) = = (ks* D, o),
vilket visar att (b) géller. Nagra exempel: e'd = §, (sint)d, = 0, och t§" = —2§.

2.10 Sats Antag att f € C(I) och att u € D'(I). Da géller att (fu)' = fu'+ f'u.

Bevis Eftersom vi har att ((fu), @) = —(fu,¢") = —(u, f¢') = —(u, (fo) — fl¢) =
(u; fo) + (u, f'o) = (fu'+ f'u, ) for alla o € D(I), sa géller att (fu)' = fu'+ f'u. 0O

2.11 Affina variabelbyten Lat a # 0 och b vara reella tal. Om u € C(R) och vi later
funktionen u(at + b) verka pa en testfunktion ¢ € D(R) sa ger ett variabelbyte att

/_Z (at + b)p(t) dt = a|/ —b)/a) dt

For en distribution u € D'(R) definierar vi darfor u(at 4+ b) genom
(u(at +b),¢(t)) = I |<u o((t—"b)/a)), ¢ €DR).

Hogerledet star har {or w( , 1), dar ¢ &r den testfunktion som ges av ¥ (t) = p((t —b)/a)
for t € R, och vénsterledet star for u(at + b):s verkan pa ¢, som alltsa definieras som
véirdet av hogerledet. Denna typ av (férhoppningsvis intuitiva) notation kommer vi ofta
att anvénda. Observera alltsa att om u € D'(R) sa betyder u(at + b) inte nagot i stil med
"w:s virde 1 punkten at +b", utan att u(at +b) da betecknar den funktion fran D(R) till C
som definierades ovan.

Det foljer fran definitionen att u(at 4+ b) € D'(R), och att operationen u — wu(at +b) ar
linjér och kontinuerlig pa D'(R).
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Vissa specialfall ar av sérskild betydelse. Givet en funktion eller distribution u pa R
kallas u(—t) for speglingen av u, och om a > 0 kallas u(at) for en omskalning av u, och
om a € R kallas u(t — a) for en translation av u. Féljande figurer ger nagra exempel:

& y—ﬂ
Q u(t —2)

Om u € D'(R) sa ger definitionen av affina variabelbyten att

(u(=1),0(t)) = (u(t), o(-1)), ¢ € D(R),

och for a > 0 att
(u(at), (1)) = (u(t),¢(t/a))/a, ¢ € D(R),
och for a € R att
<u(t —a), gp(t)> = <u(t),<p(t + a)>, v € D(R).
Vi kommer ibland att beteckna spegling med tecknet ™ och operationen "translation

med a” med 7, det vill siiga u(t) = u(—t) och (7,u)(t) = u(t—a). Med dessa beteckningar
har vi, om u € D'(R) och ¢ € D(R), att

(U, ) = (u, 9),
och att

<Tau7 @) = <u7 T—a§0>'

2.12 Exempel Vi forenklar distributionen 6(2¢t — 6).
For en godtycklig testfunktion ¢ € D(R) ger definitionen av affina variabelbyten att

(321 = 6). () = r(80).0((1+0)/2)) = 3o(0+6)/2) = 50() = 5 (6.0

Alltsé giller att §(2t — 6) = 143.

2.13 Konjugering For en funktion u(t) later vi @ beteckna den funktion som fas genom
att komplexkonjugera w:s virden. Om u € C(I), dér I ar ett 6ppet intervall, och vi later @
verka pa en testfunktion ¢ € D(I), sa far vi att

[attreteat = [a@eae= [unema = [uwp

I I I I

For en distribution v € D'(I) definieras darfor dess konjugering @ genom
(@) =(u,®), ¢eDI).

Av definitionen foljer att @ € D'(I), och att operationen u — @ ar konjugatlinjar och
kontinuerlig pa D'(T).
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Differentialekvationer och distributioner

For en konstant distribution u géller att v’ = 0. Foljande grundliggande sats visar att
det inte finns nagra andra distributioner vars derivata ar lika med noll.

2.14 Sats Antag att uw € D'(I) och att v’ = 0. Da ar uw = C for nagon konstant C € C.

Bevis Vilj forst en testfunktion p € D(I) sadan att [; p(t) dt = 1. Till exempel kan p
konstrueras med hjilp av funktionen f, i exempel |I.14.

Lat nu ¢ € D(I) vara en godtycklig testfunktion. V&lj en punkt a € I till vinster om
stoden for ¢ och p (vilket medfor att ¢(t) = p(t) = 0 da t < a) och sétt

vlt) = [ () = (Lphp(r) dr, te L

Da giller att ¢' = ¢ — (1,¢)p, sa ¢ € C>(I) och ¢’ € D(I). Vidare ar ¢(t) =0 da t < a,
och dessutom ar 1 (t) = 0 da ¢ ligger till hoger om stoden {6r ¢ och p, eftersom

/(<p<v~> (L pp(r)) dr Z/@(T) dr <1,<,o>/p<r> dr = (1,¢) — (1,p)-1 = 0.

I I I
Funktionen ¢ tillhor alltsa D(I). Vi har nu att

(u,0) = (u, (Lg)p+ ¢ — (L o)p) = (1, 0)(u, p) + {u, )
= <uap><1790> - <u,77/)>'
Men v’ = 0, sa med C' = (u, p) far vi att u = C. g

En f6ljd av satsen ovan ar att om v € D'(I) och om u € D'(I) ar en primitiv till v,
det vill sdga om u’ = v, sa ges alla primitiver till v av u + C, dar C' € C ar en godtycklig
konstant. Man kan visa (se till exempel {5}) att varje distribution har en primitiv.

Vissa differentialekvationer kan 16sas genom att reducera dem till formen v’ = 0:

2.15 Exempel Vi bestammer alla 16sningar u € D'(R) till ekvationen v’ — 3u = .
Multiplikation med den integrerande faktorn e =3 ger att

€—3tu/ _ 36_3tu — 6_3t5,

dér vinsterledet &r lika med (e~3'u)’ enligt produktregeln (sats 2.10}), och hégerledet kan
forenklas: e 73§ = e739§ = 6, enligt exempel 2.9 (a). Alltsa har vi att

(e7?u)" = 6.
Enligt exempel 2.4 &r y en primitiv till 4, det vill siga x’ = d, s& ekvationen kan skrivas
(e ?'u—x) =0.
Sats 2.14 ger att e~3'u — y = C' for nagon konstant C € C, s ekvationen har lésningarna
u = Ce3t 4 3ty

Vi ser fran 16sningsgangen att den homogena ekvationen v’ — 3u = 0, dir u € D'(R),
har den allminna 16sningen v = Ce3!. Alla 16sningar i D'(R) till ekvationen v’ — 3u = 0
ges alltsa av odndligt deriverbara funktioner.
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Foljande sats om den allménna 16sningen till en homogen linjar differentialekvation
med konstanta koefficienter kan bevisas genom att successivt 10sa differentialekvationer
av typen u' — ru = v, dir r € C #r en konstant (tillvigagangssittet demonstreras i {4}).
Sats 2.14 anvinds da varje gang alla primitiver till en distribution ska bestdmmas.

2.16 Sats Alla l6sningar u € D'(R) till differentialekvationen
emtt™ + ¢ u™ D 4 e + cqu =0,
dir m > 1, ¢y, ...,c,, € C, och ¢, # 0 ges av

u = Pi(t)e"" + ...+ Py(t)e™",

dar ry,...,r, ar de distinkta rotterna, med respektive multiplicitet mq, ..., my, till den
karakteristiska ekvationen c,,7™ +c,, ;7™ " +...4+c1r+co = 0, och P; ér ett godtyckligt
komplext polynom med grad mindre dn m;, fori =1, ..., k. O

Alla 16sningar u € D'(R) till differentialekvationen c,,u(™ + ...+ cqu = 0 ges alltsa av
oandligt deriverbara funktioner, sa ekvationen har samma l6sningar i distributionsmening
(I6sningar soks bland distributioner) som i sa kallad klassisk mening (16sningar séks bland
funktioner som ar deriverbara minst m ganger).

Divisionsproblemet for distributioner

Antag att vi har en ekvation fu = v, déar f € C*°(I) och v € D'(I) ar givna. Om f(t) # 0 for
alla t € I sa kan vi 16sa ut v genom att dela med f, det vill siga genom att multiplicera
ekvationen med 1/f, eftersom 1/f da &r en C*-funktion pa I. I detta fall blir alltsa
16sningen entydigt bestdmd och ges av u = (1/f)v.

Foljande sats behandlar enklast mdéjliga fall da f har ett nollstdlle i en punkt a € I,
némligen f(t) =t — a och v = 0. Notera forst att (t — a)d, = 0, enligt exempel 2.9 (a).

2.17 Sats Antag att u € D'(I) och att (t—a)u = 0, dir a dr en punkt i I. Da dr u = Cd,
fér nagon konstant C' € C.

Bevis Vilj forst en testfunktion p € D(I) sadan att p(a) = 1. Till exempel kan man
konstruera p med hjilp av funktionen fy i exempel |I,14!

Lat nu ¢ € D(I) vara en godtycklig testfunktion. Da dr ¢ — ¢(a)p en testfunktion som
har vérdet 0 i punkten a, vilket for ¢t € I ger att

t

1
(0= w(a)p)(r)dr = (t - a)/o (v = p(a)p)(a + (t = a)r) dr.

Vi kallar den sista integralen, sedd som funktion av ¢, for ¥ (t). Av sats 'A.19 foljer att ¢
kan deriveras upprepade ganger under integraltecknet, sa ¢ € C*°(I). Eftersom ¢ och p
har kompakt stod i I, och ¢(t) — ¢(a)p(t) = (t — a)¥(¢), har dven 1p kompakt stéd i 1.
Funktionen ¢ tillhor alltsa D(I). Vi har nu att

(0 — pla)o)(t) = 0 + /

a

(u, ) = (u, pla)p+ ¢ — pla)p) = la)(u, p) + (u, (t — a)y)
= <u,p) <6av 90> + <(t - a)u, 1/}>
Men (t — a)u = 0, sa med C' = (u, p) far vi att u = Cd,. 0
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2.18 Exempel Vi bestimmer alla 16sningar u € D'(R) till ekvationen (¢? 4 2t)u = 0.
Ekvationen kan skrivas

t((t+2)u) =0,
s& sats 217 ger att det finns en konstant C' € C sadan att

(t+ 2)u = Co.

Vi vill nu "bryta ut” en faktor ¢+ 2 ur hégerledet. Enligt exempel 2.9 (a) &r (t+2)5 = 20,
sa (t+2)(£6) = C4. Ekvationen kan nu skrivas

(t+2)u=(t+2)(56).
Sats 2.17 ger, eftersom (¢ + 2) (u - %5) = 0, att det finns en konstant D € C sadan att
u = %5 + D6_2.

Alla I6sningar till ekvationen (2 + 2t)u = 0 ges alltsd av u = E§ + D§_,, diir D, E € C
ar godtyckliga konstanter.

Foljande sats, som &r en generalisering av sats 2.17, kan bevisas genom att successivt
16sa ekvationer av typen (¢t — a)u = v (som i exemplet ovan) med hjélp av bland annat
sats 2.17 och likheten i exempel 2.9 (b): t6®) = —ks*—1),

2.19 Sats Alla Iosningar u € D'(R) till ekvationen

(t—a)™ ...(t—ap)™u=0,

dar k> 1, my,...,my > 1, och ay,...,a; € R ar distinkta ges av
k mi—l
u=2 > Ciid?,
i=1 j=0
dir C; ; € C ar en godtycklig konstant, for i =1, ...,k och j =0, ..., m; — 1. O

2.20 Distributionerna t=* Finns det nigon 16sning u € D'(R) till ekvationen tu = 17
I sa fall maste u ges av funktionen 1/¢ pa intervallen |—o0, 0] och |0, c0[. Det gar dock
inte att definiera en distribution pa R genom att sétta dess verkan pa en testfunktion

¢ € D(R) lika med
| e

eftersom denna integral &r divergent om ¢(0) # 0. En 16sning till ekvationen tu = 1 kan
déremot konstrueras som foljer, med hjalp av derivering i distributionsmening,.

Vi later t=! beteckna distributionsderivatan av funktionen In [¢|, eller mera precist
uttryckt: funktionen In |t|, definierad for ¢ # 0, tillhor viisentligen £1, (R) (se.3) och ger
dérmed upphov till en distribution pa R (enligt sats JI.17), vars derivata vi betecknar t~*.

Av definitionen foljer att t=1 € D'(R), och foljande beriikning, dir ¢ € D(R) ir en
godtycklig testfunktion, visar att tt~! = 1:

o0

{tt=h ) = (£ tp) = (I [t])', t) = —(In[t], (tp)") = —/ (In[t]) (te)'(t) dt =

—0o0
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= — lim
e—0+

ln|t|dt+/oo(tg0)’(t) 1n|tdt>

— 00

(.
~ lim (w yine]] —/Etgo(t)idt—l— [w(t)lnu@j—/:ow(t)ldt)
(-

e—0+ oo t
= — lim ep(—e)lne —ep(e)Ine —/ o(t) dt)
e—0+ |t|>e
—0+0+ / o(t) dt
—o0o
= (1,¢).
Vidare sitter vi t~° = 1, och definierar distributionerna t=2, t=3, ..., genom att sitta

1
=D — 2Ry k=1,2,....
—_ k (7 ) ) ) b
Notera att detta medfor att (t7%) = —kt~*+D for alla k € N.
2.21 Sats For k > 1 géller att tt=% = t=*~1) och att tFt—%F = 1.

Bevis Vi visar forst med induktion att t£=% = ¢t~ f5r &k > 1. Att t¢~ ! = 1 visades
ovan. Antag att t¢—* = t~(*~1 for nagot k > 1. Derivering av denna likhet ger att

(=R = (k- 1)

det vill siga att tt~**+1) = t=% Av induktionsprincipen foljer nu att tt=% = t~*=1 for
alla £ > 1. Den andra likheten i satsen &r en direkt foljd av den forsta: for £ > 1 far vi att

thi=k = ghlyp=h = b= = =l =1, O

2.22 Exempel Vi bestammer alla 16sningar u € D'(R) till ekvationen
(t —1)%(t + 2)u = 6t + 3. (%)

Notera att () &r en linjar ekvation. Den allménna 16sningen till motsvarande homogena
ekvation (t — 1)2(t + 2)u = 0 ges enligt sats 2.19 av C6, + Dé§/ + E§_,, dir C, D, E € C.
For att hitta en partikuléarlosning gor vi féljande partialbraksuppdelning:
6t + 3 3 4 11
(t—1)2(t+2) (t—-1)2 t—-1 ¢t+2’

t£1,-2

Alltsa dr (t— 1 (t+2)(3(t —1) 2+ (t—1)"' = (t+2)7") = 6t + 3 for t # 1,—2, och
denna likhet medfor att
3t—-D 24+ (t-D)"t—(t+2)7!

ar en partikuldrldsning till (%), eftersom det av sats 2.21, foljer att (¢ — 1)%(t —1)72 = 1,
(t—1)(t—1)"t=1och (t+2)(t+2)~! = 1. Alla Iosningar i D'(R) till () ges alltsa av

=3t—-1)" 2+t -1t~ (t+2)" 1+ 08 + D&+ ES_y,

dar C, D, E € C ar godtyckliga konstanter.
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Stod for distributioner

2.23 Definition Lat u € D'(I). Stdédet f6r u &r méngden av de punkter a € I sadana att
det for varje € > 0 finns en testfunktion ¢ € D(I) vars stod ligger i |a — €, a + €[ och som
ar sadan att (u, ) # 0.

2.24 Exempel Diracimpulsen ¢ har stédet {0}: om a # 0 sa &r (d,¢p) = 0 for varje
¢ € D(R) vars stod ligger i Ja — |a|/2,a + |a|/2], sa a tillhor inte 0:s stod. Men det gor 0,
ty om ¢ > 0 sa finns ett ¢ € D(R) vars stod ligger i |—e, e[ och som uppfyller ¢(0) # 0.

2.25 Sats Antag att stoden for u € D'(I) och ¢ € D(I) inte har nagon gemensam punkt.
Da géller att (u,¢) = 0.

Bevis Om u = 0 eller ¢ = 0 sa ar forstas (u, ) = 0. Annars, det vill siga om u # 0
och ¢ # 0, later vi K vara stodet for ¢ och sétter

f(t):sup{8>0;u:0pé[ﬁ]t—e,t—i—e[}, te K.

For t € K ar f(t) > 0 eftersom ¢ inte tillhor w:s stéd, och f(t) < oo eftersom u # 0. Att f
ar kontinuerlig ar rattframt att visa, och K &r kompakt, sa f har ett minsta varde pa K,
sig e. Eftersom f(t) > 0 for alla t € K &r e > 0.

Sétt (se exempel 1.14) p(t) = fa(t; —/8,£/8) — fa(t;/8,¢/8) och p,(t) = p(t — ne/4)
for t € R och n € Z. Stodet for p,, ligger i intervallet [(n — 1)e/4, (n + 1)e/4], som har
langd /2, och >0 _  pn(t) = 1 for alla ¢ € R. Vi har darfor att ¢ = 1o = >, pnip, dér
summan tas 6ver de n for vilka p,p inte ar identiskt lika med noll. Summan &r dndlig
eftersom K ar begransad, och varje term har sitt stod i ett intervall i vilket v = 0, vilket

ger att (u,p) = >, (u, ppp) = 0. .

2.26 Distributioner med kompakt stéd Antag att u € D'(I) och att w:s stod K &r
kompakt. Da kan wu:s verkan pa testfunktioner pa ett meningsfullt satt utvidgas till en
verkan pa alla funktioner i C*°(I), pa foljande sétt.

Lat p € D(I) vara sadan att p = 1 i en omgivning av ett intervall som innehaller K
(se exempel 1.14 fér hur p kan konstrueras). Om ¢ € D(I) sa har vi att

(u, 0) = (u, pp + o = pp) = (u, pp) + (u, (1 = p)p) = (u, p),
eftersom sats 2.25 ger att (u, (1 — p)¢) = 0. Vidare giller att pp € D(I) om ¢ € C=(I),

sa u kan utvidgas till C*°(I) genom att sitta
(u,0) = (u, pp), € C(I).

Det foljer att utvidgningen w:C>°(I) — C &r linjér, och att (u,p) = 0 om ¢ € C*°(I) &r
sadan att K och stodet for ¢ inte har nagon gemensam punkt. Det &r ocksa rattframt att
visa att utvidgningen ar entydigt bestdmd av dessa egenskaper.

Till exempel kan diracimpulsen 0 utvidgas till att verka pa alla funktioner i C*°(R).
Stodet for ¢ &r méngden {0}, sa vi later p € D(R) vara sadan att p = 1 i en omgivning av
punkten 0. Da far vi enligt ovan att d:s utvidgning verkande pa en funktion ¢ € C*°(R)
ges av (4, ) = (0, pp) = p(0)(0) = ¢(0).
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Ovningar

2A

Bestédm distributionsderivatan av (cost)x(t), pa tre sétt:
(a) genom att anvinda definitionen i 2.1,
)
)

(b
(c

2B Notera att tva godtyckliga funktioner f,g:/ — C utan problem kan multipliceras
med varandra (produkten fg definieras genom att sétta (fg)(t) = f(¢)g(t) for ¢t € T).

(a) Vad kan en godtycklig distribution u € D'(I) multipliceras med?
(b) Vilka av foljande produkter dr definierade: xd, =18, =18, t=1¢=1 |t|x, [t|6'?

(¢) Vivet att t='t =1 och att td = 0, men nagot méaste inda vara felaktigt i foljande
rakning: 6 =16 = t~1td = t='0 = 0. Vad?

genom att anviinda sats 2.5,

genom att anviinda produktregeln (sats 2.10).

2C Fo
(a) (sint)d,  (b) t8”,  (c) #2364, () 6(2—t) +8(t/2 — 1),
(e) 6"(31), (f) o, (g) +t)(t -1, (b) (2t)~*

2D

srenkla foljande distributioner:

Bestam alla 16sningar u € D'(R) till ekvationerna
(a) v+ 2tu =0, (b) tu'+u = 2t, (c) tu' =48,
(d) 2 2t~ (e) (2 +t)u=t+2+54, (f) (t3—6t>+9t)u=9.

2F En distribution v pa R kallas jdmn om @ = u och udda om @ = —u (se :_2-._-1_1:), precis
som for funktioner. Visa att u’ 4r udda om u &r jimn, och att v’ &r jamn om wu &r udda.

*2F Los 6vning 1F pa ett snabbt sitt genom att anviinda resultatet av vning i D och det
faktum att derivering &r en kontinuerlig operation pa D'(R).

G Antag att v € D'(R) ér sddan att t3u = 0. Visa, utan att anviinda sats 2.19, a

*2G
u=C¢"+ D¢ + E§ for nagra konstanter C, D, E € C.

*2H Visa att om ¢ € D(R) sa géller att

(t71 ) = lim elt) dt.

e—0+ |t|>6

Man séiger att (¢!, ¢) &r principalvirdet av integralen [°°_ p(t)/t dt.
xx21 Visa att fu € D'(I) om f € C*(I) och u € D'(I).

#x2J, Sitt, forn=1,2, ...,
1
up(t) = ———, teR.
O =5 m
(

Visa att u,, — t~' —imd i D'(R) d& n — oc.

Sats 'A.18 kan vara anvindbar.)
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Forelasning 3

Faltning

Faltning ar ett anvandbart verktyg i manga sammanhang och dyker upp naturligt bland
annat vid losningen av differentialekvationer. Nar vi senare studerar olika transformer
kommer vi se att transformen av en faltning av tva funktioner i allménhet &r lika med
produkten av funktionernas transformer.

3.1 Definition Lat u,v € Csy(R) (se \[.3). Faltningen av u och v, betecknad u * v, &r
den funktion som ges av

(u*v)(t) = /00 u(t — r)v(r)dr,

oo

och vars definitionsméngd bestar av de ¢ € R for vilka integralen ar absolutkonvergent.
Notera att u(t —r) = u(—(r — t)) = a(r —t) = (140)(r) (se 2.11). Som funktion av r
fas alltsa u(t — ) genom att forst spegla u och sedan translatera speglingen med ¢.

3.2 Exempel Lat u(t) =1da 0 <t <1 ochu(t) =0 annars, och lat v(t) =1 dat >0
och v(t) = 0 annars:

Faltningen u x v av dessa enkla funktioner kan bestdmmas utan nagra direkta berdkningar.
Eftersom u(t —r) =1dat—1<r <tochu(t—r)=0dar <t—1ochdar >thar
vi, for t € R, att (u*v)(t) = [Z ut —r)v(r)dr = [} ,v(r)dr, sa faltningens virde i
punkten ¢ &r medelvirdet av v:s véirden i intervallet [t — 1,¢]:

u*xv

I detta fall blir alltsa faltningen u * v ett sa kallat glidande medelvdrde av v. Allméant
géller, om [ wu(t)dt =1, att u* v kan ses som ett viktat glidande medelvirde av v.

3.3 Bilinjaritet Om u, v, w € Csy(R) och ¢ € C sa ger integralens linjaritet att foljande
likheter géller i de punkter dar de ingaende faltningarna &r definierade:

(u+v)*xw=u*w-+v*w, ux(V+w)=u*xv+u*w,
och
(cu) xv =c(u*xv) =ux*(cv).

Man sager att faltning ar en bilinjar operation, och eftersom faltningen raknemassigt
uppfor sig som en produkt kallar man funktionerna w och v for faltningen u * v:s faktorer.

27



28 DISTRIBUTIONER

3.4 Kommutativitet och associativitet Om u,v € Cgsy(R) och faltningen u x v &r
definierad i en punkt ¢t € R sa har vi att

(u*v)(t) :/Oou(t—r)v(r)dr:/s:t—r/:/_:u(s)v(t—s)ds: (v u)(t).

—0o0

Faltning &r alltsa en kommutativ operation: u * v = v * u.
For u, v, w € Csty(R) géller inte alltid att (u*v) * w = u* (v * w). Sétt till exempel

ut) =1, teR, v(t):{smt’ 0=tsam (t):{’ t20,

0, t < 0eller t > 2m, 0, t<O0.

Da ar ((uxv) * w)(t) = 0 och (ux* (v*w))(t) = 27 for alla t € R, och alla ingaende
faltningar &r véaldefinierade pa hela R. Under nagorlunda allménna villkor pa u, v och w
ar dock faltning en associativ operation, det vill sdga, (u *v) * w = u * (v * w).

3.5 Kommutering med translationer Lat 7, beteckna translation med a, som i 2,11,
Om u, v € Cyy(R) sa foljer direkt av definitionen av faltning att

(Taw) *x v = T4 (u* v) = u* (T40).

Man séager att faltning kommuterar med translationer. Detta &r en av faltningens mest
grundlaggande egenskaper.

Det finns manga satser som vésentligen siger att om u och v har vissa egenskaper sa
existerar u * v och har vissa egenskaper. Vi ger tva anviandbara exempel nedan.

3.6 Sats Antag att u € LY(R) och att v € L(R) (seil.4 och iI.4). Da ér faltningen u v
definierad pa hela R och ar en kontinuerlig och begriansad funktion.

Om vi istéillet antar att u € £%°(R) och att v € L}(R) sa giller slutsatsen oforindrad
eftersom u * v = v * u.

Bevis Faltningen u*v &r definierad pa hela R, eftersom integralen [*°_ u(t —r)v(r)dr
ar absolutkonvergent for alla ¢t € R:

| tute=meeldr < [ jut = il = uly ol <ot R,

o0 —00

Av denna uppskattning foljer ocksa att
((wx o)) <luly[v]e, teR,

vilket ger att u * v ar en begrinsad funktion. Att w * v ar kontinuerlig kommer att folja
av att |7,u —ul; = 0 da h — 0, sa vi visar forst att detta géller.

Lat ¢ > 0. Eftersom u € £(R) finns enligt sats A.1% en funktion w:R — C som &r
styckvis konstant, har kompakt stod, och &r sadan att ||u — w|; < e/3. Om N &r antalet
diskontinuitetspunkter for w sa har vi for alla h € R att
€
3

sa ||Tpu — ul; < € om |h| &r tillréckligt litet, vilket visar att ||7,u — ul, = 0 da h — 0.

€
I7nu = ully < I = mwlly + lmyw = wly + o —ul, < 5 +N-2wlfhl + 3,
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For att visa att w v ar kontinuerlig later vi aterigen € > 0. For alla ¢, h € R har vi att
< /S =t— r/

S/ |u(s + h) = u(s)| vl ds = |7-nu = uly 0],

o0

|(u>«<v)(t+h)— (u>«<v)(t)| _ ‘/_Oo(u(t+h—r) —u(t—r))v(r)dr

vilket enligt ovan medfor att |(u * v)(t + h) — (u x v)(t)] < € om |h| &r tillrdckligt litet.
Detta visar att u v dr en (likformigt) kontinuerlig funktion. g

3.7 Sats Antag att u,v € LL,(R) och att u(t) = v(t) = 0 da t < 0. Da géller att
faltningen u % v vésentligen tillhér L1, (R) (se d.3) och att (uxv)(t) =0 dat < 0.

Om ocksa w € L], (R) och w(t) = 0 dat < 0 sa géller att (u*v) *w = u * (v *w),
forutom i hégst dndligt manga punkter pa varje begransat intervall.

Bevis Om ¢ < 0 sa ar u(t — r)v(r) =0 for alla r € R, sa (uxv)(t) =0dat <0.

Kalla (tillfalligt) en punkt ¢t € R for en kollisionspunkt om nagon undantagspunkt for
funktionen r — u(t —r), r € R, sammanfaller med nagon undantagspunkt fér v. Om ¢ > 0
inte &r en kollisionspunkt sa &r integralen

o] t
/ u(t —r)u(r)dr = / u(t — r)v(r)dr
—o0 0

absolutkonvergent, eftersom u,v € L], (R) och eftersom funktionen u(t — ) &r begriinsad
i en omgivning av varje undantagspunkt for v, och tvartom. Faltningen u % v &r alltsa
definierad pa hela R utom eventuellt i kollisionspunkterna, och dessa ar hogst dndligt
manga pa varje begrénsat intervall.

Lat @ > 0 vara en punkt som inte adr en kollisionspunkt. Vi visar nu att u % v ar
kontinuerlig i a. Lat € > 0 vara sadant att det inte finns nagon kollisionspunkt i intervallet
la —e,a + €. Sétt ug(r) = u(r) och vy(r) = v(r) da r < a+ e och ug(t) = vo(t) = 0 da
r > a+e. Da giller att ug, vy € L'(R) och att (u*v)(t) = (ug*vy)(t) dha—e <t < a+e.

Sétt ve(r) = vg(r) om det finns en undantagspunkt b for vy sadan att [r — b| < £/4 och
sitt ve(r) = 0 annars. Satt ucs(t) = ug(t) om det finns en undantagspunkt b for v, sadan
att [t — (a —b)| < €/2 och sétt u.(t) = 0 annars. Pa intervallet |a —e/4, a +¢/4[ har vi att
UV = Ug kU = Ug * (Vg — Ve ) + Ug * Ve = Ug * (Vg — Ve) + Ue * ve. Eftersom ug, v. € L1(R)
och vy — v, us. € L2(R) f6ljer av sats B.§ att w * v ar kontinuerlig i a. Alltsa har vi att
faltningen u * v vésentligen tillhor Csy(R).

For ett godtyckligt @ > 0 har vi att

/Oa|(u*v)(t)|dt=/0a /Otu(tr)v(r)dr dt</0a/0t lu(t — r)o(r)| dr dt

[ [ e =niteordear = [*( [ enae) ot an

< [l [ orar <o

vilket visar att u * v viisentligen tillhér £i, (R). Bytet av integrationsordning #r tillatet
enligt sats A.20 eftersom integranden &r positiv.
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Antag nu att w € Li, (R) och att w(t) =0 da t < 0. Om en punkt ¢ > 0 #r sidan att
(Ju] * [v]) * |w| &r definierad i ¢, sa &r ocksa (u * v) * w och u * (v * w) definierade i ¢, och
vi har att

((u*v) *xw)(t) = /Ot(u x0)(t —r)w(r)dr = /Ot </Otru(s)v(t —r—23) ds)w(r) dr

_/Otu(s) </Otsv(t = syw(r) dr) ds —/Otu(s)(v W)t — s)ds

= (u * (v % w))(t),

dar bytet av integrationsordning &r tillatet enligt sats EA:?Q

Det foljer att (u*v) *w = u* (v*w), forutom i hogst dndligt manga punkter pa varje
begrénsat intervall, eftersom faltningen (|u| * |v]) * |w| enligt resultaten tidigare i detta
bevis viisentligen tillhér £, (R). a

Regularisering

3.8 Definition Lat u € L}, (R). Om p € C°(R) har kompakt stéd och [ p(t)dt = 1
sa kallar vi faltningen u * p for en regularisering av u.

Anledningen till denna terminologi ar att u x p ar oéndligt deriverbar, vilket foljer av
sats 3.9 nedan, och att virdet av u x p i en punkt ¢ € R &r ett viktat medelvirde av de
véarden som w antar i punkter av formen t — r, dar r tillhor stodet for p.

3.9 Sats Antag att u € L, (R). Om v € C¥(R) for nagot k sadant att 1 < k < oo och
stodet for v édr kompakt sa giller att u v € C*(R) och att

(uxv)(t) = (uxd)(t), teR.

Bevis Vi antar forst att v € L(R) och att v har kompakt stod, och visar att detta
medfor att u x v ar definierad och kontinuerlig pa hela R.

Lat a € R, lat b > 0 vara sadant att v(t) = 0 da [t| > b, och 1at ug vara den funktion
som &r lika med u pa intervallet Ja —b —1,a + b+ 1] och lika med noll fér 6vrigt. Vi har
da att

00 a+b+1
(u*v)(t) :/ u(r)v(t —r)dr :/ u(r)v(t —r)dr, |t—al <1,
—o0 a—b—1
S& u* v = uy * v pa intervallet |a — 1, a + 1[. Eftersom uy € £'(R) och punkten a € R var
godtycklig foljer av sats 5.G att u * v &r definierad och kontinuerlig pa hela R.

Antag nu att v dessutom tillhér CH(R) for nagot k sadant att 1 < k < co. Av sats A.19

foljer att u * v kan deriveras under integraltecknet, sa vi far att

oo

(uxv)(t) = / w(r)v'(t —r)dr = (uxv')(t), teR.
— 00

Argumentet ovan for att u * v ar kontinuerlig ger om det tillampas pa u och v" att u x v’

ar kontinuerlig, s& u * v € CY(R). Om k > 2 sa far vi, eftersom v’ da tillhér CY(R), att

(uxv)" = (u*xv") = u*v" och dirmed att u v € C*(R). Om k > 3 si ger upprepning av

detta resonemang att u * v € C*(R). 0
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For manga funktionsrum géller att regularisering kan anvéndas for att approximera
funktioner i funktionsrummet med C*°-funktioner. Till exempel har vi foljande sats, som
vi senare kommer att ha anvandning av.

3.10 Sats Antag att p € C™(R), att p har kompakt stod och att [° p(t)dt = 1, och
sitt pn(t) =np(nt) for t ER ochn=1,2,.... Omu € L} (R) s& idr u * p, en foljd av
regulariseringar av u och det galler att

(a) w*p, — u likformigt pa R om u:R — C ar likformigt kontinuerlig, och att

(b) u*pp —u i LY(R) om u € L'(R).

Bevis Vi sitter C' = [ |p(t)| dt och later b > 0 vara sadant att p(t) = 0 da
Definitionen av p,, ger, for alla n > 1, att p, € C(R), att p,(t) = 0 da
[° pu(t)dt = 1 och att [° |p,(t)|dt = C. Om u € L], (R) si ir alltsd u * p, en foljd
av regulariseringar av uw och vi har att

(5 pa)(8) — ()] = \ [ ute=rmtnyar =) [y

‘/b/” (t—r) (t)) pn(r) dr

b/n

b/n
§/ lu(t —r) —u(t)||pn(r)|dr, tER, n>1,
—b/n

vilket kommer till anvéndning i bevisen av (a) och (b) nedan.

(a) Antag att u:R — C &r likformigt kontinuerlig och lat € > 0. Da finns ett N > 1
sadant att |u(t + h) —u(t)] <e/C dat,h € Roch |h| <b/N. For allan > N ocht € R
har vi nu att

b/n

b/n
epn)@ —uw] < [ fute =) —u@llpa(ldr < [ Slputr] i =

b/n

vilket visar att u * p, — u likformigt pa R.
(b) Antag att u € LY(R). Da giller att u * p,, € L1(R) for alla n > 1, eftersom

/_oo|(u*0n)(t)|dt ‘/ u(t —7)pn(r) dr| dt </ / u(t —7)||pa(r)| dr dt

= [([ " tute=ma)imnlar = bl ol <0, nx 1.

Bytet av integrationsordning #r tillatet enligt sats 'A.20 eftersom integranden &r positiv.
Lat nu e > 0. Da finns ett N > 1 sadant att |7,u —ul, <e/C da |h| < b/N (se beviset
for sats 5.6). For alla n > N har vi dirfor att

b/n
||u*pn—u||1:/ |(u*pn ) — u(t |dt</ / u(t —r) ||pn(r|drdt

b/n

-/ bb//( [ hute=n) —u<t>|dt)|pn<r>|dr <[ Gl =

vilket visar att u * p, — u i LY(R). 0




32 DISTRIBUTIONER

Faltning och distributioner

3.11 Definition For en distribution u € D'(R) och en testfunktion ¢ € D(R) definieras
faltningen av u och ¢, betecknad u * ¢, som funktionen

(wx@)(t) = (u(t —71),¢(r)), teR.

Notera att detta Gverensstimmer med definition 3.1 om u € £}, (R). Definitionen kan
ocksa skrivas (u * ©)(t) = (u(r), p(t — r)) = (u, 7¢@), och ett specialfall av detta ar att
(uxp)(0) = (u,p). Av definitionen foljer att denna faltningsoperation &r bilinjar och att
den kommuterar med translationer.

3.12 Exempel Vi berdknar faltningen ¢ % ¢ av diracimpulsen § och en testfunktion .
Vi har att

(6x@)(t) =(8(r), ot —7)) = (t —0) = p(t), tEeR,

det vill sdga, § x ¢ = ¢. Diracimpulsen ar alltsa ett enhetselement for faltning.
Lat oss ocksa beréikna faltningen &' x ¢. Eftersom 2 o(t —r) = —¢/(t — r) har vi att

<5 t—r)>——<5 ), — t—r)>:90’(t), teR,
det vill sdga, ' x ¢ = ¢'.
3.13 Sats Antag att u € D'(R) och att ¢ € D(R). Da géller att uxp € C*(R), och att
(uxp) =uxy.

Bevis Vi visar forst att u % ¢ ar deriverbar i en godtycklig punkt a € R, genom att
undersoka gransvardet da h — 0 av differenskvoten

(uxp)(ath) = (urp)(a) _ (ur),plat+h—r)) = {u(r), pla —r))
h h '

Maclaurinutveckling (se }A-8) av funktionen h + @(a + h —r), dir r € R ar godtyckligt,
ger att

2
plath—r)=gla—r)+hela—r)+ 29, hreR, (%
dar
1
Wy, (1) —/ 2(1 —s)¢"(a+hs—r)ds, h,reR.
0

Om h € R fixeras sa har 1, kompakt stod, och av sats 'A.19 foljer att v, kan deriveras
upprepade ganger under integraltecknet (med avseende pa ), vilket ger att ¢, € C(R).
Uppskattning av integraluttrycken for v, och dess derivator ger att |1,)(r)| < Dy for
alla h,r € R och k € N, diir Dy = sup,cp |p*+2(2)].

Vi later u verka pa bada leden i (%), som funktioner av r, och far att

<u(r),cp(a—|—h—r)> = <u(r),g0(a—r)>—|—h<u(r), a—r >—|——<u , Uy, T)> heR,
vilket ger oss foljande uttryck for differenskvoten:

(uxp)(a+h) = (uxp)(a)
h

= (wxg)a) + wlu ), h A0, (+2)
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Nu ska vi for forsta gangen i denna framstéllning anvinda det kontinuitetsvillkor som
distributioner uppfyller (se 1.15). Lat b > 0 vara sadant att (t) = 0 da |t| > b och
sitt K =[a— (b+1),a+ (b+1)]. Om |h| < 1 sa géller att stodet for 1, ligger i K, sa
kontinuitetsvillkoret for v ger att det finns konstanter C' > 0 och N € N sadana att

N N
()| < C D sup [pP(r)| <C Y Dy, |h[< 1.
k=0 €K k=0
Som funktion av h &r alltsa (u, ) begrdnsad da |h| < 1, vilket tillsammans med (x*) ger
att
(uxp)(a+h) = (u*yp)(a)
h
Eftersom punkten a € R var godtycklig visar detta att funktionen u * ¢ &r deriverbar
och att (u * ) = u* ¢'. Detta resultat kan nu anvéndas pa funktionen u * ¢’, eftersom
¢ € D(R), och vi far da att u * ¢ ar deriverbar (s& u * ¢ &r tva ganger deriverbar) och
att (ux ') =ux*¢"”. Upprepning av detta resonemang ger att u x o € C°(R). a

— (ux¢')(a), h—0.

3.14 Faltning av distributioner Om wu,v € C(R) och minst en av u och v har kompakt
stod och vi later faltningen u * v verka pa en testfunktion ¢ € D(R), sa far vi att

/Z(u *0)(t)p(t) dt = /: (/Z u(r)o(t —r) dr) o(t) dt

_ /: u(r) (/_: 3(r — t)p(t) dt> dr

= /_OO u(r)(v*p)(r)dr.

oo

For u,v € D'(R), dir minst en av distributionerna u och v har kompakt stod, definierar
vi darfor deras faltning u * v genom

(uxv,0) = (u, %), ¢eDR).
Tack vare att minst en av u och v har kompakt stéd ér definitionen meningsfull (se 2.26),
och man kan visa (se till exempel {5}) att faltningen u * v tillhér D'(R) och att denna

faltningsoperation pa distributioner &r bilinjar och kommutativ och att den kommuterar
med translationer.

3.15 Exempel Vi berdknar u * d och § x u for en distribution u € D'(R). (Faltning av
distributioner ér en kommutativ operation, sa vi kommer att fa att u* § = 0 * u.)
Verkan av u * § pa en godtycklig testfunktion ¢ € D(R) ges av

(uxd,0) = (u, 0% ) = (u,6 % ) = (u, p),

vilket ger att u§ = u. Vi har anvéint att § ¢ = ¢ (se exempel 3.12) och att 6 = §, vilket
foljer av att

(6,0) = (0, ¢) = 2(0) = p(~0) = (3,), ¥ € D(R).
Verkan av ¢ * u pa en godtycklig testfunktion ¢ € D(R) ges av
<5 * U, §0> = <5aa * 90> = (12 *90)(0) = <’Ll, @> = <ua 92> = <u7 90>a

vilket ger att d * u = w.
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LTI-system

Med ett system menas i allménhet nagot som omvandlar insignaler till utsignaler, till
exempel en elektrisk krets. I en matematisk modell av ett system motsvaras signalerna
ofta av funktioner, och systemet motsvaras da av en operator S: X — Y, dar X och Y &r
méngder av funktioner.

Maéanga system kan approximativt och inom vissa granser betraktas som linjira, och
kan darfor modelleras med en linjér operator S mellan linjara funktionsrum X och Y.

Ett system vars insignaler och utsignaler beror pa tiden, och vars natur inte férédndras
over tiden, kallas tidsinvariant. Detta motsvaras i modellen, om funktionerna i X och Y
ar definierade pa R (betraktad som tidsaxel), av att S &r translationsinvariant, det vill
séga att S kommuterar med translationer.

3.16 Definition Med ett LTI-system menar vi en linjér operator S: D(R) — C*°(R) som
kommuterar med translationer, det vill sdga, som &r sadan att 7,5 = S, for alla a € R.
Dessutom antar vi att S uppfyller foljande (mycket milda) kontinuitetsvillkor: for varje
foljd wx,, av funktioner i D(R) sadan att =, — 0 1 D(R) géller att Sx,, = 0 punktvis.

3.17 Exempel Betrakta foljande filter, med insignal x(¢) och utsignal y(¢):

+o —1 o+
|| 1

x(t = t

() ”C c y()

— 0O o —

Genom kretsberakningar fas att 2RCy’ + y = RCz' + z. Denna differentialekvation ger
dock inte en fullstéindig beskrivning av filtret. Vi kommer att se nedan, i exempel 3.21 och
exempel S._-Z_i-ﬁ, att differentialekvationen ger upphov till hel familj av LTI-system, och att
precis ett av dessa LTI-system ger en bra beskrivning av filtret ovan.

3.18 Sats Antag att S ar ett LTI-system. Da finns det en entydigt bestdmd distribution
h € D'(R), kallad systemets impulssvar, sadan att

Sz =hxz, x¢€DR).
Bevis Om det finns ett h € D'(R) sadant att Sx = hxx for alla x € D(R) sa foljer att
(h,z) = (h+)(0) = (5%)(0), «eDR),

vilket visar att impulssvaret ar entydigt bestdmt om det existerar. Det visar ocksa hur

impulssvaret h maste definieras. Satt alltsa (h,z) = (Sz)(0) for alla € D(R). Da ar h

linjar, och det kontinuitetsvillkor som S uppfyller medfor att A € D'(R) enligt sats i:l:G
Om z € D(R) ger definitionen av h att

(Sz)(0) = (82)(0) = (h, @) = (h*2)(0),
och av translationsinvariansen foljer nu for alla t € R att
(Sz)(t) = 7—¢(Sz)(0) = S(7—¢x)(0) = (h* 7—z)(0) = 7—¢(h x x)(0) = (h x x)(t).

Alltsa géller att Sz = h xx for alla x € D(R). 0
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3.19 Diracimpulsen ger impulssvaret Lat S vara ett LTI-system och lat h € D'(R)
vara impulssvaret for S, sa att Sz = h x z for alla € D(R). Operationen x — h x x ar
vildefinierad ocksa om = #r en distribution pa R med kompakt stéd (se 8.14), sa S kan
utvidgas till sadana insignaler genom att sitta Sz = h xz for alla x € D'(R) vars stod &r
kompakt.

Speciellt far vi att S§ = h x§ = h (se exempel 3.15), det vill siiga: om insignalen till
ett LTI-system &r diracimpulsen sa blir utsignalen impulssvaret.

3.20 Sats Lat L vara differentialoperatorn
L=c, D"+ ...+ D+ cy,

dar m > 1, cg, ..., ¢, € C, ¢, # 0 och D betecknar derivering, och lat y; vara den 16sning
till den homogena ekvationen Ly = 0 som uppfyller féljande begynnelsevillkor:

y;(0) =0, y/(0)=0, ..., y"=2(0) =0, och y™V(0) = c;,".
Satt f(t) = yp(t)x(t) for alla t € R (x ér stegfunktionen, se 1.18). D4 géller att Lf = 4.
En funktion f som uppfyller Lf = § kallas for en fundamentallosning till L.
Bevis Derivatorna i distributionsmening av f = y;x ar
' =yix +ypX = yix +yp0 = ypx +yp(0)0 = yix,

"= yi'x +y£(0)6 = yf'x,

f(m_l) _ yf(m_l)X _I_yf(m—2)(0)§ — yf(m_l)Xu
och
Fm) — yf(m)X + yf(m—l)(0)6 = yf(m)x + et

Detta ger att Lf = (Ly;)X + ¢pCm' 6 = 8, eftersom Ly, = 0. O

3.21 Exempel Vi bestammer alla de LTI-system som differentialekvationen for filtret i
exempel g.17 ger upphov till. Fér enkelhets skull antar vi att RC = 1.

Lat alltsa S vara ett LTI-system sadant att om y = Sz sa galler att 2y’ +y = =’ + .
Detta ger att impulssvaret h = S§§ for S uppfyller differentialekvationen

2 +h =6 +9,

och vi bestdmmer nu samtliga 16sningar h € D'(R) till denna ekvation.

Den allménna losningen hy, till motsvarande homogena ekvation 2k’ + h = 0 ar, enligt
sats 216, hy(t) = Ce™ /2, dir C € C &r en godtycklig konstant.

For att hitta en partikulirlosning h, anviinder vi forst sats 3.20, med L = 2D + 1. Den
allménna 16sningen till den homogena ekvationen Lh = 0 (det vill séga 2k’ + h = 0) &r
alltsa Ce~*/2, sa den 16sning h; som uppfyller hp(0) = 271 dr hy(t) = 27Le /2. Vi siitter

78 = hy(Ox(t) = 5 x(0), tER,

och har da enligt sats 3.20, att Lf = 4, det vill séga att 2f'+ f =4.
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Med hjalp av funktionen f kan en partikularlosning till hogerledet ¢’ 4+ § konstrueras.
Vi har namligen att

L(f'+f)=L((D+1)f)=(D+1)(Lf)=(D+1)§ =6+,

sa den sokta partikularlosningen &r
1 _ A 1 1 _
hy=f+f= (26 t/zx) t5e 42y = 554— 1€ b2y
Samtliga l6sningar h € D'(R) till ekvationen 2h'+ h = §’' + 0 ges dédrmed av
1 [y —t/2
h=hy+hy =56+ ge7 /Py + Ce™t2,

dar C' € C ar en godtycklig konstant. Differentialekvationen 2y’ + y = z’ + = ger alltsa
upphov till en 1-parameterfamilj av LTI-system S sadana att differentialekvationen blir
uppfylld om y = Sx.

3.22 Kausalitet Ett LTI-system S kallas kausalt om utsignalen Sx:s varden inte beror
pa “framtida” varden hos insignalen x, eller mera precist: systemet S kallas kausalt om
det for alla zy,25 € D(R) och a € R sadana att x(t) = x,(t) for alla t < a géller att
(Szq)(t) = (Sxg)(t) for alla t < a.

Om h dr impulssvaret for S sa dr det en rittfram féljd av definitionerna och sats 2.25
att S ar kausalt om och endast om h = 0 pa intervallet |—oo, 0[.

3.23 Exempel Bland de LTI-system vi fick fram i exempel :_3-._ _i: finns precis ett kausalt
system, namligen det system S som har impulssvaret

1. 1
h==6+-—et?
50+ ¢

ty om h =16+ 2e7t/?x 4+ Ce™¥/? s &ir h = 0 pa ]—00,0[ om och endast om C = 0.
Sambandet mellan in- och utsignal for det kausala systemet .S blir alltsa

1 1 1 1
y=Sr=hxx= <25+46_t/2X>*x: 5m_i_Z(e—t/ZX)*m,

och mera explicit far vi foljande formel for utsignalen y uttryckt i insignalen x:

y(t) = %x(t) +/_<>° %ef(tfr)/zx(t —r)z(r)dr

1 b1
= 5:1:(15) —|—/ Ze_(t_r)ﬂx(r) dr, teR.

— 00

Det kausala systemet S ar det LTI-system som bést beskriver det filter vi utgick ifran

i exempel 8.17. Varje annat system i exempel 3.21; har egenskapen att det finns manga
insignaler € D(R) som ger utsignaler y sadana att |y(¢)] — oo da t — —oo.
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Ovningar

8 A Beriikna faltningen av foljande funktioner:

(a) e'x(t) och tx(t),  (b) x(1—1t)och e =2l
8B Bestim alla 1sningar y € D'(R) till ekvationen y" + 4y = §' — 26.

8C Lat h > 0 och siitt p(t) = 1/2h da [t| < h och p(t) = 0 di |t| > h. Notera att p
har kompakt stod och att [° p(t)dt = 1 (jamfor med villkoren pa p i definition 8.8).
Berékna faltningen u  p, dér u(t) = tx(t). Notera att grafen for u * p ser ut som wu:s graf
med hornet vid ¢ = 0 avrundat, och att u * p ndrmar sig u da h — 0.

8D For ett LT-system S giller att y’ — y =z da y = Sz.
(a) Bestédm alla impulssvar som systemet S kan ha.

(b) Kan systemet S vara kausalt? Ange i sa fall det kausala systemets impulssvar och
ge en explicit formel for y uttryckt i x for detta system.

(¢) Kan impulssvaret for S vara en begrénsad funktion? Ange i sa fall detta impulssvar.

8E Visa foljande pastiaenden:
(a) For alla a € R och ¢ € D(R) géller att d, * o = T40.
(b) Om u € D'(R) ar sadan att u x p = ¢ for alla ¢ € D(R) sa géller att u = 4.

*3F Bestdm impulssvaret for det antikausala (impulssvaret dr lika med noll pa ]0,oc[)
LTI-system S som &r sadant att y” — 2y’ +y = 2’/ om y = Sz.

*8G Lat u € D'(R) och 1at ¢ € D(R). Visa att (ux ) =u'* .

*8H Lat t¢ beteckna den funktion som ir lika med t* da ¢ > 0 och lika med 0 da ¢ < 0.
Visa att for a,b > —1 giller att t& * t? = C, 2+ diir C,p 4r en konstant. Beriikna
aven 0_1/2,_1/2.

xx31 Visa forst att om f,v € D'(R) och v har kompakt stod sa giller att (f xv) = f'* v.
Lat nu L och f vara som i sats .20, och antag att v € D’(R) har kompakt stod. Ange med
hjalp av f en losning u € D'(R) till ekvationen Lu = v.

**:3;]'. Lat S vara ett LTI-system och lat h vara dess impulssvar. Visa att S ar kausalt om
och endast om h = 0 pa intervallet |—o0, 0].

**§K Varje differentialekvation ¢,,y™ + ...+ coy = d,z™ + ... + dox, dir m,n € N,
Cos -3 Cmydoy .., dy € C, ¢, # 0 och d,, # 0, ger upphov till en familj av LTI-system,
bestaende av de LTI-system S for vilka differentialekvationen &r uppfylld nérhelst y = Sz.
Ge ett exempel pa ett LTI-system som inte ar av denna typ.
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Fourierserier

ATT REPRESENTERA EN PERIODISK FUNKTION som summan av en serie av harmoniska
sviangningar ar en fundamental och kraftfull metod for att analysera och l6sa problem
inom manga teknik- och naturvetenskaper. Mera precist ordnas till en funktion u(¢) med
period T en trigonometrisk serie

oo T
Z ene®™ T Qar ¢, = ;/ u(t)e_%mt/T dt.
0

n=—oo
Serien kallas for u:s fourierserie och koefficienterna c,, kallas for u:s fourierkoefficienter,
efter Joseph Fourier (1768-1830) som i borjan av 1800-talet 16ste virmeledningsproblem
med denna metod.
Huvudproblemet i teorin for fourierserier ar att avgora vilka funktioner som, i nagon
lamplig mening, ar lika med sin fourierserie. Detta problem har sedan borjan av 1800-talet
varit en viktig drivkraft for utvecklingen av matematisk analys.

Forelasning 4

Periodiska funktioner

4.1 Definition Lat 7" > 0. En funktion u: R — C ségs vara T-periodisk, eller sigs ha
period T, om u(t) = u(t — T) for alla t € R.

Om u ar T-periodisk sa foljer att u(t) = u(t —nT) for alla t € R och n € Z, sa u har
ocksa perioderna 27T, 3T, 4T, ... . Varje kontinuerlig periodisk funktion, utom konstanta
funktioner, har dock en minsta period.

Notera att manga operationer pa periodiska funktioner bevarar periodiciteten. Om u
dr T-periodisk s& ér till exempel |u|, v/ (om w &r deriverbar), T,u, @ (se 2.11) och u
T-periodiska, och om ocksa v ar T-periodisk sa ar u + v och uv T-periodiska.

Nar T betecknar periodlangd later vi genomgaende {2 = 27/T beteckna motsvarande
vinkelfrekvens, kallad grundvinkelfrekvensen.

4.2 Exempel Lat funktionen u ha period 1 och ges av u(t) =t da 0 <t < 1.

Detta kallas att definiera u genom periodisk utvidgning. Observera att u ar fullstandigt
bestimd: om 1 < ¢t < 2 s dr u(t) = u(t — 1) = (t — 1)%, eftersom 0 < t —1 < 1 da
1<t<2 ochom?2<t<3siiru(t)=u(t—2)=(t—2)2 och sa vidare:

/
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4.3 Exempel Lat T > 0 och lat, som alltid, 2 = 27x/T. De harmoniska svingningarna

p—i302t 20t —it | it 20t 30t
1, cos 2t, cos2f2t, cos382t, ..., sin §2t, sin 202t, sin362t, ...
har alla period T. Deras vinkelfrekvenser ar 0, £2, 262, 312, ..., det vill sdga multipler
av grundvinkelfrekvensen, och deras minsta perioder &r T, T/2, T/3, ..., forutom den

konstanta funktionen 1, som inte har nagon minsta period.
Svangningarna ir relaterade till varandra genom FEulers formler:

™ — cosnf2t + isinn2t,
eith + e—inﬂt eith _ —int

cosnfot = ——, sinnf2t = ’e
2 21

4.4 Medelvardet av en periodisk funktion Lat w vara en T-periodisk funktion som
tillhor Csty(R) (se i.3). Férutsatt att integralerna nedan ir konvergenta géller att

/aa+T“(t) dat :/aou(t) dt+/OTU(t) dt+/Ta+Tu(t) dt

a T a T
:—/ u(t)dt—l—/ u(t)dt—i—/ u(t+T)dt:/ u(t)dt, a€R,
0 0 0 0
eftersom wu(t + T') = wu(t). Vardet av integralen dver en period, det vill sdga Gver ett

intervall av langd T, beror alltsa inte av var pa reella axeln intervallet ligger.
Om integralen av u Over en period ar konvergent sa definierar vi medelvardet av wu,

betecknat f,. u(t)dt, genom
1 a+T
t)dt = = t)dt
fuma=g [ uwa

4.5 Trigonometriska polynom och serier En linjirkombination P av T-periodiska
harmoniska svangningar, till exempel

dar a € R ar godtyckligt.

P(t) = 4 — (14 2i) sin 2t — 3¢~ + V2 cos 402,

kallas ett T-periodiskt trigonometriskt polynom.
Genom att anvéinda Eulers formler kan ett trigonometriskt polynom alltid skrivas pa
sa kallad komplex form:

N
P(t) = Z et
n=—N
for nagot N € N och nagra c_y;,...,cy € C, och &ven péa sa kallad reell form:
a N
P(t) = 50 + Z(an cos nf2t + by, sinns2t),

n=1
dér sambanden mellan koefficienterna i den reella och den komplexa formen ges av
Ay = Cp + C_p, 0<n<N,

b, =i(cp, —c—p), 1<n<N.
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Den komplexa formen &r oftast smidigare att arbeta med eftersom den bara har en
foljd av koefficienter istéllet for tva och eftersom exponentialfunktionens rédkneregler &r
enklare an raknereglerna for sinus och cosinus. Den reella formen har fordelen att P &r
reellvard om och endast om ay, ..., ay, by, ..., by ar reella.

Observera att linjirkombinationer av harmoniska svingningar som inte har nagon
gemensam period inte behover vara trigonometriska polynom. Funktionen sin ¢ + sin v/2t,
till exempel, dr inte periodisk.

En T-periodisk trigonometrisk serie, pa komplex form respektive reell form, &r en
funktionsserie (se A.13)

[e%S)
§ Cneant,

n=-—oo
respektive

% + n;l(an cosnf2t + by, sinnf2t),

dér koefficienterna a,, b, och ¢, &r relaterade pa samma sétt som for trigonometriska
polynom. Notera att den reella formens f6ljd av delsummor,

ag Qo

1 2
. Qo .
57 3 ~|—Z(ancosn(2t+bnsmn!2t), ?—I—Z(ancosn!)t—kbnsmnﬁt), ce

ar lika med den komplexa formens foljd av sa kallade symmetriska delsummor:

1 2
in{2t in§2t
Co, E Cp€ s E Cn€ Y e
n=-—2

n=-—1

4.6 En formel for ¢,, En rittfram berdkning ger foljande resultat, som ar grundldggande
i teorin for fourierserier: om m,n € Z sa giller att

][ eimQte—ith dt — {17 m=mn,
T 0, m #n.

Nésta foreldsning kommer vi att tolka véansterledet som skalarprodukten av funktionerna
et och et 53 vi ser detta som en ortogonalitetsrelation.

Lat nu P(t) = SN c,e™?t vara ett trigonometriskt polynom. Fér n € Z far vi,
med hjélp av ortogonalitetsrelationen, att

N N
][ P(t)e—mm dt :f < Z Cmeim9t> e—im’?t dt = Z cmf eimﬁte—mnt dt
r T Nn=-n m=—N T

B i . '{1, m:n}{cn, In| < N,
it "0, m#£n 0, |n|]>N.

Vi har alltsa foljande formel for koefficienten ¢, till det trigonometriska polynomet P:
Cp = / P(t)eii”mdt, —N<n<N.
T

Notera att ¢y helt enkelt dr medelvardet av P. Denna integralformel for ¢, motiverar
definitionen av fourierkoefficienter nedan.
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Fourierkoefficienter och fourierserier

Vi definierar forst ett rum av funktioner for vilka integralen i formeln for ¢, (se #.§) blir
véldefinierad och absolutkonvergent.

4.7 Rummet £} Lat T > 0. Vi later £} beteckna miingden av de funktioner u € Csty(R)
som &r T-periodiska och sadana att

/T lu(t)| dt < 0.
0

Det foljer att £} &r ett linjart underrum av £, (R) (se iL.4).
For en funktion u € £} definieras L-normen av u, betecknad |ul|, ,, genom

g LIS

Att || ||, 7 &r en norm pa L} &r en réttfram f6ljd av definitionen. I rummet £}, definieras
det naturliga konvergensbegreppet med hjilp av || ||; ,: om w och u,, n =1, 2, ...,
tillhor L1 sa séigs foljden u,, konvergera mot u i L om ||u, —ull, 7 — 0 d& n — oco.

]

4.8 Definitioner For en funktion u € L1 definieras w:s f6ljd av fourierkoefficienter,
betecknad @ eller .#u, genom

i(n) = (Fpu)(n) = ][T w®)e "t ez,

och den trigonometriska serien
oo

Z ﬁ(n)einﬁt
n=-—oo
kallas for u:s fourierserie, pa komplex form. Observera att det foljer att ett T-periodiskt
trigonometriskt polynom kan ségas vara lika med sin egen fourierserie (se :gf_é,')
Den reella formen av wu:s fourierserie ar
)

5 + Z (ayn cosnf2t + b, sinn2t),

n=1

dar

an, = a(n) +a(—n) = 2][ u(t)cosnf2tdt, n=0,1,2, ...,

T
by = i(i(n) — a(—n)) = Qf u(t)sinntdt, n=1, 2, ....
T
Integralformlerna for a,, och b, fas direkt fran definitionen av 4(n) och Eulers formler.
For N € N later vi Syu beteckna den N:te symmetriska delsumman till u:s fourierserie,
det vill sdga det trigonometriska polynomet
N a N
(Syu)(t) = ;N a(n)e™ 2t = ?O + ,;(an cos nf2t + b, sinnst).

Fourierserien for u sigs vara konvergent i en punkt a € R om gransvardet
lim (Syu)(a)
N— o0

existerar andligt, och gransvardet kallas da fourierseriens summa i punkten a.
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Varje funktion v € £} har alltsa en fourierserie, men denna serie kan mycket vil vara
divergent i vissa punkter. Det finns faktiskt till och med kontinuerliga funktioner vars
fourierserier divergerar i odndligt manga punkter per period, se till exempel {8].

4.9 Exempel Vi bestdmmer fourierserien for den funktion v som har period 2 och som
gesavu(t)=1da0<t¢t<lochavu(t)=0dal<t<2.
Eftersom T' = 2 ar 2 = 27/T = 7, sa w:s fourierkoefficienter ges av

. 1 2 ) 1 1 . 1 2
a(n) = f u(t)e "2t dt = / u(t)e "™ dt = / et + — / 0dt, neZ.
T 2 Jo 2 Jo 2 )

Detta ger att 4(0) = 2 [1e= 07t dt = L och for n # 0 far vi att

0¢€ 2
1[e-inmt ]t 1—e=inm ] (=1)"
1 = — = — O.
i(n) 2 [ —inm ]0 2in 2inm 7

Fourierserien for w blir alltsa

oo
. 1 1—(=1)"
~ in2t _ — inmt
D, dmen =gt )~
n=—oo n#0
Genom att anvinda formlerna i 4.8 som uttrycker a,, och b, i termer av (n), eller genom
att anvanda Eulers formler, far vi att den reella formen av u:s fourierserie ar
I &K1 (=1)n 1 2 2 2
5 + Z #sinrmt: 5 + ;sinwt—l-gsin?ﬂrt—l— asin&rt—l—....

n=1

Foljande figurer visar utseendet for u och for tva delsummor till u:s fourierserie:

. __014(75)._o [a(n)]
¢ e 0 1 1 I ] | B n
(S1u)(t) [(S1u)(n)|
AVAVAW Il n
(Ssu)(t |(Ssu)(n)|
V\v v/\'\’\ /\N\ 1,1 l ] 1. n

For de flesta punkter a pa reella axeln &r det svart att utan ytterligare teori avgora
om fourierserien ar konvergent ia. For a = 0 har vi dock att

— 1 1—(— 1
(Syu)(0) = = + Z e = = E sm(mr()) =—, NeN
OAIml<N 22n7r 2 — 2

Sa w:s fourierserie dr konvergent i punkten 0, och fourierseriens summa i 0 &r 1/2. Det kan
alltsa intréaffa att fourierseriens summa i en punkt a inte ar lika med u(a). Notera dven

att den numeriska serien Y52 4(n)e™ ™ inte &r konvergent i vanlig mening (se A:T1).
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Rakneregler for fourierkoefficienter

4.10 Sats Antag att u,v € L och, for (h) nedan, att u ir kontinuerligt deriverbar. Da
géller foljande rdkneregler (dér varje rad ger den n:te fourierkoefficienten for motsvarande
funktion av t):

() u(t) +o(t) () + 0(n)
(b) cu(t) ci(n) (ceC)
(¢) u(t) a(=n)

(d) u(=t) a(—n)

(e) u(at) (period T/a) a(n) (a >0)
(f) u(t—a) e~ m2ag(n) (a € R)
(g) €™ u(t) a(n —m) (me2)
(h) w'(t) inf2u(n)

Notera att (a) och (b) medfor att operationen u + 4 #r linjir, fran £ till det linjira
rummet av komplexvérda funktioner definierade pa Z. Notera dven att (d) medfor att
operationen u — 4 ar paritetsbevarande, det vill sdga: om v ar jamn sa blir ¢ jdmn, och
om u &r udda sa blir ¢ udda.

Bevis Vi visar (d) och (h). Resten av bevisen foljer samma méonster.
(d) Antag att u € L} och siitt v(t) = u(—t) for t € R. D& har vi att

o(n) = ][Tv(t)emmdt = ;/]Tu(—t)einntdt = /r = —t/

_1/_T () inQr(_d )_1/0 () 7i(7n)(2rd
—TO u\r)e T'—T_TUTG T
=u(—n), neZ.

(h) Antag att u &r en T-periodisk och kontinuerligt deriverbar funktion (av detta foljer
att u € £L) och siitt v(t) = v/(t) for t € R. Da har vi att

. 1 /T ,
o(n) :f v(t)e” M dt = / u/(t)e” " dt
T T Jo

1 oD 1 /T . o
=~ |u(t)e 2| — — )(—in2)e~ "2 gy
[u( )e }0 ; u(t)(—ing2)e

1 : e :
=7 (w(T)e ™™ — u(0)) + inf2 T/ u(t)e " dt
0

=inf2u(n), ne€Z,
eftersom u(7T") = u(0). g
4.11 Exempel Vi bestammer en m-periodisk 10sning y till ekvationen
y'(t) — 2y(t — /2) = 20cos6t, teR,

med hjélp av teorin for fourierserier.



FOURIERSERIER 45

Vi har att T = m, sa 2 = 2n/T = 2. Den n:te fourierkoefficienten fér ekvationens
viinsterled #r, enligt sats 4.1,

in2j(n) — 2~ "2/ Dg(n), n e L.

(Att y ar deriverbar och uppfyller ekvationen medfor att y dr kontinuerligt deriverbar.)
Ekvationens hogerled 20 cos 6t ar ett m-periodiskt trigonometriskt polynom. Vi skriver
det pa komplex form: 10e* + 10e~%? s3 att vi kan lisa av dess fourierkoefficienter
genom att jimfora med ett allmint m-periodiskt trigonometriskt polynom Y, c,e™?t.
Vi ser att hogerledets fourierkoefficienter ar 10 om n = %3, och 0 annars.
Vansterledet och hogerledet maste ha samma fourierkoefficienter, sa vi far att

10 =43
in2j(n) = 2(=1)"g(n) = 7 "

0, annars.
Eftersom in2 — 2(—1)" # 0 da n € Z ar fourierkoefficienterna g(n) entydigt bestdmda.
De enda nollskilda koefficienterna ar §(3) = 10/(6i + 2) och §(—3) = 10/(—6i + 2), sa y:s
fourierserie ar

i j(n)e?t = Lewt + Leﬂm = cos 6t + 3 sin 6t.
1+30 1—-3¢

n=-—oo

Om vi nu sétter y(t) = cos6t + 3sin 6t sa ar y en w-periodisk 16sning till ekvationen,
vilket kan kontrolleras genom inséattning.

Punktvis konvergens

En central fragestallning i teorin for fourierserier ar vilka villkor pa en funktion som &r
nodvandiga respektive tillrackliga for att dess fourierserie ska vara konvergent i en given
punkt. Detta dr en mycket komplicerad fraga, men i manga situationer ger sats 'ﬁf._i_(-i: nedan
all information vi behover.

Vi har forst tva satser om allminna egenskaper hos fourierkoefficienter.

4.12 Sats Antag att u € L}.. Da giller att
i) < f [u(o]dt, neZ.
T
Bevis Vi har att

[i(n)| = fTu(t)e—mm dt‘ < ][T lu(t)e™ "2t dt = fT|u(t)|dt, nez. 0

Uppskattningen i satsen ovan kan ocksa skrivas |||, < ||u; 7, och detta medfér att
den linjdra operationen u +— 4 &r kontinuerlig, fran det linjara Tummet £ till rummet
av begransade komplexvéarda funktioner definierade pa Z, med likformig konvergens som
konvergensbegrepp.

4.13 Sats Antag att u € L}.. Da giller att i(n) — 0 da n — +oo. a

Sats .13 &r en direkt foljd av niista resultat, som kallas Riemann—Lebesques lemma
och som vi kommer att ha anvindning av flera ganger.
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4.14 Riemann-Lebesgues lemma Antag att u € L'(R). D4 giller att

/ u(t)e™tdt =0, w— +oo.

Observera att en direkt £6ljd av lemmat och Eulers formler &r att [°0_ u(t) sinwt dt — 0
och [°° u(t) coswtdt — 0 di w — F00, om u € L(R).

Bevis Lat ¢ > 0. Enligt sats A, 17 finns en funktion v: R — C som ir styckvis konstant,

har kompakt stod, och ar sadan att ||u — v|; < /2. Integralen
o .
/ v(t)e™* dt
—o0

ar en (4ndlig) linjairkombination av integraler av typen |, (f etdt, dir —oco < a < b < oo,
och b

b ) eiwt eiwb _ eiwa
€’Lwtdt: " :,7%0, w%ioo,
a w

a

sa det foljer att
/ v(t)e™tdt — 0, w — Foo.

[ee]

Eftersom |u — v||; < €/2 har vi att
’/ u(t)e™? dt‘ = ‘/ (u(t) —v(t))e™" dt+/ v(t)ewtdt’
g/ |u(t)—v(t)|dt+‘/ v(t)ei“tdt‘

€ e ,
< 2+‘/ v(t)e™tdt|, weR,

vilket &r mindre &n ¢ om |w| &r tillréckligt stort. 0

4.15 Generaliserade hoger- och vansterderivator Lat u:R — C vara en godtycklig
funktion. Om u har hdgergrinsvirde i en punkt a € R (se A7), sa séigs u ha generaliserad
hogerderivata i a om gransvardet

u(a+h) —ufa+)

h—0+ h

existerar andligt. Analogt, om u har vénstergrénsvéirde i a sa sdgs u ha generaliserad
vansterderivata i a om gréansvardet

Du(a) = hlifg_ u(a + h)h— u(a-)

existerar andligt.

Observera att funktionsvirdet u(a) saknar betydelse for existensen av u(a+), u(a-),
D%u(a) och D™u(a). Detta skiljer DTu(a) och D~u(a) fran den vanliga hogerderivatan
och vansterderivatan till v i a, som definieras som gransvardet av differenskvoten

u(a+ h) —u(a)
h
da h — 0+ respektive h — 0—.
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Nu kan vi formulera och bevisa den sats vi kallar satsen om punktvis konvergens, som
ar ett huvudresultat i teorin for fourierserier.

4.16 Sats Lat u € L} och antag att u har generaliserad hégerderivata och generaliserad
vansterderivata i en punkt a € R. Da géller att

N
lim
N— o0 2
n=—N

ﬁ(n)einﬂa _ u(a+) + u<a_) )

Om satsens forutsattningar ar uppfyllda sa &r med andra ord u:s fourierserie konvergent
i punkten a, och fourierseriens summa i a ar lika med medelvardet av u:s hoger- och
vanstergransvarde i a. Observera att om u dessutom ar kontinuerlig i a sa &r fourierseriens
summa i punkten a lika med u(a), eftersom det da géller att u(a+) = u(a-) = u(a).

Bevis Vi borjar med foljande omskrivningar:
N N

(Syu)(a) = D d(n)e™? = Y- (f u(t)e—mmdt>em9a
n=—N n=-—N T
N
:f u(t)( > ei"m“—”) dt:][ u(t) Dy(a —t) dt,
T Sy T
dir vi infért beteckningen Dy for funktionen Dy(t) = SN e den si kallade

dirichletkdrnan. Av definitionen foljer att Dy &r en jamn T-periodisk funktion, sa vi har
att

(Syu)(a) = fT u(t)Dy(t —a)dt = ][ u(a + t)Dy(t) dt.

T

Definitionen av Dy ger ocksa att

f Dy(t)dt =1,
T

eftersom enbart den konstanta termen ger nagot bidrag till integralen. Detta medfor i sin
tur, eftersom Dy ar jamn, att

1 [ 1 10 1
— Dy(t)dt = = h — Dy (t)dt = —.
T J, N (1) 9’ oc T ) 1) N (t) 9
Vidare har vi att (e??t — 1)Dy(t) = e/ N+D2t _ o=iN2t och om vi multiplicerar denna
likhet med e~*?*/2 och anviinder Eulers formler far vi att
sin((2N + 1)02t/2)
sin(£2t/2) ’

Dy(t) = t#nT, ncZ.
Vi har ocksa att Dy(nT) = 2N + 1 for n € Z, genom inséttning i definitionen av Dy,
eller genom att ta gransvérdet i formeln ovan.

Av det ovanstdende far vi att (Syu)(a) — (u(a+) + u(a-))/2 &r lika med

T/2 0
;/0 (u(a+t) — u(a+)) Dy(t) dt + ;/_T/z(u(a +t) — u(a-)) Dy(t) dt.
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Vi definierar funktionen v genom

u(a+t) — u(a+) t

: 0<t<T/2
i sty 0<t<T/%
v(t) =9 u(a+t) —ula-) t
. -T/2<t
¢ stz H/2<t<0,
0, annars,

och far till slut att

+ e

(Syu)(a) — Man) +ula) 1 / v(t) sin((2N + 1)2t/2) dt.
2 T J 72

Eftersom w har generaliserad héger- och vansterderivata i punkten a har v héger- och

viinstergrinsvirde i ¢t = 0. Detta, tillsammans med att u € £}, medfér att v € LY(R), sa

det foljer av Riemann—Lebesgues lemma @: 1:4) att den sista integralen ovan gar mot noll
da N — oo. g

4.17 Exempel Lat funktionen u ha period 2 och ges av u(t) =1 da 0 <t < 1 och av
u(t) =0da 1 <t <2 som iexempel £.9. Fourierserien for u ir, enligt detta exempel,

1 1— (_l)n inmt
2+§: 2inm
n#0

Vi anviinder nu satsen om punktvis konvergens (4
uppférande.

Funktionen u har generaliserad hoger- och vénsterderivata i varje punkt ¢ € R, sa
satsen om punktvis konvergens ger att wu:s fourierserie ar konvergent i varje punkt ¢, och
att fourierseriens summa (som har period 2) ges av

16) for att bestimma denna series

1/2, t=0ellert=1,
1, O0<t<l,
0, 1<t<?,

i intervallet [0, 2[. Vad detta innebér grafiskt ser vi genom att jamfora grafen for u, nedan
till vanster, med grafen for fourierseriens summa, till hoger:

Foljande figurer ger en viss uppfattning om hur fourierseriens delsummor ser ut néra
en sprangdiskontinuitet. Det faktum att storleken av Syu:s 6verslang narmar sig en viss
andel av sprangets hojd (ungefar 9%) da N — oo brukar kallas for Gibbs fenomen.

1,1 ] 525'& 55171, ] 5101u
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Entydighet

Med entydighet i detta sammanhang menas fragan om i vilken utstriackning en funktion
ar bestdmd av sina fourierkoefficienter. Tva funktioner med samma fourierkoefficienter
kan skilja sig at i enstaka punkter: om u(t) = 0 for alla ¢ € R, och v ar T-periodisk och
sadan att v(0) = 1 och v(t) =0da 0 <t < T, saéar a(n) = o(n) = 0 or alla n € Z.
Vi har dock foljande starka entydighetssats.

4.18 Sats Antag att u,v € L} har samma fourierkoefficienter. D& &r u(t) = v(t) i alla
punkter t € R dar bade u och v ar kontinuerliga. O

Sats {1.1§ #r en direkt foljd av niista sats, som ocksa har andra viktiga foljdsatser.

4.19 Sats Lat u € LY och antag att u har hgergréinsvérde och vénstergrinsvérde i en
punkt a € R. Da géller att

_N <1 .. 1>a(n)emm _ uen) +ula)

lim
N— o0

Summan i viinsterledet ovan betecknar vi (Syu)(a). Notera att den ir medelvirdet av
de N +1 forsta symmetriska delsummorna till u:s fourierserie (i punkten a), det vill séga:

N
(Syu)(a) = 0@ +N.+. T (Syw)(a) _ ) (1 _ Nl7itkll>ﬁ(n)emga.

n=—N

Bevis Vi borjar med foljande omskrivningar:
N N

(Syu)(a) = ZN<1 - N'Z' 1>ﬂ(n>em”‘l =n:ZN(1 ~ N"ﬂ 1) <][T U(t)emmdt) e

n=-—

- fTu(t) (n:iN(l ~ ]\["';‘L'l)em”(a—“) dt = fTu(t)FN(a —t)dt,

dér Fy(t) = S0y (1—|n|/(N+1))e™?" &r den sa kallade fejérkirnan. Av definitionen
foljer att Fyy ar en jamn T-periodisk funktion, sa vi har att

(Fyu)(a) = fT w(t) Fx(t — a) dt = ][T w(a + ) Fy(t) dt.

Definitionen av Fj ger ocksa, pa samma sétt som for dirichletkdrnan, att

][ (1) L ey de = Y oY
Fy(t)dt =1, / Fy(t)dt ==, och / Fy()dt = —=.
r T Jo o 2 TfT/ZN 2

Vidare har vi att (€'t — 2 4+ e71%) Fiy(t) = (/W2 — 2 4 ¢~ iNTDRY) /(N + 1), och
efter forenkling far vi att

1 [sin((N+1)02t/2)
 N+1 ( sin(£2t/2)

Vi har ocksa att Fy(nT) = N+ 1 forn € Z. Sa Fy > 0, och om 0 < 6 < T/2 sa
konvergerar foljden Fy likformigt mot noll pa méangden {t; 0 < [t| < T/2} da N — cc.

2
Fy(t) >, t#nT, nel.
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Av det ovanstaende far vi att (Syu)(a) — (u(a+) + u(a—))/2 dr lika med

T/2 0
;/0 (u(a+t) — u(a+)) Fy(t) dt + ;/_T/z(u(a +t) — u(a-)) Fy(t) dt,

och vi visar nu att detta gar mot noll da N — oo.
Lat e > 0. Da finns ett § sadant att 0 < 6 < T'/2 och sadant att |u(a+1t) —u(a+)| < /2
da 0 <t < 4. Vi har att

';/()T/Q (u(a +1t) —u(a+)) Fx(t) dt|

<-[ tF - - F
< T/o 5 w(t)dt + T/(S lu(a +t) — u(a+)| Fy(t) dt

€
< 7+ (Il r + [u(as)l/2) sup{ Fy(t); 6 <t < T/2},
och detta dr mindre &n £/2 om N ér tillrdckligt stort. Integralen mellan —7/2 och 0 kan
uppskattas pa motsvarande satt. O

4.20 Sats Lat u € L} och antag att u har hgergrinsvérde och vénstergrinsvérde i en
punkt a € R. Om u:s fourierserie ar konvergent i a sa ar fourierseriens summa i punkten a
lika med (u(a+) + u(a-))/2.

Fourierseriens summa har alltsa "rétt” virde om fourierserien ar konvergent.

Bevis Antag att lim y_, o (Syu)(a) existerar dndligt. Vi visar att detta medfor att

]\}EHOO(SNU)(G) = ngnoo(SNU)(a)a
s att satsen foljer av sats 4.19.
Séatt sy = (Syu)(a) for N > 0, sitt s = limy_, o Sy och lat € > 0. Da finns ett M
sadant att |sy —s| <e/2da N > M. Vi har nu for N > M att

= So+ ...+ sy
‘(SNU)(G)_S‘: TN+l
_ (so—=s)+...+(spr—s)+ (sppp1—58)+ ...+ (sy—9)
N+1
|(SO—S)+...+(8M—S)|+(N—M)€/2
- N+1 N+1 7
och detta blir mindre 4n € om N &r tillrackligt stort. O

4.21 Sats Antag att u dr en T-periodisk och kontinuerlig funktion. Fér varje € > 0 finns
da ett T-periodiskt trigonometriskt polynom P sadant att
sup |u(t) — P(t)] < e.
teR
Bevis Lat € > 0. Eftersom w ar kontinuerlig och periodisk ar u likformigt kontinuerlig.

Det foljer dé fran beviset av sats 1.19 att vi kan vilja P = Syu for ett N som ar tillrickligt
stort, eftersom § och NV da kan véljas oberoende av a € R. O
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Ovningar
4 A Verifiera ortogonalitetsrelationen i 4.,

Bestam fourierserien och rita grafen for fourierseriens summa for foljande funktioner:
( ) w har period 1 och ges av u(t) = —t da —1 <t <0,
) w har period 27 och ges av u(t) =sint da0 <t < mochavu(t) =0dan <t < 27.

40 Bevisa nagra av riknereglerna i sats .10, Visa ocksd att operationen u + @ #r
paritetsbevarande (se stycket efter sats {.10).

D Bestéim en 16sning y € C*(R) med period 2 till ekvationen y/(t) + y(t — 1) = cos® 7t

AE Bestam forst fourierserien pa reell form for den funktion u som har period 1 och som
gesav u(t) =t(1—¢t)da0<t<1.

1 1 2mnt
(a) Motivera sedan att 6 a2 M t(l—t)da0<t<I1.
T i n
1 1 1

1
(b) Berdkna 1+ 2 + 3 + 2 + = + ... genom att sdtta ¢ = 0 i likheten i (a).

1 1 1
( ) Beraknal—f—&—?—?—l—?—
AR Sétt u(t) =t for 0 <t < 7 (sa u &r inte en periodisk funktion).
(a) Utvidga u i tva steg, forst till en jamn funktion pa |—m, [ och dérefter till en
2m-periodisk funktion. Bestdm utvidgningens fourierserie pa reell form (resultatet
kallas u:s cosinusserie). Rita dven grafen for fourierseriens summa.

(b) Samma som (a), men byt ”jamn” till "udda’. (Resultatet kallas w:s sinusserie.)

*AG Antag att u € £}, har fourierkoefficienterna @(0) = 0 och 4(n) = 1/n? da n # 0.
Bestam fourierkoefficienterna f6r funktionen v(t) = wu(t

*4H Visa att ni(n) — 0 da n — oo om u ir en T-periodisk och kontinuerligt deriverbar
funktion. Vad blir motsvarande slutsats om u tillhér C*(R) och #&r T-periodisk?

xx41 Bestim fourierserien for den 2m-periodiska funktionen u(t) = 3/(5 4 4sint), t € R.

#*4J, LAt funktionen u ha period 27 och ges av u(t) = +/Jt| d&
generaliserad hoger- och vénsterderivata i ¢ = 0, men visa att (Syu)(0) &nda gar mot u(0)
da N — oo, genom att for u modifiera avslutningen av sats 1.16:s bevis.

o0 ~
*xxd K Lat u € L} och antag att u #r udda. Visa att serien E % ar konvergent.

n=1
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Forelasning 5

Periodisk faltning

5.1 Definition Lat u,v € Csy(R) och antag att u och v har period T. Den periodiska
faltningen av u och v, betecknad wu *; v, ar den funktion som ges av

(u*p0)(t) = ][ u(t — r)v(r)dr,
T
och vars definitionsméngd bestar av de ¢t € R for vilka integralen ar absolutkonvergent.

Den periodiska faltningen u *, v ar T-periodisk, i den meningen att om ¢t € R sa ar
(u*7v)(t) och (u*,v)(t —T) antingen definierade och lika, eller sa ar bada odefinierade.
Vidare ar periodisk faltning en bilinjar, kommutativ operation som kommuterar med
translationer, precis som den vanliga faltningen definierad i 3.1\

5.2 Sats Antag att u,v € L. D4 géller att u *, v vésentligen tillhér L} (se .3), och att
(u*rv)(n) =1a(n)o(n), neZ.

Bevis Satt ug(t) = u(t) da t > 0 och ug(t) = 0 da ¢t < 0, och sétt vy(t) = v(t) da
0<t<Tochuvy(t) =0dat < 0ellert >T. Da har vi att T(u x4 v)(t) = (ug * vg)(t)
for alla t > T. Eftersom ug * vy visentligen tillhér L], (R), enligt sats 8.7, foljer att u x,v
viisentligen tillhér £1. (Med samma metod kan man ockséa visa att periodisk faltning #r
associativ i samma mening som faltningsoperationen i sats 3.7.)

Fourierkoefficienterna for w x, v ar darfor valdefinierade, och vi har att

(u*pv)(n) = fT (u*pv)(t)e” ™2 dt = fT (fT u(t —r)v(r) dr) et gy
= ][T ][T u(t —r)e” ™ 2ETy(r) e dr dt

:][ <][ u(t—r)e_mmt_’”) dt)v(r)e_mgrdr
T \JT

=da(n)o(n), n€Z,

dér bytet av integrationsordning &r tillatet enligt sats A-20 eftersom |u|#,|v| viisentligen
tillhér L. O

5.3 Exempel Vi bestimmer en 16sning u € £3 _ till integralekvationen

s
/ ru(t —r)dr =sin2t, teR.
—T

Vihar T = 2w, sa 2 = 1. Sétt f(t) =t da —7 < ¢ < 7 och utvidga f T-periodiskt. Da
ar vansterledet i ekvationen lika med 27 (f *,u), vars fourierkoefficienter enligt sats p.2 &r
2 f(n)a(n) for n € Z. Hogerledet i ekvationen &r sin 2t = e — S ei2

5;€ ', sa vi far att
FYRUA +1/2i, n =42,
2mf(n)iln) = {0 / annars

53
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En berikning av f:s fourierkoefficienter ger att f(0) = 0 och att f(n) = (—=1)""/in
for n # 0. Alltsa ar fourierkoefficienterna w(n) entydigt bestamda for n # 0, medan (0)
kan véljas fritt. (Ekvationen hade varit olésbar om hogerledets 0:te fourierkoefficient hade
varit skild fran noll.) Om vi véljer 4(0) = 0 sa far vi att w:s fourierserie ar

o0

: 1 . 1 ’ 1
Z i(n)e™ = —— et - — 7 — __ cos2t,
2m 2T s
n=-—oo
och om vi séitter u(t) = —2 cos2¢ s& &r u en 16sning till integralekvationen, vilket kan

kontrolleras genom inséttning.

5.4 Absolutkonvergenta fourierserier Lat u € £} och antag att

> Ji(n)| < 0.

n=—oo

Fourierserien for u kallas da absolutkonvergent. For varje t € R foljer att fourierserien

S0 i(n)ei™?t ir en absolutkonvergent numerisk serie, eftersom |e™t| = 1. Alltsa &r
summan av u:s fourierserie,
o0
s(t) = g a(n)e™?t teR,
n=-—00

en vildefinierad T-periodisk funktion, och det foljer av Weierstrass majorantsats (A.14)
att wu:s fourierserie ar likformigt konvergent och att s &r kontinuerlig. Sats :Z_I_-2_(-): ger att
s(t) = u(t) i alla punkter ¢ dir u #r kontinuerlig. Eftersom wu tillhér £} dr u styckvis
kontinuerlig, sa vi far att s = u 6verallt utom i hogst dndligt manga punkter per period.

En funktion vars fourierserie dr absolutkonvergent ar alltsa "vésentligen kontinuerlig”,
det vill séga, genom att dndra funktionens vérden i hogst &ndligt manga punkter per
period kan funktionen goras kontinuerlig.

5.5 Sats Lat uw och v vara kontinuerliga och T-periodiska funktioner sadana att deras
fourierserier dr absolutkonvergenta. Da géller att uv = 4 * 0, det vill sdga att

o0

av(n) = Y d(n—k)i(k), né€Z.

k=—o00

Bevis Enligt 5.4 ovan far vi att v(t) = 352 _ o 9(k)e™*?! for alla t € R och att denna
serie ar likformigt konvergent. Detta ger att

wo(n) = fTu(t)v(t)ei"m dt = ][Tu(t)< i ﬁ(k)eikm>ei"m dt

k=—o0
- fT (kioou(t)@(k)e—“”—k)m) dt :kioo( ][T u(t)e—“"—’f)mdt)ﬁ(k)
= i a(n —k)o(k), nez
k=—oc0

Att det ar tillatet att integrera termvis i denna berékning foljer av sats A9 O
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Unitara rum

Vi utvecklar hér teorin for allménna unitdra rum, med malet att i ndsta avsnitt tillimpa
resultaten pa fourierserier.

5.6 Definitioner Lat V vara ett (komplext) linjart rum. En funktion ( | ):VxV — C
kallas en skaldrprodukt pa V om det galler att

(a) (u+v|w) = (u|w)+ (v]w) och (u]v+w) = (ulv)+ (u|w),

(b) (culv) = c(ulv) och (ufcv) =c(ulv),

(¢) (ulv) = < |u),

(d) (uu) >

for alla u,v,w € V och ¢ € C. (Vi kréver inte av en skaldrprodukt att (u|u) = 0 ska
medfora att u = 0, vilket &r vanligt i andra framstéllningar.)

Ett linjart rum tillsammans med en skalarprodukt kallas for ett unitdrt rum. Om V ar
ett unitidrt rum med skaldrprodukt ( | ) sa definieras dess norm | |: V' — R genom

lull = Vulu), weV.

Att detta verkligen ér en norm pa V (se definition A.2) visar vi i sats 5.8 Om u, u, € V,
dirn =1, 2, ..., sa sigs foljden w,, konvergera mot u i V om ||u, — ul| = 0 da n — cc.

5.7 Exempel Det linjira rummet C? = {(z1, 22); 21,22 € C}, med skaldrprodukten
((z1,22) | (w1, w2)) = z1W1 + 223,

ar ett tvadimensionellt unitirt rum, med normen [|(z1, 22)| = /|21]? + |22|.

5.8 Sats Antag att V dr ett unitédrt rum med skaldrprodukt ( | ). Da édr dess norm | ||
en norm pa V, och for alla u,v € V géller att

[(u|v)| < |lu|llv]| (Cauchy-Schwarz olikhet).

Bevis Definitionen av | | medfor att ||u| > 0 och att ||cu| = |¢|||u| for alla w € V och
c € C. For att visa triangelolikheten for || || visar vi férst Cauchy—Schwarz olikhet.
For alla u,v € V och ¢ € C har vi olikheten

0 < (u—cvlu—cv) = [ul® — 2Rec(ulv) + [c[*|v]*. (%)

Om |Jv|| = 0 s& maste (u|v) = 0 (vilket gor att Cauchy—Schwarz olikhet blir uppfylld i
detta fall), eftersom vi annars skulle kunna vilja ¢ s& att |u[? < 2Reé(u|v) och fa en
motségelse i (x). Om |v|| > 0 fas Cauchy—Schwarz olikhet genom att férenkla den olikhet
som uppstar da c sétts till (u|v)/|v]* i (*).

Med hjélp av Cauchy—Schwarz olikhet far vi, fér alla u,v € V, att

lu+ol* = (u+v[u+tv) = ul® + 2Re(u|v) + v
< Null® + 2wl o) + [ol* < ful? + 2[u]|Jv] + [lv]*
= (] + 0l

fran vilket triangelolikheten foljer. O



56 FOURIERSERIER

Observera: I resten av detta avsnitt (tre sidor) later vi V' beteckna ett unitért rum
med skalérprodukt ( | ) och norm | ||.

5.9 Definitioner En vektor u € V ségs vara normerad om |u| = 1, och om u,v € V ar
sadana att (u|v) = 0 sa ségs vektorerna u och v vara ortogonala.

En delméngd M av V kallas en ON-mdngd i V om vektorerna i M &r normerade och
parvis ortogonala, det vill sdga, om det for alla e, f € M giller att

en={y 2%

5.10 ”Pythagoras sats” Antag att uq,...,uy € V ar parvis ortogonala. Da géller att
Jug + oyl = g+ fuy ]
Bevis Eftersom (u,|u,) =0 om m # n och 1 <m,n < N har vi att

= Jlual® + ..+ Junl®. O
5.11 Ortogonal projektion Antag att vektorerna e;,...,ey € V &r normerade och
parvis ortogonala, lat W vara det linjara holjet [eq, ..., ey], det vill siga méngden av alla
linjairkombinationer av ey, ..., ey, och lat w € V. Da finns precis en vektor Pu € W sadan

att u — Pu dr ortogonal mot alla vektorer i W, ty om man ansitter Pu = YN_, c,e, sa
medfor (u — Pule,) = 0 att ¢, = (ul|ey), och tvirtom. Denna vektor Pu kallas for den
ortogonala projektionen av u pa W och ges alltsa av

Pu= (ulej)e; + ...+ (uley)ey.

Av denna formel foljer att P:V — V &r en linjar avbildning, med vardemangd W.

U
A
u—Pu
Pu
0 7

Eftersom v — Pu ar ortogonal mot Pu ger Pythagoras sats att
lull* = |u — Pu+ Pul? = |lu — Pul® + | Pul®,
och en viktig konsekvens av detta ar att
1Pull < lul,

det vill saga att den ortogonala projektionen av en vektor inte ar langre an vektorn sjalv.
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Pythagoras sats ger ocksa att |Pul? = SN_; [(u]en)|?, s olikheten || Pu| < |lul| kan

skrivas pa formen Y-N_, |[(u|e,)? < |ul?. Om M ér en godtycklig ON-mingd i V sa foljer
genom gransovergang att

Yo lule)? < Jul?, weV,

eeM

ett resultat som brukar kallas Bessels olikhet.

5.12 Sats Antag att vektorerna eq,...,ey € V &r normerade och parvis ortogonala,
satt W = [eq,...,en], [at u € V och lat Pu vara den ortogonala projektionen av u pa W.
Da giéller att

lu = Pul| < Jlu—wll, weW,

med likhet om och endast om w = Pu.

Satsen visar att om vektorn u ska approximeras med en vektor i W sa ges den bésta
approximationen av Pu, i den meningen att normen av skillnaden minimeras.

u

Bevis Lat w = YN_, ¢ e, vara en godtycklig vektor i W. Eftersom u— Pu ér ortogonal
mot alla vektorer i W har vi att

u— w||2 = |u— Pu+ Pu— sz

= |lu = Pul® + | Pu— w|?

N N 2
= |u — Pul?*+ Z(u|en>en - Z Cnén
n=1 n=1
N
= Ju—Pul*+ > [(ulen) —cal”,
n=1

dér vi anvént Pythagoras sats tva ganger. Detta ger att |u — Pu| < ||u — w]|, med likhet
om och endast om ¢, = (ule,) for 1 <n < N, det vill siga om och endast om w = Pu. O
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5.13 Definition En ON-méangd M i V kallas fullstindig i V om det for varje u € V och
varje € > 0 finns ett w € [M] sadant att ||u — w|| < e. (Att w € [M] betyder att w &r en
linjirkombination av vektorerna i M, det vill siga att w = 3"V_, ¢, e, for nagot N € N,
nagra cq,...,cy € C och nagra e, ...,ey € M.)

For unitara rum som inte har dndlig dimension ar begreppet fullstidndig ON-méngd en
slags generalisering av begreppet ON-bas.

5.14 Sats Antag att vektorerna eq, ey, es, ... € V dr normerade och parvis ortogonala.
Féljande villkor &r vart och ett ekvivalenta med att ON-méngden M = {ey, ey, €3, ...} ar
fullstdndig i V:

(a) for alla uw € V géller att limy_, Hu — gﬂ(u\en)enH =0,

(b) for alla u € V géller att ||ul|® = 301 [(u]en)|?,

(c) for alla u,v € V géller att (u|v) = > 72 (ulen)(v]en).

Bevis Sitt Pyu = SN_ (ule,)en, for alla u € V och N > 1, sd att Pyu dr den
ortogonala projektionen av u pa [eq,...,ey].

Vi visar forst att (a) ar ekvivalent med att M &r fullstdndig. Lat w € V och lat € > 0.
Om (a) géller sa finns ett N sadant att |u — Pyul| < €. Eftersom Pyu € [M] visar detta
att M &r fullstindig om (a) géller. Omvént, om M &r fullstdndig sa finns ett w € [M]
sadant att |u — w| < e. For nagot N giller att w € [e;,...,ey] och av sats 5.12 far vi
att |u — Pyul < ||u —wl|| < e. Av sats 512 foljer ocksa att |u — Pyu| ir avtagande som
funktion av N, vilket visar att (a) géller om M ar fullstéandig.

Att (a) och (b) &r ekvivalenta foljer av att, som i H.11,

N
Jul® = lu = Pyul® + Y Kule), ueV,
n=1
eftersom denna likhet medfor att SN_; [(u|e,)|?> = |ul? d& N — oo om och endast om
|u— Pyu| — 0 da N — oc.
For att visa att (b) &r ekvivalent med (c) observerar vi forst att (b) &r specialfallet
u=wvav (c). A andra sidan kan en skalirprodukt alltid uttryckas med hjélp av den norm
den ger upphov till:

Aulv) = Ju+ o) = u— 0] +illu+w]® = ifu—iv]?, wveV.

Denna likhet, som bevisas genom att forenkla hogerledet, kallas polarisationsidentiteten.
Lat nu W vara rummet av komplexa talfoljder (c, ), sddana att 30° ; |c,|? < oco. Da
definierar

<(Cn)20=1 } (dn>;z.o:1>W = Z Cndy,

en skalarprodukt pa W, och motsvarande norm &r
- 0 ) 1/2
el = (X 1e) "

n=1

Om (b) giller sa har vi att ||[ul]* = ||(<u|en>)ff:1||‘2/v for alla w € V, och da fdljer via
polarisationsidentiteten att (c) géller. 0
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Konvergens i medel och Parsevals formel

For att tillaimpa de abstrakta resultaten i férra avsnittet pa fourierserier definierar vi forst
ett unitart rum bestaende av periodiska funktioner.

5.15 Rummet £3. Lat T > 0. Vi later £2 beteckna mingden av de funktioner u € Csty (R)
som &r T-periodiska och sadana att

T
/ lu(t)? dt < oo.
0

Mingden £2 ir ett linjirt underrum av Csiy(R), ty om u,v € £% och ¢ € C sa har vi
for alla t € R att

Ju(t) + v(®)]* < (lu(®)] + [®])? = [u(®)* + 2u®)Jo®)] + [vO* < 2lu(®)]* +2[u(b)P,

och att |cu(t)|? = |c|?|u(t)|?, vilket medfor att u + v, cu € L£%. I rikningen har vi anviint
olikheten 2ab < a? 4 b2, som &r en direkt f6ljd av att (a — b)2 > 0 om a,b € R.
Vi definierar skaldrprodukten ( | ), ;» pa £ genom

(] v)y 7 = ][Tu(t)v(t) dt, w,ve L2

Integralen #r absolutkonvergent, eftersom |u(t)v(t)| = |u(t)||v(t)] < (Ju(t)]? + |v()|?)/2,
s& (| )y dr vildefinierad. Att ( | ), - &r en skalirprodukt pa £3 (se 5.6) dr en réttfram
foljd av dess definition. ’

Det linjara rummet £% med skalirprodukten ( | )o,p Ar alltsa ett unitdrt rum, med
norm

1/2
||u||2,T=¢<u|u>2,T=(fT |u<t>|2dt) . welk

Det #r ocksa viktigt att notera att £% dr ett linjirt underrum av L. Detta féljer av

uppskattningen
T T 2
1 t
/ lu(t)| dt g/ wcﬁ <oo, wue€ L3,
0 0

och det medfor bland annat att fourierkoefficienterna for funktioner i £% #r vildefinierade.

5.16 L2-tolkning av i(n) och Syu I rummet £2 ér funktionerna et for n € Z,
normerade och parvis ortogonala:

(et | gin2t) :f gim2tg—in2t gy _ J Lom=mn,
2T T 0, m#n.

(Att verifiera detta var 6vning #A.) Alltsa &r {€™?*; n € Z} en ON-miingd i L£%.
Lat nu u € £%. D4 har vi att

i(n) = ][ w(®)e N dt = (u|em MY, ne,
g ,

det vill siiga, den n:te fourierkoefficienten for u #r skalarprodukten av u och et
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Lat N € N. For den N:te symmetriska delsumman Syu till u:s fourierserie har vi att

N N
(SN’U,)(t) = Z ﬁ(n)einﬂt _ Z <u|ein9t>2’T emm'
n=—N n=—N

Alltsd #r Syu den ortogonala projektionen av u pa det linjira holjet [e~*V2E .. eiN2t)

som bestar av alla T-periodiska trigonometriska polynom som inte innehaller harmoniska
svangningar med hogre vinkelfrekvenser 4n N{2. Enligt sats .12 innebar detta att Syu &r
det trigonometriska polynom i [e7*N?t ... e'N?!] som bist approximerar u i £%-mening.

5.17 Exempel Hur ska konstanterna c_q,cq,c; € C véljas for att minimera integralen
2 ' o
/ |t2 —(c_1e7"™ +co+ cle”t)| dt?
0

Vi tolkar detta som ett minimeringsproblem i £%, dir T = 2 (s& att 2 = 7), genom
att sitta u(t) = t? da 0 <t < 2 och utvidga u T-periodiskt. Da giller att u € £ och att
integralen som ska minimeras #r lika med 2|lu — P|3 ,, dir

P(t) _ Cilefsz + co + Clemrt c [eleflt7 ezOQt’ elet].

Enligt .18 ovan ska vi alltsi viillja P = Sju, det vill siiga c_; = 4(—1), ¢q = (0) och
¢y = u(1). En direkt berdkning ger att

4
1 2 ) g, n = 07
d(n) _ / th—ZYLﬂ't dt = )
2 Jo 2 2
5 9 + T n # 07
n2w2  nrw
sa svaret ar att konstanterna ska véljas pa foljande sétt:
2 21 4 2 24
c,1=———, Cg==, € =—+—.
1™ r2 r 073 'Yty

Vi har alltsa att
2 20\ _. 4 2 20\ o 44 4
P(t):(slu)(t):<ﬂ_2_ﬂ_>e +3+<7r2+w>e :5—1—?6057715—;51107#,

och foljande figurer visar utseendet fér u och P:

[a(n)]

91r'TTTTI‘ ‘]TTTT??!! n
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Foljande sats ar ett huvudresultat i teorin for fourierserier.
5.18 Sats ON-miéngden {e™?*; n € Z} ér fullstindig i L3

Bevis Lat u € £3% och 1at ¢ > 0. Vi ska visa att det finns en linjirkombination av
funktionerna i méangden {emm; n € Z} vars avstand till u, i £2.-mening, ir mindre in €.

Lat vs, for 6 > 0, vara den funktion som for ¢t € R ges av vs(t) = u(t) utom om det
finns en undantagspunkt a for u sadan att |t —a| < §, och av vs(t) = 0 pa dessa intervall.
Satt v = vs for ett § > 0 som &r sa litet att ||[u — vs]|y - < €/3, och dven sa litet att inget
intervall med langd 2§ innehaller mer &n en undantégspunkt for u. Ett sadant § finns
eftersom u € L3

Lat wy,, for 0 < n < 6, vara den funktion som for t € R ges av wy(t) = v(t) utom om
det finns en undantagspunkt a for v sadan att a —d <t <a—nellera+n<t<a-+?/,
och av funktioner av formen ct + d pa dessa intervall, dar konstanterna c,d € C pa varje
sadant intervall véljs sa att w, blir kontinuerlig. Satt w = w,, for ett n < § som ar sa
néra d att v — wylly » <e/3.

Av sats 4.2], foljer att det finns ett T-periodiskt trigonometriskt polynom P, det vill
séga en linjirkombination av funktionerna i ON-mingden {e™’*; n € Z}, sadant att
lw(t) — P(t)| < ¢/3 for alla t € R, vilket medfér att |w — P, < e/3. Alltsa har vi att
= Pz < = vl + [0 = wly 4+ 0 = Pllyp < ¢/3+2/3+¢/3=¢. 0

Nésta sats, som foljer av sats 5: 1:4 och sats :_5.:1_&, visar vad det mera konkret innebar
att ON-méngden {e™!; n € Z} ar fullstindig i £7.

5.19 Sats Antag att u € £3. Da konvergerar de symmetriska delsummorna Syu till u:s
fourierserie mot u i E%, det vill siga,

lu— Syullyp =0, N — oo.
Detta kallas ibland for att Syu konvergerar mot u i medel.

Om ocksa v € L2 s géller Parsevals formel:

o0

F it = 3 afn)ie,

n=-—oo

med specialfallet

fT|u(t)2dt: > Jan). 0

n=-—oo

5.20 Exempel Vi ser vad Parsevals formel ger da den tillimpas pa den funktion w som
har period T'= 2 och som ges av u(t) =1da0 <t <lochavu(t)=0dal<t<2 som
i exempel ¢.9.
Enligt detta exempel ges u:s fourierkoefficienter av
1/2, n =0,
a(n) =< 0, n # 0 jamnt,
1/inm, n udda,
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s& Parsevals formel, f,.|u(t)|?dt =30 _ . |d(n)[?, ger att

1/ |1|2dt+1/ 0]2dt = l2+Z
2 /o 2/, ]2

n udda

1 2

T

det vill saga

vilket efter forenkling ger att

@ 1 .1 1 1
g—?‘f'?‘f'?"‘ﬁ-i—....
5.21 Exempel Lat funktionen u vara som i exempel 5:2:(] ovan. Vi uppskattar avstandet,
i £2.-mening, mellan u och de symmetriska delsummorna Syu till u:s fourierserie.
Notera att (Syu)'(n) = d(n) da |n| < N och att (Syu)(n) = 0 da |n| > N. Vi far
dérfor med hjilp av Parsevals formel (5.19) att
2

1
(K SNUHQT = Z | u— Syu) (” Z a(n Z inm
n=-—00 |n|>N |n|>N udda
oo
1 2 (1 2
<2 ansaf mwsay V2L
n=N-+1

dar vi vid forsta olikhetstecknet summerat 6ver alla n > N (och inte bara de udda) for
att forenkla berdkningen. Vi har alltsa att

2
lu — Syl 7 < V2 oNa

N’ N
Denna uppskattning ger att Syu — u i £3 (vilket ocksé foljer av sats 5.19). P4 samma
sitt far man att ||u — Syul,, > C/VN for nigon konstant C' > 0, si konvergensen #r
inte speciellt snabb.
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Ovningar

T
r_6A" Bestam en m-periodisk 16sning « till ekvationen / e"u(t —r)dr =sin6t, t € R.
0

BB Lat V vara ett unitirt rum, 1at fi, ..., fy € V vara parvis ortogonala och ha strikt
positiva normer, och lat u € V. Bestdm den ortogonala projektionen Pu av u pa det
linjara holjet [f1,..., fy] (se p.11).

50 Bestdm fourierserien fér den m-periodiska funktion u som ges av u(t) = sint da
0 <t < 7. Anvind resultatet for att berdkna

1 1 n 1 1 n L 1 n 1 n 1 n 1 n
— ——+-——=—7+... oc
1-3 35 57 79 1232 3252 5272 7292

D Lat u vara den funktion med period 2 som ges av u(t) = t? da |t| < 1.

(a) Hur ska konstanterna c_,, c_;, ¢q, ¢; och ¢y véljas f6r att minimera integralen
/1 |u(t) — (c,gefi%t +e1e7 ™ f g+ ce™ 4 cgei%t){2 de?
-1
(b) Hur ska konstanterna ag, aq, by, as och by véljas for att minimera integralen
/1 }u(t) — (ag + ay cos Tt + by sin Tt + ag cos 2t + by sin 27t) ’2 dt?
-1
5E Lat u vara den funktion som har period 7 = 1 och som ges av u(t) = t(1 —t) da
0 <t <1, som i 6vning 4E. Uppskatta avstandet i £2-mening mellan u och Syu.
*5F Antag att u € L7, har fourierserien ag/2 + 302, (a, cosnf2t + b, sinn2t). Visa att

|a0|2 1 2 2
12 dt = = E n by

genom att utga fran Parsevals formel (5.19) och sambanden mellan (n), a, och b,.

¥5G Visa att [ul, < llull,  om u € £3.
**6H Lat u € L2 och lat Fyy vara fejérkéirnan i beviset av sats 4.19. Visa att

lu = w s Fylly g < ][Tllu—frullz,Tsz(r) dr

genom att uppskatta |(u —u %, Fiy |v)| och sedan villja v € £% ldmpligt. Anviind detta for
att visa att |u — u %, Fyy|, » — 0 da N — oco.

#x51 Lat V = C([0,1]) och siitt (u|v) = u(0)v(0) + fol u(t)v(t) dt for u,v € V, sa att V blir
ett unitdrt rum. Lat W vara det linjdra underrummet W = {w € V; w(0) = 0}. Visa att
om u € V &r sadan att (u|w) =0 for alla w € W, sa &r u = 0.

Lat nu u(t) =1 f6r 0 <t < 1. Visa att |u —w| > 1 for alla w € W, och att u inte har
nagon ortogonal projektion pa W.
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Forelasning 6

Periodiska distributioner

6.1 Rummet D/} Lat T > 0. En distribution u € D'(R) ségs vara T-periodisk, eller sags
ha period T, om u(t) = u(t — T), det vill siga om u = 7pu (se 2.11).

Vi later D’ beteckna méngden av alla distributioner v € D’(R) som har period T.
Réttframma verifikationer ger att D7 ar ett linjart underrum av D’(R), och att om u € Df,
sa géller att v/, fu (om f € C>(R) ar T-periodisk), T,u, % och @ tillhor Dfp.

6.2 Exempel En funktion v € £} (se definition §.7) ger pa vanligt sitt upphov till en
distribution ugp, € D'(R) (se sats 1.17), och up, har period T eftersom u har period T.
Som exempel pa en T-periodisk distribution som inte ges av en funktion har vi pulstaget

DL I I

0 T

som kan ses som en T-periodisk motsvarighet till diracimpulsen. Pulstagets verkan pa
en testfunktion ¢ € D(R) definieras genom (3 52 To,71, g0> = > T(nT), dar

n=-—oo n=-—oo
summan i hogerledet innehaller hégst dndligt manga nollskilda termer eftersom ¢ har

kompakt stod. Det foljer att pulstaget tillhor D7

6.3 Medelvardet av en periodisk distribution Givet en periodlingd T > 0 kallar vi
en funktion p: R — [0, 1] med kompakt stod for en etta dver en period om

[ee]

> pt+nT)=1, teR.

n=-—oo

Till exempel &r funktionen y(t) — x(t —T') och C*-funktionen f3(¢;0,7/3) — f5(t; T, T/3)
(se exempel i: 1:4) ettor 6ver en period, med foljande utseenden:

™

0 T 0 T

Lat u € Df. Om p,n € D(R) &r ettor 6ver en period, sa géller att

(w.p) = (u(®), D n(t+nT)p(t)) = 3 (ult),n(t +nT)p(t))

= > (ult+nT)nt+nT)p(t) = Y (ult)n(t)p(t - nT))
= (ult), D2 n(®)pt—nT)) = (u,n).

(Notera att hogst dndligt manga termer i summorna &r nollskilda i denna berdkning.)

65
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Vardet av u:s verkan pa en etta 6ver en period beror alltsa inte pa vilken etta over en
period man viljer. Om u ges av en funktion i £% och n(t) = x(t) — x(t — T) (denna
funktion # tillhér inte D(R), men det behdvs inte i detta fall) fas pa liknande sétt att

oo oo T
(u, p) :/ u(t)p(t)dt = ... :/ u(t)n(t) dt :/0 u(t) dt.

oo oo

Detta motiverar att vi for v € Df definierar medelvirdet av u, betecknat fu(t) dt,

genom
1

dér p € D(R) &ar en etta 6ver en period.

Nasta sats visar att trigonometriska serier ar konvergenta i distributionsmening under
ganska milda villkor pa koefficienterna.

6.4 Sats Lat c, € C, diar n € Z, vara en f6ljd som har hogst polynomiell tillvixt, vilket
betyder att det finns konstanter C > 0 och k € N sadana att

len| < Cnl®, n #0.

Lat vidare T > 0 och lat, som alltid, 2 = 27/T.
Da géller att serien Y o2 cn (et ) dr absolutkonvergent for varje o € D(R), och

n=-—oo

att verkan ¢ — Y00 cp (€t ) definierar en T-periodisk distribution, betecknad

[e.@]
Z c einﬂt
n .
n=-—oo

Av satsen foljer att SNy, e™?t — 00 e, ei™?t i D(R) d& N — oo, vilket
medfor att operationer som &r linjira och kontinuerliga pa D’(R), till exempel derivering,

kan utforas termvis pa distributionen 300 ___ ¢, et
Notera dock att serien som definierar verkan av > o2 _
sé att 3200 c,e™? kan betraktas som summan i distributionsmening av alla c,e

utan att nagon speciell summationsordning behéver anges.

et ir absolutkonvergent,

in2t
)

Bevis Lat C > 0 och k& € N vara konstanter sadana att |c,| < C|n|F da n # 0.
Om ¢ € D(R) sa fas genom k + 2 partialintegrationer att

in S in oo ein(?t
(e m,@:/ e m<p(lt)dlt=(—1)’“+2/ W@(k“)(t)dt, n # 0.

[oe]

Detta ger att

in 1
S leale™ ™ < 3 Ot | s o 0

n#0 n#0
¢ L (7 042
= R Z 2 | (t)dt, ¢ € DR), (*)
n#0 oo

sa serien Y oL cufe , ) ar absolutkonvergent for varje ¢ € D(R). Vi kan déarfor
definiera u: D(R) — C genom (u, o) = 300 _ ¢, (et ), och det foljer att u ir linjir.

inf2t
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Lat nu K C R vara ett kompakt intervall. Om ¢ € D(R) &r en testfunktion vars stod
ar innehallet 1 K sa ger (*) ovan att

o0

()l =| D enle™, ) §|CO||<17¢>|+D/ "2 (t))] dt

n=-—oo

< Jeol L sup o(t)] + DL sup [p* 2 (¢)],
teK teK

dér D &r en konstant som kommer fran (%) och L &r laingden av intervallet K. Detta visar
att u uppfyller kontinuitetsvillkoret i 1.15 och dérmed att u € D'(R).

Eftersom funktionen e™? har period T for varje n € Z, och 7, (translation med T')
ar en linjar och kontinuerlig operation pa D'(R), har vi att

o0 oo oo
T = TT( E cneznﬂt) — E CnTT(eant> — E Cneznﬂt =,
n=-—oo n=-—oo n—=—oo
vilket visar att u ar T-periodisk. O

Fourierserier for periodiska distributioner

6.5 Definition For en distribution u € Df definieras u:s foljd av fourierkoefficienter,
betecknad @ eller .#u, genom

a(n) = (Fpu)(n) = fTu(t)e_mmdt, n € Z,

och den trigonometriska serien

oo

Z i(n)em?t

n=-—oo

kallas for u:s fourierserie, pa komplex form, precis som for funktioner i £}.. Den N:te
symmetriska delsumman Syu till u:s fourierserie och den reella formen av u:s fourierserie
definieras ocksi pa precis samma siitt som for funktioner i £ (se §.§).

6.6 Exempel Vi berdknar fourierkoefficienterna for det T-periodiska pulstaget

n=—oo

Lat p € D(R) vara en etta 6ver en period. Vi far att

) 1 ) 1 .
a(n) _ f u(t)e—znﬂt dt = <ue—m(2t’p> _ 7<u’ e—mQtp>
T

T T
1 o0 oo oo
= (Y Topr, e ) = 37 eI T p(mT) = 3 p(mT)
m=—0o0 m=—00 m=—0o0
=1, neZ.

Notera att fourierkoefficienterna @(n) for pulstaget inte gar mot noll da n — oo, vilket
de skulle ha gjort enligt sats .13 om pulstaget hade getts av en funktion i £}.
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6.7 Exempel Antag att c,, € C, dar n € Z, ar en f6ljd som har hogst polynomiell tillvaxt
(se sats §.4). Vi beriiknar fourierkoefficienterna for den T-periodiska trigonometriska serien

o0
u= Z cpemt,
n=-—o0o
Lat p € D(R) vara en etta 6ver en period. Vi far att

a(n) = ][ u(t)e " dt = — (ue " p) =
T T

%< i Cmeim.Qt7 e—ithp> _ % Z Cm<eim!2t7€—in.0tp>

m=—-0o0 m=—-0o0

Z ]l i(m— n)Qtdt i cm-{éa m:n}

m=—oo m=—oo » M #n

=cn, NEZL.
Som véntat ar alltsa u(n) = ¢, for alla n € Z.

6.8 Sats Antag att u € D%. Da har u:s f6ljd av fourierkoefficienter hégst polynomiell
tillvixt (se sats b.4), och

o0

u= Z i(n)e™

n=—oo

Observera hur okomplicerad teorin for fourierserier blir nar den utvidgats till periodiska
distributioner: fourierserien for en periodisk distribution u &r konvergent i distributions-
mening, utan nagra extra villkor pa u, och dess summa &r u.

Bevis Lat p € D(R) vara en etta 6ver en period och lat K vara ett kompakt intervall
som innehaller p:s stod. Eftersom u € D'(R) finns konstanter C' > 0 och N € N sadana
att olikheten

<o sup k)¢
[{u, o) ;;) eKlso (t)]

giller for alla ¢ € D(R) vars stod ligger i K. Sitt nu e, (t) = ™! for t € R och n € Z.
Med hjélp av olikheten ovan far vi att

- 1 1
0] = | £, ut)en(0)t] = L lwe-ropll = )
N N k
C C k
< = sup |(e_p (k) — ( ) —in2)le_,(t (E=0)¢
<72 allenn 0] = 23 s |3 (7) inenpt=0tn
C - [k
© ! (k=D)(4
ST,;:O l_E_O<l>|n|Q sup|p ()], nezZ,

vilket visar att foljden 4(n) har hogst polynomiell tillvéxt.
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Verkan av en godtycklig distribution v € D7} pa en testfunktion ¢ € D(R) kan uttryckas
med hjélp av @:s sa kallade periodisering

o0

B(t)= > @(t—nT), teR,

n=-—0oo

som ar en T-periodisk och odndligt deriverbar funktion, pa féljande satt:

(w,0) = (0(t), D plt+nT)e(t)) = 3 (v(t), plt + nT)(1))

= > (wt+nT),pt+nT)p(t)) = Y (0(t), p(t)p(t —nT))
= (v(t), p(t) 3 lt —nT)) = (v, p®).

Vidare, for en godtycklig T-periodisk funktion @ € C*(R) far vi genom upprepade
partialintegrationer att

. ‘ 1 |
|P(n)| = ‘][ gp(t)e—mm dt‘ =— f @m(t)e_mmdt'
T [n|" 2"/ r
1
< o 21200 LeN nt0

Av Weierstrass majorantsats (A.14) foljer darfor for varje k € N att funktionsfoljden

(Sy®)®) = >~ (in2)Fd(n)e™?, N=0,1,2,...

ar absolut och likformigt konvergent. Eftersom (Sy®)(t) — @(t) da N — oo for allat € R
enligt satsen om punktvis konvergens (4.16), ger upprepad anviandning av sats 'A.10 att

(Sy®)*) — &*) likformigt for varje k € N. Det foljer att pSy® — p® i D(R).
Lat nu ¢ € D(R) och lat ¢ vara ¢:s periodisering. Av det ovanstaende far vi att

<U, 90> = <uap¢> = th <’LL, pSN@>
— 00

N N
= I z in9t>: . in2t\ 4
Jim (up 3 d(n)e Jim > (e ()
n=—N n=—N
N N
= lim Ti(—n)®(n) = lim W(—n)(Pe M p)
N— o0 — N_>00n27
N N
= = a(n){e™ !, p®) = lim a(n) (e, o)
N— o0 N— oo
n=-N n=—N
= {3 alment ),

vilket avslutar beviset. |
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6.9 Exempel Det T-periodiska pulstaget

[oe]

u = Z TénT

n=-—oo

har enligt exempel §.§ fourierkoefficienterna @(n) = 1 fér alla n € Z. Sats .8 ger darfor

att
o] o0
Z T(SnT — Z eith.

n=-—oo n=-—oo
Denna relation kommer vi att ha nytta av nedan.

6.10 Sats Riknereglerna for fourierkoefficienter, sats 4.1() (a)—(h), géller om u,v € D.

Bevis Vi visar (h), det vill sdga att om u € D7 sa ges den n:te fourierkoefficienten for
derivatan u’ av inf24(n). Resten av bevisen foljer samma monster.
Lat u € D/ Vi har enligt sats .8 att

u= Z a(n)e™?t,
n=-—oo
Derivering av denna likhet ger att
u = Z a(n)ine™?,
n=-—oo

dér serien kan deriveras term for term eftersom derivering &r en linjar och kontinuerlig
operation pa D'(R). Alltsa ar (u')'(n) = inf24(n) for alla n € Z (enligt exempel 5.7). O

6.11 Periodisk faltning Om funktionerna u,v € C(R) &r T-periodiska och vi later den
periodiska faltningen u %, v verka pa en testfunktion ¢ € D(R), sa far vi att

/_:(u £r ) () (1) dt:/_: (/Tu(r)v(t—r) dr>¢(t) it

— ][Tu(r) (/_Z o(r — t)p(t) dt) dr
= f un@ep)ar

For u,v € D} definierar vi darfor deras periodiska faltning u *,v genom

(u*pv, ) = ][Tu(t)(ﬁ x)(t)dt, € D(R).

Man kan visa (se till exempel {14]}) att u *, v tillhor D/ och att denna faltningsoperation
ar bilinjar, kommutativ och associativ och att den kommuterar med translationer. Det
géller ocksa att

(u*rv)(n) =a(n)o(n), ne€Z.

Enligt exempel 5.6 ér alla fourierkoefficienter for pulstaget %0 T8, lika med 1,
sa detta pulstag &r ett enhetselement for periodisk faltning.



FOURIERSERIER 71

Summering av vissa serier

6.12 Exempel Vi bestammer gransvardet

N

1
G = lim .
N~>oon 7N3’I’L+].

Gréansvirdets utseende pAminner om satsen om punktvis konvergens (4.14), sa vi sétter

— 1 int
v Z Bn+1°
n=-—oo
Sats 6.4 ger att u € Df, diir T' = 27. Fér att bestimma u observerar vi att
. _ . int nt __ int __
73ZU+U—73ZZ me +Z 3n+1€ = Ze = 2271'627”.“
n=-—oo n=—oo n=—oo n=-—oo

dir vi anvint exempel .9. Detta ger att —3iu’ 4+ u = 276 pa intervallet |—27, 27[, vilket
ar en ekvation vi kan 1osa med hjélp av sats 8.2(]. Resultatet ar att

2mr .
u = %6_”/3)( + Ce™ ™3 pa intervallet |—27, 2],

for nagot C' € C. Vi ser nu att distributionen u ges av, eller ”ar”, en funktion i £}.. Att u
har period 27 bestdmmer konstanten C: om 0 < ¢ < 27 har vi att u(t) = u(t — 27), sa

?e_it/3 +Ce B = 0T 0 <t < 2m,

vilket ger att C' = %/(62”/3 —1). Alltsa har vi att

2mi ey
3

Eftersom u har generaliserad hoger- och vénsterderivata i ¢ = 0 ger satsen om punktvis

konvergens (#.16) att

G u(0+) +u(0-) 1 <2m (1 1 ) 2mi 1 ) _ 377

2 2\ 3 Mamso)t 3 asoi) T

1
u= (X + 627”/73_1) pa intervallet |—27,27].

6.13 Exempel Vi bestammer summan, i distributionsmening, av den trigonometriska

serien
oo
u = g e,
n=1

Vi observerar att u har period T' = 27 och att u ges av en geometrisk serie, som dock
ar divergent for varje t € R, eftersom beloppet av kvoten e inte #r mindre #n 1. Om vi
trots detta rdknar som vanligt sa far vi att

it 5

» e d .
Z e = ot = %iLog(l — e,
n=1

dér meningen av det forsta likhetstecknet ar hogst oklar, medan det andra likhetstecknet
géller utom da ¢/2x &ar ett heltal. ("Log” betecknar principalgrenen av den komplexa
logaritmfunktionen, definierad i C \ |—00, 0] och sadan att Log1 = 0.)
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Sitt v(t) = i Log(1 — ') da t # 2mn och v(27n) = 0, dir n € Z. Da giller att v € L},
och v:s fourierkoefficienter ar

; [ L
’ﬁ(n) = ]l v(t)e—znt dt = / iLOg(l _ ezt)e—mt dt
T 21 Jo

I o int 1 dz
= lim / iLog(1l —e™)e " dt = lim / i1Log(l —2)z7"—
e—0+ 27 J, e—0+ 27 C. 12
1 Log(1 —
= lim / Mdz, n € 7,
e=0+ 21 Jo 2t

dir kurvan C, ges av z = €% niir t gar fran ¢ till 27 — . Eftersom beloppet av Log(1 — z)
véxer hogst logaritmiskt da z — 1 fas att

. 1 . Log(1 — z2)
0(n) = 5-2mi Res — 3= = iRes 7

Enligt sats .§ har vi nu att v = Y.°°, €"/in i distributionsmening, vilket medfor att
v’ =30 et eftersom derivering dr en linjir och kontinuerlig operation pa D'(R). Vi har
alltsa att den trigonometriska serien >°0° ; e ir distributionsderivatan av funktionen v,
men vi vill ha ett mera explicit uttryck for denna derivata.

Om 0 < t < 27 kan man ur figuren avlédsa att

v(t) = i Log(1 — €')

= —Arg(l —e™) +iln|l — e ot
1— et
T—1

t
:T+iln‘251n§, 0<t<2m.

Eftersom v iir 27-periodisk ger sats 2.7 att

1 t
int ’ . .
=v =—=+ TOomn + (1 ‘2‘ -
ngle v E orn + 210 |2sin

n=-—0oo

)I
Derivatan av In|2sin(t/2)| &r cot(¢/2)/2 da t # 27n (dar n € Z), och rattframma
rikningar (jamfor med 6vning 2H) ger att distributionsderivatan av In |2sin(t/2)| ar det

sa kallade principalvirdet av cot(t/2)/2, betecknat PV(cot(t/2)/2), vars verkan pa en
testfunktion ¢ € D(R) ges av

1 t
lim (fcot 7><,0(t) dt,
e—0+ D, 2 2

dir D. =R\ U,_ __ ]2mn —e,2mn +¢[. Vi har alltsa till slut att

>~ 1 _ 1t
;emt:_§+ > 7r62m+zPV<2cot2>.

n=—oo
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Ovningar

6 A Beriikna medelvirdet av den 2-periodiska distributionen

o0
2cos?nt + Z 309,41
n=-—oo

6B Lat u vara den funktion som ges av u(t) = —t da —1 < t < 0 och som har period 1.

(

a) Bestim distributionsderivatan v’ av u, till exempel genom att anvinda sats 2.5,
(b) Bestam fourierkoefficienterna for v’ med hjélp av resultatet i (a) och exempel 6.6.
c)

( 1

Fourierserien for u ar & + 3,0 32 €™, enligt évning B, (a). Derivera denna
serie. Stdmmer resultatet 6verens med resultatet i (b)?

6C Genomfor nagra delar av beviset for sats {610,

oo o0
- 1 1
D Bestdm summorna av serierna och —_
- nz n?+1 nz::l n? +1

=—0Q

*pF Antag att u € D5, dr udda och sadan att (sint)u = 1. Bestim w:s fourierserie.
- - . . . . 1 int
*PF, Bestdm summan av den trigonometriska serien Z —e .
n#0
#%6Q Visa att om u € D} sa giiller att £, u/(t) dt = 0.

#%BH Lat u € D} och antag att u’ ges av en funktion i £%. Visa att w:s fourierserie dr
absolutkonvergent.

*xxB1 Lat ¢, € C, dir n € Z, vara en foljd som inte har hégst polynomiell tillviixt. Visa att
det finns en testfunktion ¢ € D(R) sadan att serien Y - cn(e™, o) dr divergent.

n=-—oo
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Fouriertransformen

AVEN FUNKTIONER SOM INTE AR PERIODISKA KAN, genom teorin for fouriertransformen,
uttryckas med hjalp av harmoniska sviangningar. Fouriertransformen inférdes av Joseph
Fourier i borjan av 1800-talet och &r av fundamental betydelse inom manga omraden.

De grundliggande formlerna kan motiveras pa foljande sitt. Antag att u € C!(R) har
kompakt stod och att T > 0 &ar sadant att u(t) = 0 da |[¢| > T'/2. Da géller enligt teorin
for fourierserier att

>0 A 1 [7/2 ,
u(t) = Z cn€™?t |t < T/2, dir ¢, = / u(t)e ™ dt och 2 =2n/T.
n=-—o0o T —T/2
Om vi sitter (Fu)(w) = [ u(t)e ™! dt sa kan detta skrivas som
1 4
u(t) = Py (Fu)(nf2)e™?t 0, |t < T/2.
T

Later vi nu T — oo, det vill sdga 2 — 0+, sa ar det inte orimligt att summan Gvergar i
en integral, och i sa fall far vi att

u(t) = 4 / T (Fu) W) dw, tER,

:27r

vilket framstéller u som en integral 6ver harmoniska svangningar av alla vinkelfrekvenser,
med en komplexvérd "amplituddensitet” Zu som kallas u:s fouriertransform.

—0o0

Forelasning 7

Fouriertransform av integrerbara funktioner

7.1 Definition Lat u € £'(R). Vi definierar u:s fouriertransform, betecknad 4 eller .Zu,
som den funktion som ges av

U(w) = (Fu)(w) = /00 u(t)e ™ dt, weR.

—o0

I andra framstéallningar férekommer ett antal varianter av denna definition, till exempel

med en faktor 1/v/27 framfor integralen. Manga formler far i dessa fall ett annat utseende,
men teorin paverkas inte pa nagot vasentligt satt.

Notera att fouriertransformen (w) av en funktion u € £!'(R) &r motsvarigheten till
fourierkoefficienterna for en periodisk funktion, och att den generaliserade integralen

1 [ .

— (w)e™! dw

21 J_ o

motsvarar en periodisk funktions fourierserie, enligt inledningen ovan.

75
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7.2 Exempel Vi berdknar fouriertransformen av funktionen

u(t)—{e , t>0,
0, t < 0.

Notera att u € £'(R). Definition 7.1 ger att

a(w) :/ u(t)e ™t dt :/ e tem gt
- 0

o0
> 1

0 1 +iw 0 144w

dir vi anvént att e~(1+) — 0 da t — oo, vilket foljer av att [e~(1T7)t| = et

7.3 Exempel Vi berdknar med residykalkyl fouriertransformen av funktionen

1
t) = , teR.
u(t) t2+1
Vi har att
o] e—iwt R e—iwt e—iwz
—oot +1 R— oo —Rt+1 R— o0 LRZ +1

déar Ly &r strackan z =t da t gar fran —R till R.

For att kunna anvénda residysatsen infor vi kurvorna C’g och Cy, som ér de delar
av cirkeln |z| = R som ligger i halvplanen Imz > 0 respektive Imz < 0 och som é&r
orienterade fran Lp:s slutpunkt till Lp:s startpunkt:

Cp (anviinds i detta
exempel for w < 0)

Cr (anvénds i detta
exempel for w > 0)

En viktig observation ar nu att virdet pa w bestammer vilken av C;g och C} som ska
anvindas for att bilda en sluten kontur tillsammans med Lg, eftersom

|67iwz| _ |67iw(Rez+iImz)| _

|efinez+wImz| _ 6w1m2.

Om w > 0 s& har vi att |e” | &r begrénsat av 1 pa Cg, eftersom Imz < 0 pa C, men
att |e~%?| kan bli sa stort som e*f pa Ct. Detta ger att konturen Ly + Cp, ska anvindas
da w > 0. P4 motsvarande sétt fas att konturen Ly + C;g ska anvindas da w < 0.
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Lat w > 0. Integranden har enkelpoler i z = +i, och konturen Ly + Cp har negativ
omloppsriktning, s& om R > 1 ger residysatsen (se till exempel {2} eller {12]) att
—iwz e—iwz

e—iwz e
/ ————dz = —2mi Res ——— = —2m =me .
Lptcy 2° 11 z=—i 22+ 1 2z

z=—1

Integralen 6ver Cj, gar mot 0 da R — oo (och w > 0):

e—iwz e—iwz
/ 2 dz| < / ‘ 2

Sammantaget ger detta att i(w) = me~* da w > 0.
Om w < 0 sa far man pa samma sétt att 4(w) = me* genom att integrera éver Ly + Cj .
Slutresultatet ar alltsa att @(w) = we~ 1l for alla w € R.

1

Rakneregler for fouriertransformen

Nésta sats ger nagra anvindbara rakneregler for fouriertransformen. Jamfor gérna med
ritknereglerna for fourierkoefficienter i sats 4.10.

7.4 Sats Antag att u,v € L}(R) och for (h) nedan att u ér kontinuerligt deriverbar och
att derivatan u/(t) tillhér L'(R), och fér (i) nedan att funktionen tu(t) tillhér £'(R). D4
galler féljande rakneregler:

(a) u(t) +wv(t) i(w) + 0(w)

(b) cu(t) cu(w) (ceC)
(¢) u(t) a(-w)

(@) w(-1) i(~w)

(e) u(at) u(w/a)/a (a>0)
(f) u(t—a) e i(w) (a e R)
(g) e"u(t) i(w - a) (a € R)
(h) w'(t) iwi(w)

(1) tu(t) it/ (w)

Som efter sats 4.1(] noterar vi att (a) och (b) medfor att fouriertransformen #r linjir,
fran rummet £(R) till det linjira rummet av komplexviirda funktioner definierade pa R,
och att (d) medfor att fouriertransformen &r paritetsbevarande.

Bevis Vi visar forst (e). Lat u € £'(R), 14t a > 0 och siitt v(t) = u(at) for t € R. Da
har vi att - -
O(w) :/ v(t)e ™t dt :/ u(at)e™ ™t dt = /r = at/

= w(r)e /) Z dr = / u(r)e”{W/Or gy

o0

Bevisen for (a)—(g) foljer samma monster.
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Fér att visa (h) antar vi att u € £'(R) ar kontinuerligt deriverbar och att v’ € £!(R).
Da foljer att

u(t) = u(0) —l—/o u'(r) dr — u(0) —l—/ooo W(r)dr, t— oo,

det vill séiga att u har ett griansvirde da ¢t — co. Eftersom u € £'(R) maste gransvirdet
vara 0, och pa samma sitt kan man visa att u(t) — 0 da ¢t — —oo. Vi far nu att

oo

(u')(w) —/ u/(t)e ™t dt

o0

_ [u(t)e_i“’tro - / et i) dt

— 00 e’

=0-0+ iw/ u(t)e ™t dt

= wi(w), weR.

For att visa (i) antar vi att u € £(R) ér sadan att funktionen tu(t) tillhér L'(R).
Denna forutsittning medfor, enligt sats A.19, att d(w) = [0 u(t)e”“!dt dr deriverbar
och att derivatan fas genom att derivera under integraltecknet, det vill sdga:

' (w) = /OO u(t)e ™ (—it)dt, weR.

o0

Detta ger att fouriertransformen av funktionen tu(t) ar id/'(w). a

7.5 Exempel Vi anvinder riknereglerna i sats .4 for att bestimma fouriertransformen
av funktionen

i3t
u(t) = FrENpTIY teR.
Forst gor vi en kvadratkomplettering,
i3t i3t

u(t)

TA2tAt+2 (t+12+1

s& att vi tydligare ser strukturen hos u. Utgaende fran fouriertransformen av 1/(t? + 1),
som vi till exempel far ur tabell eller riknar fram som i exempel 7.3, tar vi oss sedan fram
till funktionen u genom att successivt anviinda riknereglerna (f), (e) och (g) i sats 7.4

1
o Z, me~ ¢l
1 iw,_—|w| iw—|w|
m e Tme = Te s
_ 1 Lreior2=tos2l Z T Go—lul)/2
Qt+1)2+1 2 2
eiSt

S T o li(w=3)—|w=3])/2.
(2t+1)2+1 2

Fouriertransformen av u ar alltsa lika med den sista funktionen i hégerkolumnen.
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7.6 Exempel Lat u(t) = e=t/2 for t € R. Vi bestdmmer w:s fouriertransform.

Di t — 400 avtar u sd snabbt att bade u sjilv och funktionen tu(t) tillhér £'(R).
Vi har ocksa att u/(t) = fte_t2/2, sa derivatan av u #r kontinuerlig och tillhor £'(R),
och u uppfyller differentialekvationen

u'(t) +tu(t) =0, teR.

Alla forutsattningar for att fouriertransformera véansterledet av differentialekvationen &r
uppfyllda (se sats y.4) och transformen av hogerledet &r forstas noll, sa vi har att

iwi(w) +it'(w) =0, w€eR.

Vi far att 4(w) = 11(0)6_“2/ 2 genom att 16sa denna differentialekvation, till exempel
2 .
med hjilp av integrerande faktor. Konstanten (0) = [ e~"/2e~"% 4t &r positiv och
dess varde kan bestdmmas genom foljande trick:

o) 00 21 poo
a(0)* 2/ er2/2d1“/ e 2t = // e~ )2 gy gy :/ / 67p2/2p dpdf = 2m,
—o0 —00 R2 o Jo

dér p, @ ar polara koordinater i rt-planet. Alltsa har vi att 4(w) = V27 e—w2/27 w € R.

7.7 Exempel Vi bestdmmer en 16sning y till differentialekvationen
() +y(t) =27, teR,

genom att fouriertransformera ekvationen.

Vi antar att y dr kontinuerligt deriverbar och att y,y’ € £L'(R), s& att vi kan anviinda
sats 7.4 for att fouriertransformera vinsterledet. Hégerledets fouriertransform far vi till
exempel ur tabell, och tillsammans ger detta att

4

wj(w) +9(w)

Vi léser ut gj(w) och gor en partialbraksuppdelning:
4 4 1 1 2

W) = i) it 1w 1t At

Ur tabell far vi att 1/(1 — iw) &r fouriertransformen av e'x(—t) och att 1/(1 + iw) ar
fouriertransformen av e~*x(¢). Funktionen 2/(1 + iw)? finns inte i tabellen, men vi kan
anviinda rikneregel (i) i sats 7.4 pa foljande siitt:

_ z 1
e'x(t) 1+ iw’
d/ 1 1
te iy (t '—( ): )
e x() "aw\1tiw) = (1 +iw)?

Vi siitter nu y(t) = efx(—t) + e tx(t) + 2te~tx(t) da t # 0, och y(0) viljs s& att y blir
kontinuerlig, det vill saga,
1+2t)et, t>0,
y(t) = {(t )
e, t <0.
Da ar y en funktion vars fouriertransform loser den transformerade differentialekvationen,
och att y l6ser den ursprungliga differentialekvationen kan kontrolleras genom insattning.
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Egenskaper hos fouriertransformen

12 och

Foljande sats om fouriertransformens grundlidggande egenskaper motsvarar sats @
sats 4.13 om egenskaper hos fourierkoefficienter.

7.8 Sats Antag att v € LY(R). D4 ér w:s fouriertransform 4 en likformigt kontinuerlig
funktion sadan att

|a(w)] S/oo lu(t)| dt, weR,

oo

och sadan att i(w) — 0 da w — £oo.

Vi har alltsé att |4, < [lul, d& u € LY(R). Det féljer, eftersom fouriertransformen ir
linjéir, att fouriertransformen #r en kontinuerlig avbildning fran £!(R) till L>(R).

Bevis Vi har att

[i(w)| = '/: u(t)e ! dt’ </Z lu(t)e™™"| dt :/: lu(t)| dt, w€R,

och eftersom u € L'(R) foljer direkt av Riemann-Lebesgues lemma (4,14) att @(w) — 0
da w — +o0.
Vi visar nu att u ar likformigt kontinuerlig. Lat € > 0 och lat w € R. Vi har att

o0

i+ 1) — ()] = ' [ uwesran- [

—0o0

u(t)e ™! dt‘

= '/: u(t)e e M — 1) dt’

§/ lu(t)||e” ™ —1|dt, neR.

o0

Fér att komma vidare behéver vi vissa uppskattningar av |e=®* — 1|. Triangelolikheten
ger att
e =1 < |e”™|+ 1| =2, nteR,

och vi har ocksa att

1 1
le™ — 1| = ‘/ (—int)e” """ dr S/ |—inte™"""|dr = nt|, n.tER.
0 0

Eftersom u € £L(R) finns ett R > 0 sadant att Jigj>ru()[dt <e/4, och vi far nu att

R
i + 1) — 6(w)] < / ()]~ — 1] dt + / (ol 1] d

[t|>R

R
g/ |u(t)y2dt+/ lu(t)| |t dt
[t|>R —-R

€ R
<+!77|/ w(t)|Rdt, neR,
2 -R

vilket &r oberoende av w och mindre &n € om || &r tillréckligt litet. 0
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Tva allménna principer ar att ju mera reguljar en funktion ar, desto snabbare avtar
dess fouriertransform i odndligheten, och att ju snabbare en funktion avtar i odndligheten,
desto mera reguljar ar dess fouriertransform. Foljande tva satser ar konkreta exempel pa
dessa allméanna principer om regularitet och avtagande.

7.9 Sats Antag att u € C*(R) och att u,u/,...,u®) € LY(R) for ndgot k € N. Da finns

en konstant C > 0 sadan att

. C

[a(w)] < Wa w # 0.
Bevis Genom upprepad anviindning av sats 7.4 (h) fas att u(¥) har fouriertransformen

(iw)*d(w), som enligt sats 7.8 dr en begrinsad funktion. Det finns alltsi en konstant C

sddan att |(iw)*i(w)| < C for alla w € R, sa |i(w)] < C/|w|® d& w # 0. 0

7.10 Sats Antag att funktionerna u(t), tu(t), ..., t*u(t) tillhér £'(R) fér nagot k € N.
Da giller att 4 € C*(R).

Bevis Om k = 0 ger sats 7.8 att 4 #r kontinuerlig. Om k = 1 ger sats 7.4 (i) att @
ir deriverbar och att @' &r fouriertransformen av funktionen —itu(t), vilket enligt sats 7.8
medfor att 4’ dr kontinuerlig och dirmed att @ € CY(R). Om k > 1 foljer att 4 € C*(R)
genom att resonemanget upprepas. O

Fouriers inversionsformel

Nasta sats, som ger tillrackliga villkor for att Fouriers inversionsformel ska gélla, ar ett
huvudresultat i teorin for fouriertransformen och ar en direkt motsvarighet till satsen om
punktvis konvergens (4.16) for fourierserier.

7.11 Sats (Fouriers inversionsformel) Lat u € £'(R) och antag att u har generaliserad
hégerderivata och generaliserad vansterderivata i en punkt a € R. Da géller att

1 (R , _
lim / (w)e™ dw = wlar) +ula-) )

Beviset for sats 7.11 foljer pa niista sida, efter att vi har undersékt vad satsens resultat
innebér for den inversa fouriertransformen, eller inverstransformen, som vi infoér nedan.
Notera att viinsterledet i formeln ovan &r lika med 2 [ di(w)e™ dw om @ € L'(R).
For en funktion U € L}(R) definierar vi déirfor dess inverstransform % ~'U genom

(FU)(t) = ! /OOU(w)ei‘*’tdw, teR.

_ﬂ_oo

Eftersom (F ~1U)(t) = 5= (FU)(—t) for alla ¢t € R har inverstransformen .% ~! véisentligen
samma egenskaper som fouriertransformen 7.

Av sats 717, foljer att .F~1(Fu) = u (vilket ocksa kan skrivas som 4 = 27i) om vissa
forutsittningar dr uppfyllda, till exempel om u € L£L'(R) #r deriverbar och Fu € L}(R).
Detta medfor i sin tur att .#(# ~'U) = U under vissa forutsittningar, till exempel om
U € LY(R) #r deriverbar och #~1U € L'(R), eftersom vi da har att

F(F ) = F(5:(FU)) = 5 (F(FU)) = F H(FU) =U.
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Bevis for sats 7.11 Lat R > 0. Som i beviset av satsen om punktvis konvergens (4.16)
borjar vi med nagra omskrivningar:

1 R ) 1 R o} ) )
t(w)e“dw = — (/ u(t)e ™" dt) e dw

2 -R 2r J_r oo

:/Zu(t)gr/iew(at) dw) dt :/:u(t)DR(a—t) dt,

déir bytet av integrationsordning &r tillatet enligt sats 'A.20 eftersom u € L(R), och Dy
betecknar dirichletkdrnan pa reella axeln, det vill sdga den funktion som ges av

1 R iwt TR in Rt
DR(t) = / elwt dw = |: ‘ . :| = = ;0 7é 07
2m J_gp 2mit | _p it

och Dg(0) = R/m. Eftersom Dp &r en jamn funktion far vi att

00 0
Gi(w) e dw = /o u(a +t)Dp(t) dt +/ u(a + t) Dg(t) dt, (%)

— 00

1 R
2 J_g

och vi utreder nu vad som hander da R — oo.
Den forsta integralen i hogerledet av (%) &r lika med

! sin Rt !
/0 u(a+) : dt +/O (u(a+t) — u(a+))

sin Rt
7t

sin Rt
Tt

dt.
7

dt+/ u(a +1t)
1

Eftersom [;*(sint)/tdt — 7/2 di R — oo, vilket man kan visa med hjilp av residykalkyl
(se till exempel [2] eller {12]), far vi att

1 : R .
/ w(at) sin Rt Q= u(a+)/ Smtdt R u(a+)? R - oo,
0 it m 0 t 2

Vidare, eftersom u € £(R) och u har generaliserad hogerderivata i a har vi att funktionen
som ges av (u(a +t) —u(a+))/t d4 0 <t < 1 och av 0 dat <0 eller ¢t > 1 tillhér L} (R),
vilket enligt Riemann-Lebesgues lemma (4.14) medfor att

sin Rt
it

dt -0, R — oco.

/ (u(a +1)— u(a+))
0

Dessutom ger Riemann-Lebesgues lemma att

oo : t
/ u(a—i—t)st dt -0, R — oo,
1 mt

eftersom funktionen som ges av u(a +t)/t da t > 1 och av 0 da ¢ < 1 tillhér £'(R).
Sammantaget ger detta att
> u(a+)

Rh_)rnoo ; u(a +t)Dp(t) dt = 5

Genom att behandla den andra integralen i hogerledet av (%) pa samma sétt far vi att

b [ w(a+ ) Dp(t) dt = 197
(1) dt =

R—oo J_ o 2 7’

och ddrmed ar satsen bevisad. |
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7.12 Exempel Vi bestammer en funktion y(t) som har fouriertransform

4
YW =agmarar YR
1

med hjélp av Fouriers inversionsformel (7.11). Jimfor géirna med exempel y.7.

Vi satter )

1 R ) 1 R 4eiwt
y(t) = lim — Y(w)e“"lt dw = lim / . - dw, teR,
R—oco 2T J_p R—oo 27 J_p (1 —iw)(1 4 iw)?
och uttrycker integralen som en komplex kurvintegral i s-planet, dar s = ¢ + iw ar en
komplex variabel. Lat Ly vara striackan s = iw da w gar fran —R till R. Da &r ds = idw,
sa vi far att
1 4est
y(t) = lim / ————ds, teR.
Ly (1=35)(1+s)?

Lat kurvorna Cj; och Cj; vara de delar av cirkeln |s| = R som ligger i halvplanen Re s > 0
respektive Res < 0 och som &r orienterade fran Lg:s slutpunkt till Lp:s startpunkt:

Cy (anvénds i detta
exempel for ¢t < 0)

(anvénds i detta
exempel for ¢t > 0)

—iR

Vardet pa t bestimmer vilken av kurvorna Cf{ och Oy som ska anvandas for att bilda
en sluten kontur tillsammans med L, eftersom

st] __ o+iw)t| _ ot
| = =e

le |e
Om t > 0 s har vi att |e%!| < 1 pa Cp, men att |e*!| kan bli si stort som ef* pa C}.
Alltsa véljer vi C da t > 0, och av motsvarande skal C’;{ da ¢t < 0. Som i exempel 7.3
ger nu residysatsen och uppskattningar av integralerna langs C’g och Cf att

4est 1 d 468t
Res a7~ nasl1s)| (120t 120
s:eisl (1—5><1+5)2 'ds\1—s ’s——l ( ! )e -
y(t) = 4est de*t !
—Res =_ =€, £=0
fues (1 — S)(l + 8)2 (—1)(1 + 8)2 s=1 -

Att vi verkligen har att § = Y foljer av sats .'_7._-_1: eftersom Y € £(R), Y &r deriverbar,
och y € LY(R).
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Entydighet

Foljande entydighetssats visar att en funktion som tillhor El(R) vasentligen ar bestamd
av sin fouriertransform (jamfor med sats ¢.18).

7.13 Sats Antag att u,v € L'(R) har samma fouriertransform. Da &r u(t) = v(t) i alla
punkter t € R dar bade u och v dr kontinuerliga. O

Sats {7.13 &r en direkt f5ljd av nésta sats:

7.14 Sats Lat u € L'(R) och antag att u har hégergrénsvérde och vénstergrinsvérde i
en punkt a € R. Da géller att

i, - [ (1 B ot = ) )

Notera att integralen i vansterledet kan ses som ett medelvarde av de integraler som
forekommer i inversionsformeln (jamfoér med situationen i sats ¢.19):

I : 1 (Br1 o 4
o R(l — ?)ﬁ(w)ewadw = R/o <27T/T1l(w)e“"a dw) dr.

Bevis Vi beskriver bara mycket kortfattat detta bevis eftersom det forhaller sig till

beviset av Fouriers inversionsformel (7.11!) som beviset av sats @.19 forhaller sig till beviset

av satsen om punktvis konvergens (1.16).

Lat R > 0. Omskrivningar ger at

1 (R <1 - @)a(w)eiwa dw = /oo u(t)Fr(a —t)dt = /Oo u(a + t)Fp(t) dt,

2 g

dar
1 (B |w|\ 1—cosRt R [sinRt/2)?
F t —_ 1 —_ —_— ZWtd = —-— | t .
R(*) 27r/_R< R >€ “ TRt? 27r< Rt/2 )~ 70

Funktionen Fp dr positiv och jamn, och residykalkyl ger att [°0 Fp(t)dt =1 for alla R.
Dessutom géller det for varje 6 > 0 att sup{Fg(t); [t| > d} — 0 d& R — oo och att
Jjt)>6 Fr(t) dt — 0 d& R — oo. Detta medfor att

e u(a+) 0 u(a-)

lim u(a +t)Fr(t)dt = och att lim u(a +t)Fr(t)dt = . O

R—o0 0 2 R—o00 oo 2

7.15 Sats Lat u € LY(R) och antag att u har hégergrénsvérde och vénstergrinsvérde i
en punkt a € R. Da géller att

1 [F . _
im L / (w) e dy = et) Fulan).
R— o0 27T R 2

férutsatt att gransvardet i vinsterledet existerar andligt. O

Om inversionsformeln ger ett viirde sa dr det alltsd "ritt” viirde. Sats 7.15 kan visas

folja fran sats 7.14 pa samma sétt som vi visade att sats §.20 foljer fran sats 4.19.
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Ovningar

A Lat u(t) = e 3"l for t € R. Beriikna fouriertransformen av u genom att anvinda
definition i7.1t

7B Anvind Fouriers inversionsformel (7.11) for att inverstransformera funktionen

3671'1,«1

w? —iw+2°

TG Lat u vara den funktion som ges av u(t) = t da [t| < 1 och av u(t) = 0 da
Bestédm (utan nagra berdkningar) for varje ¢t € R gransvérdet

: 1 R ~ twt
lim — u(w)e™" dw.

R— o0 27T “R

t>1.

7D Bestim fouriertransformen av foljande funktioner:
2 sint t 1
P R a—— b) —— —_— d) ——.
@ e ®iree 9 arep @ arep

7E Bevisa nagra av riknereglerna i sats 7.4.

7F Bestim en 16sning till differentialekvationen y"(t) — 4y(t) = —6e~I*l ¢ € R.

QG Bestdm funktioner som har foljande fouriertransformer:

— w2 1 —w? sin 3w
(@) e (0) g (e () o

*7H Bestdm en 16sning till differentialekvationen y”(t) — o/(t) — 2y(t) = e~ 1"l t € R.

*7'1 Bestdm en 16sning till differentialekvationen y”(t) + ty/(t) + y(t) = 0, t € R, som
uppfyller villkoret y(1) = 1.

#*7J Lat p € D(R) vara en etta Gver en period (se §.3). Berikna p(nf2) for n € Z, dér
2 =2x/T och T &r periodlangden.

**7K Antag att funktionen u:R — C #r deriverbar (i klassisk mening) och har kompakt
stod. Medfor detta att 4 € £1(R)?
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Forelasning 8

Faltning och fouriertransform

8.1 Sats Antag att u,v € L}(R) och att minst en av u och v ir begrinsad. Da géller att
faltningen u * v édr en kontinuerlig och begrénsad funktion som tillhér £'(R), och att

(u*xv)(w) =d(w)i(w), weR.

Om ocksé w € L'(R) och minst en av faktorerna i varje ingaende faltning &r begréansad
sa géller att (uxv) % w = u* (v*w).

Bevis Sats 3.0 ger att faltningen u*v &r en kontinuerlig och begrinsad funktion pa R.
Att u* v tillhor L1(R) foljer, eftersom u,v € L(R), av att

/_:\(u*v)(tﬂdt:/_:‘/_Zu(t—r)v(r)dr dt S/_Z/_Z [u(t = r)lfo(r)| drdi

[ ([ wte=ma)wnar=( [~ woiae) ([ owar)

dér bytet av integrationsordning ér tillatet eftersom integranden dr positiv (se sats A.20).
Rékningen visar ocksa att [|u* v||; < |ull;]v];-
Eftersom u * v € LY(R) &r fouriertransformen av u * v vildefinierad och ges av

(uv)(w) = / (ko) (B)e it dt = / h ( / Tt = ryo(r) dr)e_m dt

:/ / u(t —r)e @ y(r)e ™ dr dt

:/ </ u(t — r)e_iw(t_r) dt)v(r)e_i‘” dr

=iu(w)i(w), weER,

déir bytet av integrationsordning ér tillatet enligt sats A.20 eftersom |u| % [v| € L1(R).

Om ocksa w € £L}(R) och minst en av faktorerna i varje ingaende faltning #r begriinsad
sa giller att (Ju| * |v]) * |w| € LY(R), vilket tillsammans med sats 'A.20 ger att bytet av
integrationsordning &r tillatet i f6ljande berdkning:

((ux ) = w)(t) :/ (u# 0)(t — P)e(r) dr :/Oo (/_Oo u(s)v(t—r—s)ds)w(r)dr

—0oQ —0oQ o0

:/:u(s) </:v(t S dr) ds :/:u(s)(v Fw)(t— ) ds

= (u*(vxw))(t), teR.

oo

Alltsa géller att (u*v) *w = ux (v * w). 0

87
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8.2 Anmiirkning Om u,v € £L}(R) och varken u eller v #r begrinsad sa kan det intriiffa
att faltningen u * v inte visentligen tillhor £}(R) (se i[.3), vilket kan ses som en brist
hos vart rum £!(R). Denna brist finns inte hos det fullstindiga rummet L'(R) (se {.11):
faltningen av tva funktioner i L'(R) dr alltid viildefinierad och tillhor L'(R).

8.3 Exempel Lat, for a > 0, funktionen f, ges av

1 a

_ t e R.
7w t2 4 a2’

fa(t) =
Vi berdknar faltningen f, * fp, diar a,b > 0.
Notera att f, dr begriinsad och tillhér £'(R). Ur tabell (till exempel) far vi att

falw)=e?l eR.
Sats :§-_1-: ger nu att f, * f, har fouriertransformen
ﬁl(w)ﬁ(w) — e~ alwlg—blw| — 67(a+b)|w"

vars inverstransform ar fq 1. Alltsa har vi att fo, * fo = faro.

Funktionen f, ar for ovrigt tathetsfunktion for en sa kallad cauchyfordelad stokastisk
variabel (med parameter a). Inom sannolikhetsteorin visar man att tathetsfunktionen for
summan av tva oberoende stokastiska variabler &r faltningen av deras tathetsfunktioner.
I detta sammanhang visar alltsa formeln f, * f, = f,4, att summan av tva oberoende
cauchyfordelade stokastiska variabler ocksa dr cauchyfordelad. Fouriertransformen av en
stokastisk variabels tathetsfunktion kallas inom sannolikhetsteorin ofta fér variabelns
karakteristiska funktion.

8.4 Exempel Vi bestammer en 16sning u till integralekvationen
/ u(t — T)G_TZ/Z dr = e_t2/4, teR.
—00

Vi observerar att vénsterledet dr faltningen wu * f, dar funktionen f ges av
ft)=e"72 teRr.

Funktionen f iir begrinsad och tillhor £!(R), s& vi antar att u € £'(R) eftersom faltningen
da #r villdefinierad och vi kan anvinda sats .1t

Vi fouriertransformerar nu bada leden i integralekvationen. Fouriertransformen av f
och av hogerledet far vi till exempel ur tabell och fér viinsterledet anvinder vi sats 8.1
Vi far att

a(w)V omew2 = \/47re_“’2, w e R,
vilket ger att 4(w) = v/2 e=“"/2_ Vi siitter till slut u lika med inverstransformen av 4, som

vi till exempel far ur tabell:

1 2
u(t) = —e 1% teR.

N3

Att detta &r en 16sning till integralekvationen kan kontrolleras genom direkt insattning.
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Parsevals formel

8.5 Rummet L?(R) Vi later £?(R) beteckna mingden av de funktioner u € Csy(R)
som dr sadana att

/_oo lu(t)|? dt < oco.

Mingden £%(R) &r ett linjirt underrum av Csy(R), vilket foljer pa samma siitt som for
rummet £% (se 5.13).
Vi definierar skaldrprodukten ( | ), pa £*(R) genom

(u]v), :/ u(t)v(t)dt, wu,ve LAR).
Integralen &r absolutkonvergent (se 5.17), sa ( | ), ar véldefinierad. Att ( | ), uppfyller
kraven pa en skalirprodukt (se 5.6) dr en réittfram foljd av dess definition.

Det linjéra rummet £%(R) med skalirprodukten { | ), #r allts ett unitirt ram (se 5.6),

med norm
ful, = VaTa, = ([

—0o0

1/2
|u(t)|2dt> . u € LAR).

Observera dock att L2(R) inte #r ett underrum av £!'(R). Funktionen 1/v/#2+ 1, till
exempel, tillhér £2(R) men inte £}(R). En foljd av detta #r att definition 7.1 inte kan
anviindas for att definiera fouriertransformen av vissa funktioner i £3(R).

Den allménna teorin om bésta approximation i unitdra rum, som vi tidigare anvant for
rummet L2, giller forstas ocksa for rummet £2(R). Vi avstar dock fran nagra konkreta
exempel, eftersom det inte finns nagon lika kanoniskt given foljd av dndligdimensionella
underrum i £3(R) som den foljd i £% som ges av [e N2t N N =0,1,2,....

Vi tar istéllet upp det sa kallade samplingsteoremet:

8.6 Sats Antag att u € L'(R) &r kontinuerlig och att det finns en konstant F' > 0 sidan
att u(w) =0 da |w| > 2nF. Da géller att

o0

u(t) = Y u(n/2F)

n=-—oo

sin(2rFt — n)

, teR,
2t — nm

dér sin(2nFt — nm)/(2rFt — nr) ska tolkas som 1 da 2nFt — nm = 0.

En tolkning av satsen ar att en signal v som inte innehaller frekvenser hogre &n F' kan
aterskapas fullstdndigt om den samplas med den dubbla frekvensen 2F. Foljande figur
visar utseendet for funktionerna sin(2rFt — nr)/(2nFt — nw), dar n = 0 och £1:
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Bevis for sats 8.6 Eftersom u ir kontinuerlig och d(w) = 0 d& |w| > 27F foljer av
sats 715 att

1 R ) 1 2nF )
u(t) = lim / (w)e™ dw = — i(w)e™" dw

R—oo 27 _R o 2 _onF
1 27F i
= — 2Fi(~w)e “Tdw = (U|Vi)y py, tER, (%)
ATE | _onp »T

dér T = 47F och U och V; ar de T-periodiska funktioner som ges av U(w) = 2Fu(—w)

respektive V;(w) = e™! di —T/2 < w < T/2. Parsevals formel fér fourierserier (5.19) ger

darfor att )
o0

ut) = 3 (FU) @) (FV0), tER,

n=-—oo
Ur (%) ovan far vi att fourierkoefficienterna for U &r

1 2nF i
FU)(n) = — 2FGi(—w)e mET/ATE) gy — w(n/2F), n € Z,
T
ATE | _onF

och en direkt berdkning av fourierkoefficienterna for V; ger att
1 b , sin(2rFt — nw
ezwtefzn(Qﬂ'/47rF)w dw = ( )

TV, =— =
(FrVi)(n) ATF ) o 2nFt —nm

, NELZL,

dar sin(2rFt — nw)/(2rFt — nr) ska tolkas som 1 da 27rFt — nm = 0. Sammantaget ger
detta att

oo .
sin(2nF't — n)
t) = 2| ———— teR
)= 3 ulnf2r) (i), tek
n=-—oo
vilket avslutar beviset eftersom det som konjugeras ar reellvéart. O

Vi gar nu vidare till Parsevals formel for rummet £%(R), ofta kallad Plancherels formel.

8.7 Parsevals formel Antag att u,v € L*(R) N L' (R). D4 giéller att 4,9 € L*(R), att

/Oou(t)v(t)dt L [ )i@) do,

oo 2m —oo

[ P = o [t d.

[oe] —0oQ

och speciellt att

Bevis Vi antar forst att u,v € C3(R) och att u och v har kompakt stod. Sats 7.9 ger
att det da finns en konstant C sadan att |9(w)| < C/|w|? for w # 0, och © #r kontinuerlig
enligt sats 7.8, s& © € L!(R). Med hjilp av Fouriers inversionsformel (7.1T) far vi att

/Z w(t)o(d) dt = /Z u(t) (;/Z@(w)ew o ) it

(e i@ = o [ i@,

dér bytet av integrationsordning &r tillatet enligt sats 'A.20 eftersom u och © tillhér £1(R).
Alltsa giller Parsevals formel om u,v € C*(R) och u och v har kompakt stod.
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Vi visar nu att om u &r en godtycklig funktion i £2(R) N LY(R) sa giller att @ € L3(R)
och att 27[|u]|3 = ||@]3. Det allménna fallet av Parsevals formel f6ljer fran detta specialfall
genom polarisationsidentiteten (se beviset for sats §.14).

Antag alltsa att u dr en godtycklig funktion i £2(R) N LY(R), och 1at uq, us, ..., vara
en f6ljd av funktioner sadan att varje funktion wu,, tillhér C*(R) och har kompakt stod,
och sadan att ||u, — ull; — 0 och |u, — ull; = 0 da n — oco. En sadan f5ljd kan till
exempel konstrueras pa foljande sétt: eftersom u € £2(R)NLY(R) dr det inga problem att
modifiera sats 'A.17 sa att vi for varje n > 1 far en funktion v,: R — C som &r styckvis
konstant, har kompakt stod, och &r sadan att |u — v,|; < 1/n och |u — v,|, < 1/n.
Med hjélp av sats B.1( (b) far vi sedan att det finns en regularisering u, av v, sadan att
lvn — unlly < 1/n och [[vn, = unlly < 1/n (eftersom vy — un3 < [vn = tnloo v = unlly)-

For r > 0 sétter vi py(w) =1 da |w| <7 och p,(w) =0 da |w| > 7.

Eftersom [|@, — 1|y, < |lun — ul,, enligt sats 7.8, har vi att @, — 4 likformigt pa R.
Detta medfor, om 7 > 0 #r fixt, att ||p, (@, — 0)[, — 0 d& n — oo, enligt sats A9

Eftersom ||uplly — [ully| < |un — u|, (av den omvénda triangelolikheten) har vi att
|wnlly = ull, d& 7 — oo. Det finns dérfér en konstant C sidan att /27 |u,|, < C for
alla n > 1. Parsevals formel giller for w,, si |y |, = V27 |unll, < C for allan > 1, och
vi far att

lorally < llpr(@ —un)lly + llortin
< pr(tn — @) + [nll,
< |pr(tn —u)|,+C, r>0,n>1

For ett godtyckligt fixt = > 0 later vi n — oo i denna olikhet och far att ||p,a|, < C.
L%normen av p, 0 &r alltsa begriansad av en konstant som inte beror pa 7, vilket medfor
att 4 € L2(R).

Lat nu € > 0. Eftersom Parsevals formel géller for u,, — u,, har vi att

(L= pr)tn lly < (1= pr) (@n = @) [ + (1 = pr)tim],
St = tnlly + 11 = pr)
= V21 |up — Uy + |(1 = pr)Um|y, 7 >0, m,n>1. (%)

Eftersom |u, — u|, = 0 da n — oo kan vi vélja m sa stort att v/2m ||u, — ul, < /5 da
n > m. Vi kan sedan vélja r sa stort att ||(1 — p,)Um |, < €/5 och ||[(1 — py)aly, < €/5,
eftersom 1, och 4 tillhor £3(R). Eftersom [[un — um|ly < [l — ully + |u — wmll, ger (%)

nu att ||(1 — pr)uy, |, < 3e/5 for alla n > m och det foljer att
lan = ally < l[un = prunlly + llprtin = prilly +llpra =l
< E+lp@ -+ 5, nzm
Sista ledet &r mindre &n ¢ om n ar tillréckligt stort, sa ||a, — 4|, — 0 da n — oo, och av

detta foljer att ||, ||, — ||4], da n — oo.
Till slut far vi nu att

2nful3 = lim 2nunl} = lim |72 = Jal3,

och ddarmed ar beviset klart. |
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8.8 Exempel Vi ser vad Parsevals formel ger da den tillimpas pa funktionen
1 <1
aty =1 1=t
0, |[t]>1.

Notera att u € L£3(R) N £'(R). Enligt tabell, eller en kort rikning, har vi att w:s
fouriertransform ar

9 i
aw) = 20 L eR,
w
dér 2 ska tolkas som 1 da w = 0. Parsevals formel, [°0|u(t)|?dt = 5= [°% |d(w)|* dw,

ger nu att

2
dw.

/”Nﬁ—l/m2m“
-1 - 27T —00 w

Eftersom vansterledets varde ar 2 far vi resultatet
* ginw
/ 3 dw = .
oo W

8.9 Exempel Antag att u #ir en kontinuerligt deriverbar funktion som tillhér £'(R) och
som ir sadan att derivatan v’ tillhér £'(R) och £3(R). Vi visar att det da for alla R > 0
galler att

u(t) — L ! (w)e™tdw| < Il teR
27T “R - \/7‘(‘R’ ’

Lat R > 0. Fouriers inversionsformel (7.1T) ger att

1 R . 1 S ) 1 R .
u(t) - / a(w)ezwt dw = lim / ﬁ(w)e“‘"t dw — — ﬁ(w)ezwt dw

= lim / i(w)e™ dw, teR.
S—oo 2T R<|w|<S

For att uppskatta den sista integralen anvinder vi Cauchy-Schwarz olikhet (se sats 5.8)
och Parsevals formel (8.7), och att iwi(w) = (uv')(w) for alla w € R:

. oo wt /5
/ zl(w)e“’tdw' = ‘/ {e [iw, B< ol < S}iwa(w) dw'
R<|w|<S —oo L0, annars
0 2 1/2 S 1/2

< </ {l/w » B ul < S}dw) </ |(U’)A(w)|2dw)
—oo L0, annars oo
2 Sld 1/22 b ’tzdtl/z

~(2f, o) (] o)

1 1\1/2 ,
—2\/7?<R—S> |u'l,, S >R, teR.
Eftersom denna uppskattning géller for alla S > R far vi att
1 (R , 1 1\1/2
'u(t) - 271_/Rﬂ(w)e“"t dw‘ < %2\/7? <R> [u'],, tER,

vilket ar vad vi ville visa.
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Ett svangningsproblem

Vi ska nu anvinda teorin for fouriertransformen for att 16sa foljande system av ekvationer,
som beskriver svangningar hos en oéndligt lang elastisk trad:

ul, = c2ull,, z,t € R, (DE)
u(z,0) = f(z), =zeR, (B1)
u(2,0) = g(z), @ €R. (B2)
Hér &r ¢ en positiv konstant och f och g ar givna funktioner. Den stkta funktionen u(z,t)

beskriver tradens avvikelse fran sitt jamviktslédge vid positionen = och tidpunkten t.

Den partiella differentialekvationen (DE) ar den endimensionella vagekvationen, som
ar en modell for vagutbredning i en dimension. Konstanten ¢ ar hastigheten med vilken
vagor utbreder sig langs traden, som vi ska se. Tradens initiala tillstand beskrivs av de
tva begynnelsevillkoren (B1) och (B2): vid positionen x och tidpunkten ¢ = 0 ges tradens
avvikelse fran sitt jamviktslage av f(x) och dess hastighet av g(x).

Vart svangningsproblem ar alltsa att uttrycka u(x,t) med hjilp av ¢, f(x) och g(z).

8.10 Lo6sning av svangningsproblemet Metoden vi anvénder for att 16sa problemet
ar att fouriertransformera (DE), (B1) och (B2), l6sa det transformerade problemet och
sedan inverstransformera dess 16sning.

Vi kommer att rdkna helt formellt och vi bérjar med att sétta

oo

U(w,t) :/ u(z,t)e”“%dr, w,tcR,
—00

vilket dr w:s fouriertransform med avseende pa variabeln x. Vi héirleder nu det system av

ekvationer som funktionen U(w,t) uppfyller.

Transformen (det vill séiga fouriertransformen med avseende pa variabeln x) av véanster-
ledet av (DE) &r

oo
| it an = Uent),
dér vi antagit att funktionen U(w,t) kan deriveras tva ganger med avseende pa ¢ under
integraltecknet.

Hogerledet av (DE) har transformen

oo oo
/ Al (x,t)e” " dr = (—1)2/ u(z, t)e” " (—iw)? de = —w?c?U(w, t),
—0oQ —0oQ
dér vi partialintegrerat tva ganger och antagit att de utintegrerade delarna &ar lika med
noll (vilket fysikaliskt sett inte &r nagot orimligt antagande).
Vidare ges transformerna av vénsterleden av (B1) och (B2) av

/ u(z,0)e”“* dz = U(w, 0),

oo

respektive

/ uh(z,0)e” ™" do = %

[ee)

/ u(z,t)e” ™" dx = Ul(w,0).
t=0J—

oo
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Vi har alltsa att det transformerade problemet &r
U/l = —w?c?U, w,teR,
Uw,0) = F(w), weR,
U/(w,0) = G(w), weR,
déar F' och G ar transformerna av f respektive g.

Ekvationen U/, = —w?c?U #r en ordinér differentialekvation i variabeln ¢, dir vi kan
se w som en parameter. Den allménna lésningen (da w # 0) dr

U(w,t) = A(w) coswet + B(w) sinwct,

dér funktionerna A(w) och B(w) kan bestdmmas med hjélp av att U(w,0) = F(w) och att
U/(w,0) = G(w). Resultatet ar att

G(w)

sinwct =

(eiwct T efiwct)F(w) + sinwct

U(w,t) = F(w) coswet + % o G(w),

vilket vi nu ska inverstransformera.
For t > 0 ar funktionen (sinwct)/we enligt tabell fouriertransformen (med avseende

pa z) av funktionen
1 <
h(x):{l’ |$|_Ct}, z €R,
2¢ (0, |z|>ct

g) och sats 8.1 har vi att

—~

sé enligt sats 7.4

[ee]

(f(z+ct) + flz —ct)) +/ h(z —&)g(€)dé, z€R, t>0.

—0oQ

N | —

u(z,t) =

Fallet ¢ < 0 behandlas pa motsvarande sitt, och sammanfattningsvis far vi:

f(z —ct) + f(x+ct) N 1/““

u(z, t) = g9(&)dg, x,teR.

2 2c

—ct

Detta resultat kallas d’Alemberts formel. Eftersom vi ovan rédknat helt formellt dr fragan
nu om en funktion u(z,t) given av denna formel &r en 16sning till svingningsproblemet.
Hellre &n att forsoka rattfirdiga de formella rékningarna kan detta undersdkas genom
direkt inséttning. Om man till exempel antar att f € C*(R) och g € C}(R) sa far man att
funktionen u(x, t) given av d’Alemberts formel uppfyller ekvationerna (DE), (B1) och (B2)
och alltsa verkligen ar en 16sning till vart svangningsproblem.
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évningar
- oo
8A! Bestdm en 16sning u till integralekvationen w(t) +/ e ltrlu(rydr = e71 t e R,
—0

8B Lat u(t) =2 — |t| da |t| < 2 och u(t) = 0 da |t| > 2. Bestam fouriertransformen av u
och anvénd resultatet for att berikna virdena pa integralerna

< sin?w < sin*w * gindw
— dw, 1 dw och —5 dw.
_ w _ w _ w

o0 oo o0

8C Bestiim genom formella rikningar (som i 8.10) en 18sning till virmeledningsproblemet

{u;—u" reR,t>0,

xTxT?

u(z,0) = f(z), zeR,
dér funktionen f(z) ar given.

t
8D Bestam en losning u till integralekvationen / e 20 y(r)dr = e t € R.

—0Q
8F Lat u(t) = x(t+ 1) — x(t — 1) for t € R och séitt u, = u*u*...*u (n faktorer).
Bestam vérdet av integralen [°0 w,(t) dt.

oo
*8F Bestdm en 16sning u till ekvationen / e Mu(t —r)ydr = e 1t 4 |tle M ¢t € R.

—0o0

*8G Antag att u,v € L'(R) &r kontinuerliga och sidana att 4,9 € £'(R). Detta medfér

att & = 2wa och att 0 = 270 (sats E-._-l_5:), vilket ger att u och v ar begréansade, och det
foljer nu att uv € L1(R). Visa att 4 * 0 = 27u0.

*8H Bestdm en funktion u(t) som har fouriertransform (w) = 8i(sin®w)/w?.

*x81 Kontrollera genom insiittning att funktionen u(z,t) given av d’Alemberts formel

flx—ct)+ f(x+et) 1 [*F
2 * 2c/m,

ul(a, ) = g()de, wteR,

—ct
dir ¢ > 0, f € C*(R) och g € CY(R), &r en 16sning till svingningsproblemet

2’LL"

" __
Uy = C Uy, xz,t € R,

u(z,0) = f(z), =€R,
uy(x,0) = g(z), x€R.

*x8J, Lat T > 0 och siitt 2 = 27/T. Bevisa Poissons summationsformel:

o0

> ¢(n2) = > Te(nT), ¢ecDR).

n=-—oo n=-—oo
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Forelasning 9

Fouriertransform och distributioner

Definitionen av fouriertransform i i7.It kréiver att funktionen som transformeras ligger i
rummet £!(R), vilket #r ett alltfor starkt krav i manga tillimpningar. Man vill kunna
anvianda transformmetoder ocksa néar impulser av olika slag eller funktioner som inte ar
integrerbara &ar inblandade. Vi ska darfor, med foljande sats som utgangspunkt, utvidga
definitionen av fouriertransform sa att detta blir méjligt.

9.1 Sats Antag att u € L'(R) och att ¢ € LY(R). Da giller att

/ U(w)p(w) dw —/ u(t)p(t) dt.
Bevis Eftersom u, ¢ € L1(R) ger sats :_7-._5 att 4 och ¢ ar kontinuerliga och begransade,
s& produkterna i och u tillhér £1(R). Vi far att

[ somersa ([ s
= [ o[ st tas)a = [ uosna

dér bytet av integrationsordning ar tillatet enligt sats EAZQ eftersom u, p € L}(R). O

Fouriertransformen @ av en distribution u bor alltsi enligt sats 9.1 definieras genom
formeln (4, ¢) = (u, $). Ett viktigt faktum &r nu att rummet D(R) av testfunktioner inte
ar slutet under fouriertransform, det vill sdga: ¢ € D(R) medfor inte att ¢ € D(R). Det
foljer att hogerledet (u, @) i formeln inte ar vildefinierat for alla u € D'(R) och ¢ € D(R),
sa fouriertransformen kan inte definieras som en operation pa D'(R).

Detta motiverar att vi infor rummet av schwartztestfunktioner nedan, som dr slutet
under fouriertransform. Fouriertransformen kan sedan definieras som en operation pa
motsvarande, sa kallade tempererade, distributioner.

Tempererade distributioner
9.2 Rummet S av schwartztestfunktioner Vikallar en funktion ¢ € C*°(R) sadan att

sup [tFpD(t)| < 00, k,l €N,
teR

for en schwartztestfunktion (eller en funktion i schwartzklassen). Man séger att ¢ och alla
dess derivator ar snabbt avtagande. Till exempel &r funktionen p(t) = et t € R, en
schwartztestfunktion.

Vi later S beteckna méangden av alla schwartztestfunktioner. Det foljer att S &r ett
linjart underrum av C>°(R), och att funktionerna ty(t) och ¢'(¢) tillhor S om ¢ € S. Man
séger att rummet S ar slutet under multiplikation med ¢ och under derivering.

97
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Det konvergensbegrepp som péa ett naturligt sitt hér ihop med rummet S definieras
pa foljande satt: om p, p, € S, n =1, 2, ..., sa sdgs foljden ¢,, konvergera mot ¢ i S om
det for alla k,l € N géller att

sup [t* (o — @) D(t)| = 0, n — oco.

teR
De linjara avbildningarna ¢ — tp och ¢ — ¢’ pa S blir med detta konvergensbegrepp
kontinuerliga, det vill sdga, om ¢, € S, n =1, 2, ..., ar en f6ljd sadan att ¢, — 01 S sa
foljer att tw, = 01 S och att p,, = 01 S.

Testfunktioner i D(R) ar oéndligt deriverbara och har kompakt stdd, sa D(R) ar ett
linjart underrum av S, och av definitionerna foljer att om ¢, € D(R),n=1,2, ..., dren
f6ljd sadan att ¢, — 01 D(R) (se i.13) sa géller att ¢, — 0 i S. Man siger att D(R) C S
ar en kontinuerlig inklusion.

9.3 Sats Antag att ¢ € S. Da finns en foljd v,, n =1, 2, ..., av testfunktioner i D(R)
sadan att @, — ¢ 1 S. (Man sdger att D(R) dr tatt i S.)

Bevis Lat p € D(R) vara sadan att p(t) =1 da [t| < 1 och sadan att 0 < p < 1, séitt
pn(t) = p(t/n) for t e R och n =1, 2, ..., och sitt v, = ppp for n =1, 2, .... Da géller
att o, € D(R) forn=1,2, ....

Lat k,l € N. Eftersom (¢, — ¢)(t) = (pn(t) —1)p(t) ger upprepad derivering att

nm

l
l 1
F(on— 9)O) = (palt) — D) + 3 ( )p<m><t/n>t%“m><t>, LeR
m
m=1
Eftersom p,(t) =1 da [t| <n och 0 < p,, <1 har vi att

1
sup |(pn(t) = Do (B)] < sup [t 0(0)] < = sup [ 1p0(#)] =0, 0 — oo,
teR [t|>n |t >n
och for m = 1,...,1 finns konstanter C,, > 0 sadana att [p(™)(t/n)tFe=™)(t)| < C,,
for t € R och n > 1. Det foljer att sup,cp [t*(¢n — @) V(t)] = 0 d& n — oo, det vill siiga
att o, > p i1 S. O

9.4 Rummet S’ av tempererade distributioner En tempererad distribution ar en
linjér funktion u:S — C som uppfyller féljande kontinuitetsvillkor: det finns konstanter
C > 0 och N € N sadana att

lu@)l <C Y suplthe()], pesS.

0<ki<nN tER

Man kan visa, med samma teknik som i beviset av sats {[.16, att detta kontinuitetsvillkor
for en linjar funktion u:S — C &r ekvivalent med att u(y,) — 0 da n — oo for varje
foljd ¢, € S, n =1, 2, ..., sadan att ¢, — 0 1 S. En tempererad distribution &r alltsa
en kontinuerlig linjér funktional pa rummet S av schwartztestfunktioner.

Méngden av alla tempererade distributioner betecknas S’. For u € & och ¢ € S
betecknar vi virdet u(¢) med (u, p), och for u,v € 8" och ¢ € C definieras u + v och cu
genom (u + v, @) = (u,p) + (v, ) och {cu,p) = c(u, ), for ¢ € S. Det foljer att u + v
och cu ar tempererade distributioner, och att S’, med dessa operationer, ar ett linjart rum.

Konvergens i rummet S’ definieras pa foljande séitt: om w,u, € S, n =1, 2, ..., sa
sags foljden u,, konvergera mot u i 8" om lim,, oo (un, @) = (u, ) for alla p € S.
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9.5 &’ som underrum av D’(R) Lat u € S’ Eftersom D(R) C S och inklusionen ar
kontinuerlig kan vi definiera en distribution u?’ € D'(R) genom

<UDZ@>::<U,@>, ¢ € D(R)
Vi har alltsa en naturlig avbildning u — «P’, som &r linjar, fran S’ till D'(R).
Eftersom D(R) ar tatt i S (se sats D.3) ar u entydigt bestdmd av uP’, ty om ¢ € S sa
finns en 6ljd ¢,, n =1, 2, ..., i D(R) sadan att ¢, — ¢ 1 S, vilket ger att

_ . _ . 'D/
(u, ) = lm (u, o) = lm (u®, ).

Av det ovanstaende foljer att vi kan se &’ som ett linjart underrum av D’(R), ndrmare
bestdmt som vérderummet for den linjéra avbildningen u — uP’ fran S’ till D’/(R). Sa med
en tempererad distribution menar vi i fortsittningen antingen ett element i S, eller ett
element 1 D'(R) som kan utvidgas till en kontinuerlig verkan pa schwartztestfunktioner,
det vill saga, som ar lika med uP’ for nagot u € S'.

9.6 Definition och sats Antag att u € £, (R). Om den distribution up, € D'(R) som
ges av u &r tempererad (se .17 och 9.5) sa later vi ug € S beteckna dess utvidgning
till en kontinuerlig verkan pa schwartztestfunktioner, och siger att u ger upphov till en
tempererad distribution. (Vi kommer dock ofta att, som for up,, beteckna ug med u.)

Om det finns ett k € N sadant att [°0 |u(t)|/(1 + |t|¥) dt < oo sd géller att up, &r
tempererad och att ug ges av

(uge) = [ T dr, pes.

[ee]

Bevis Antag att k € N dr sddant att [0 |u(t)|/(1 + |¢[F) dt = C < co. Vi har d att

| wwswla= [ ()] !<1+|t|k>so<t>1dts( I [u(®)] dt) sup |(1+ 15 o 0]

00 —001+|t|k —ool+|t|k teR

< C(sup |p(t)] +sup [t*o(t)]), ¢ €S,
teR teR

vilket visar att integralen [ wu(t)p(t)dt &r absolutkonvergent for alla ¢ € S och att
verkan ¢ — [0 u(t)p(t) dt, som Gverensstammer med up da ¢ € D(R), uppfyller det
kontinuitetsvillkor som kriivs av en tempererad distribution (se 9.4). g

9.7 Féljdsats Om u € L], (R) har higst polynomiell tillvixt, eller om u € L'(R), eller
om u € L*(R), sa ger u upphov till en tempererad distribution.

Bevis Villkoret i sats 9. ar uppfyllt i vart och ett av fallen: om u € £, (R) har hogst
polynomiell tillvixt, det vill sga om det finns konstanter C' > 0 och k € N sadana att

lu(t) < CA+t[*), teR,

sé har vi att [ |u(t)]/(1+ |t|k+2) dt < co. Vidare, om u € L}(R) s& &r [0 |u(t)| dt < oo
per definition, och om u € £3(R) si har vi att

[ B8] ) ()

dér vi anvént Cauchy—Schwarz olikhet (se sats 5.8). O
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9.8 Exempel Sitt u(t) = e' for t € R. Vi visar, genom ett motsigelsebevis, att u inte
ger upphov till en tempererad distribution.

Lat forst ¢ € D(R) vara en testfunktion vars stod ligger i intervallet [1,2] och som &r
sadan att ¢ > 0 och [0 @(t) dt = 1. Sétt ¢, (t) = ¢(t/n)/nfort e Rochn=1, 2, ...,
och antag nu att up, dr tempererad. Da uppfyller up, kontinuitetsvillkoret i 5_)-_74 for alla
testfunktioner i D(R), sa det finns konstanter C' > 0 och N € N sadana att

(ol <C Y supltfe(0), n=1,2, ... (+)
0<kI<N '€
Detta ger dock en motségelse, ty vénsterledet i (%) véxer exponentiellt i n, eftersom
oo 2n 2n
(upr, on)| = ‘/ eton(t) dt‘ —/ el (t) dt > e”/ ent)dt=¢€", n=1,2,...,
—0oQ n n

och hogerledet i (%) vixer inte fortare dn ett polynom i n, eftersom

sup e ()] = sup [tpO(t/m)/m'T| < @m)'n~ tsup o), m=1,2, ...,
teR n<t<2n

dir 0 < k,I < N. Alltsa &r inte up, tempererad.
P& samma sitt kan man visa, om 0 # a € R, att funktionen e inte ger upphov till en
tempererad distribution.

Huruvida en funktion u € £, (R) ger upphov till en tempererad distribution har alltsa
nagot att gora med "hur fort u vixer i oandligheten” (se dock 6vning 91).

9.9 Diracimpulsen Som bekant definieras diracimpulsen § € D'(R) av (8, ¢) = ¢(0) for
alla ¢ € D(R). Vi utvidgar diracimpulsen till schwartztestfunktioner genom att sitta

(6,0) =(0), ¢e8.

Eftersom |(3, )| = |¢(0)] < sup,cp |@(t)| for alla ¢ € S foljer av definitionen i 9.4 att
diracimpulsen ar en tempererad distribution.

9.10 Sats Antag att u € D'(R) har kompakt stod. Da dr u en tempererad distribution.
Bevis Vi utvidgar u till schwartztestfunktioner genom att som i 2.2 sitta

(u,0) = (u, pp), w€S,

dér p € D(R) ar sadan att p =1 i en omgivning av ett intervall som innehaller u:s stéd.

Lat K vara ett kompakt intervall som innehaller stodet for p. Vi far, bland annat med
hjélp av kontinuitetsvillkoret for u (se i[.15), att det finns konstanter C, D > 0 och N € N
sadana att

N
k _
) = sl <€ s (o) IR Z (7)o 0000
iy teK ek |15
N
<oy ( ) sup 60 sup 10 \<D2;u§\¢<”< ) ees.
— €

vilket visar att uw ar en tempererad distribution. O



FOURIERTRANSFORMEN 101

9.11 Sats Antag att u € D} (se6.1). D4 ir u en tempererad distribution.

Bevis Vi har att (u,¢) = (u, p®) for alla ¢ € D(R), dér p € D(R) &r en etta Sver en
period och @ &r periodiseringen av ¢, det vill séga, &(t) = > oL _ @t —nT) for t € R
(se beviset for sats 6.8). Vi visar nu att avbildningen ¢ — p® ir linjir och kontinuerlig
fran S till D(R), vilket medfor att u dr tempererad.

Lat ¢ € S. Definitionen i 9.2 ger att det finns en konstant C sidan att |p(t)] < C/t?
dat # 0. Om K &r ett kompakt intervall sa foljer att det finns en konstant D sadan att
lp(t—nT)| < D/n? dat € K och |n| ér tillriickligt stort. Weierstrass majorantsats (A.14)
ger nu att funktionsserien Y oL @(t — nT) ar likformigt konvergent pa varje kompakt
intervall, sa seriens summa @ (periodiseringen av ¢) ar en véldefinierad funktion pa R.

Pa samma sitt far vi att funktionsserierna 00 oWt — nT), dir 0 < | € N, &r
likformigt konvergenta pa varje kompakt intervall. Av sats 'A.10 foljer att & € C*°(R) och
att W) =322 oW(t —nT). Sa ¢ +— pd ar en avbildning fran S till D(R), och det

foljer fran definitionen av @ att ¢ +— p@® &r linjar. For alla I € N har vi nu att

2001 3 160 —nD = 3 o+ -t -
= (n:ZOOH—(tl—nT)?> :1611;|(1 + (t = nT)2)W(t — nT)|

< <2 + W) (sup lW(r)| 4 sup |r2g0(l)(7“)|), teR.
T ) rer reR
Med hjélp av dessa uppskattningar foljer att ¢ — p@ ar kontinuerlig fran S till D(R). O

9.12 Operationer pa tempererade distributioner Vi har tidigare (se foreldsning 2)
definierat vissa operationer pa distributioner, ndmligen derivering i 2-._1', multiplikation
med funktioner i 2.8, affina variabelbyten i 2.11! och konjugering i 2.13.

For distributioner i S’ definieras dessa operationer genom precis samma formler som
dér (men med ¢ € S), och det foljer att operationerna u +— u/, u +— u(at +b) och u— @
ar linjara (konjugering ar konjugatlinjéar) och kontinuerliga pa S’. Vissa ytterligare krav
maste dock stillas pa en funktion f, forutom att f € C*(R), for att u — fu ska ge en
véaldefinierad operation pa S’

Med en multiplikator pa S’ menar vi en funktion f € C*°(R) sadan att varje derivata
av f har hoégst polynomiell tillvixt, det vill sdga, sadan att det for varje [ € N finns
konstanter C; > 0 och k; € N sadana att

FO@] < C(1+ [t)f), teR.

Om f uppfyller dessa villkor sa &r ¢ +— fy en linjar och kontinuerlig avbildning pa S,
vilket medfor att fu € S’ om u € §'. Det foljer att u — fu &r en linjar och kontinuerlig
operation pa 8’ om f ar en multiplikator pa S

Notera att vi som en foljd av det ovanstaende far att om u € D'(R) &r tempererad sa
ar u/, fu (dar f ar en multiplikator pa S8’), u(at + b) och @ ocksa tempererade.

9.13 Exempel Vi visar att distributionen ¢t~! (se 2.20) #r tempererad.

Vi har per definition att 1 = (up/)’, dir funktionen u ges av u(t) = In|t| da t # 0.
Eftersom [ |u(t)|/(1 4 [t|2) dt < oo ger sats 9.6 att up, ir en tempererad distribution,
vilket enligt 0.12 medfor att (up) dr tempererad. Alltsa &r ¢! tempererad.
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Fouriertransform av tempererade distributioner

Det &r resultaten i foljande sats som ar det huvudsakliga skélet till att vi intresserar oss
for rummet S av schwartztestfunktioner.

9.14 Sats Fouriertransformen .% avbildar S pa S, och avbildningen .% : S — S éar linjar,
inverterbar och kontinuerlig.

Bevis Om ¢ € S sa har vi att

/OO lp(t)| dt :/OO 1-it2 |(1+t*)p(t)]dt < (/OO 1—i2§2dt> sup |(1 + %) p(t)]

teR

< e (sup (8) + sup [£2(1))).
teR teR

Av denna uppskattning foljer att S C £!(R), s fouriertransformen #r vildefinierad pa
rummet S av schwartztestfunktioner. Uppskattningen ger ocksa att S C L'(R) #r en
kontinuerlig inklusion.

Lat nu ¢ € S§. Eftersom rummet S &r slutet under multiplikation med ¢ har vi att
funktionen t*¢(t) tillhér S, och didrmed L£Y(R), for alla k € N. Detta ger att ¢ € C*(R)
enligt sats 7.10. Rummet S &r ocksa slutet under derivering, sa for alla k,I € N har
vi att funktionen i~F~!(tlp)*)(¢) tillhor S, och diarmed L£(R). Dess fouriertransform r
funktionen w*@®(w), som enligt sats ¥.§ ar begrinsad. Detta visar att ¢ € S.

Fouriertransformen % &r alltsa en linjar avbildning fran S till S. Om ¢ € S och vi
definierar ¢ € S genom 1 (w) = ¢(—w)/2m, w € R, s& ger Fouriers inversionsformel (7.1T)
att ¢ = 9. Detta medfor att .#: S — S r en inverterbar avbildning, det vill séga att den
ar bade injektiv (vilket betyder att om ¢, € S &r sadana att ¢ = ¢) si &r ¢ = 1)) och
surjektiv (vilket betyder att det for varje ¢ € S finns ett ¢ € S sadant att ¢ = 1)).

For att visa att #:S — S ar kontinuerlig later vi ¢, € S, n =1, 2, ..., vara en f6ljd
sadan att ¢, — 01 S. For alla k,I € N féljer av det ovanstaende och sats i7.§ att den
sammansatta avbildningen

peS — il )P e S — i) W) € LYR) D wFpD(w) € L2(R)

ir kontinuerlig, sd sup,cp |w*Pn O (w)| — 0 dd n — oco. Detta visar att @, — 01 S och
dérmed att .%#:S — S ar kontinuerlig. O

Vi kan nu ge en definition av fouriertransformen for tempererade distributioner.

9.15 Definition Foér en tempererad distribution v € &’ definieras w:s fouriertransform,
betecknad 4 eller .Zu, som den tempererade distribution som ges av

(i, 0) = (u, ), $€S.
Att @ verkligen tillhor S’ visar vi i sats 9.18§.

For en funktion u € £}, (R) som ger upphov till en tempererad distribution (se 9.6)
kallar vi . (ug) for fouriertransformen av w i distributionsmening (om u ¢ L'(R) sa
kan vi utelimna preciseringen ”i distributionsmening”). Fér funktioner i £}(R) foljer av
sats 9.1 att de tva definitionerna av fouriertransform ({55._1_5: och :_f_i:) staimmer Gverens, det
vill siiga, F(ug) = (Fu)g om u € LYR).
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9.16 Exempel Vi beriknar fouriertransformen av diracimpulsen 4(t).
Definition 9.15 ger att
oo

(), (@) = (8(t), $(1)) = $(0) = / plw)e™ 0 du = / () dw

—0o0 —0o0

o0

= (lw), ), ¢€S,

dér 1(w) betecknar den konstanta funktion som har virdet 1 for alla w € R. Vi har hér
skrivit ut variabelnamnen ¢ och w, vilket ofta har en klargérande effekt i denna typ av
berékningar. Fouriertransformen av §(t) ar alltsa den tempererade distribution som ges
av funktionen 1(w), eller kortare uttryckt: § = 1.

9.17 Exempel Vi berdknar fouriertransformen i distributionsmening av den konstanta
funktionen 1(¢), det vill siga den funktion som har vérdet 1 for alla t € R.
Notera att funktionen 1(¢) inte tillhér £'(R), s& vi kan inte anvéinda definition i7 1 for
att beréikna dess fouriertransform (integralen [°0 le™*!dt ar divergent for alla w € R).
Definition 9.15 och Fouriers inversionsformel (7.11) ger att

(i) o)) = (10.0(0) = [ o0yt =2m 5 [~ pta)e at = 2mp0)

= 27T<5(w), <p(w)>, p€S.

Fouriertransformen av funktionen 1(t) fir alltsa 276 (w), eller kortare uttryckt: 1 = 2mé.

9.18 Sats Fouriertransformen % avbildar S’ pa S, och avbildningen %:S8' — S’ ar
linjar, inverterbar och kontinuerlig.

Bevis I detta bevis later vi F' beteckna fouriertransformen fran S till S, som enligt
sats 9.14 #r linjir, inverterbar och kontinuerlig. Fouriers inversionsformel (7.1T) medfor
att F~lo = Fp/2m for alla ¢ € S, sa dven F~! r linjir och kontinuerlig.

Lat v € S’ Definition 9,15 siger att (Zu)(p) = u(Fyp) for alla ¢ € S, sa vi har att
Fu =uo F (dar tecknet o betecknar sammansittning av funktioner). Eftersom F och u
ar linjara och kontinuerliga foljer att .%u ar linjar och kontinuerlig, sa %#u € S'.

Fouriertransformen &r alltsa en avbildning fran S’ till §’. For att visa att #:S"' — S’
ar linjar later vi u,v € 8 och ¢ € C. Da har vi for alla ¢ € S att

(uto), ) ={u+v,8) = (u, o) + (v, ) = (U, ) + (0, ) = (G +D,¢),
och att
((cu), @) = (cu, @) = c(u, p) = c(d, ) = (ci, p),
vilket visar att .#(u + v) = Fu + Fv och att F(cu) = c.Fu.

Om u,v € 8 ar sadana att Fu = .Fv, det vill siga sadana att wuo F = v o F, sa foljer
att uo FoF™! = voFoF~! och dirmed att u = v. Alltsd ar .Z#:S' — S’ injektiv.
Om vi for ett godtyckligt v € &' sitter u = v o F~! s foljer att v € S’ och vi far att
Fu=uoF =voF loF =v,s3 .%:8 — & ir ocksa surjektiv och dirmed inverterbar.

Om u,u, €S, n=1,2,..., ar sadana att u,, — v i S’ sa har vi att

lim (@, 0) = lim (un, @) = (u,0) = (,¢), 9 €S,

n— o0

det vill siga att Fu, — Fu i S’ Detta visar att .F:S’— S’ ar kontinuerlig. g
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9.19 Sats Antag att u € D'(R) har kompakt stéd. Da ges u:s fouriertransform 4 av
funktionen U(w) = (u(t),e”™*), w € R, som &r en multiplikator pa S’ (se 9.12).

Funktionen U definieras genom U(w) = (u(t), p(t)e™™*), w € R (i enlighet med 2.26),
dar p € D(R) ar sadan att p = 1 i en omgivning av ett intervall som innehaller u:s stod.

Bevis Vi visar forst att funktionen U ar en multiplikator pa 8. Med samma teknik
som vi anvénde i beviset av sats 8.14 kan man visa att U € C*°(R), och att U:s derivator
ges av UD(w) = (u(t), p(t)(—it)le™™?) for w € R och I € N. Lat nu K vara ett kompakt
intervall som innehéaller stodet for p. Av kontinuitetsvillkoret for w far vi att det finns
konstanter C > 0 och N € N sadana att det for [ € N géller att

N
U (W)| = [(u(t), pt)(—it)'e )| < C Y sup [(p(t)(—it)'e )P, weR.
o tEK
Det foljer att U ar en multiplikator pa &', eftersom det sista ledet ovan ar mindre &n ett
polynom i |w| av grad N.

Funktionen U ger upphov till en tempererad distribution enligt foljdsats 9_._?., och u ar
en tempererad distribution enligt sats 9.1(. For att visa att @ = Ug ricker det att visa
att (i, ) = (Ug, ) for alla ¢ € D(R) (se 9.5).

Lat alltsa ¢ € D(R). Vi har att

(i) = {1 9) = () = (0, p(0) [~ o)™t o), ()

och att

[oe]

(Usnp) = / " U(w)p(w) du = / (ult), plt)e™ ") p(w) do. (+4)

o0 —0o0
Om man "byter integrationsordning” i hégerledet av () sa far man hogerledet av ().
Vi visar att detta ér tillitet genom att approximera integralen [0 ¢(w)e™ ™ dw med

riemannsummorna
bn—1

) 1
Gn(t) = > p(k/n)e /M= teR n=1,2 ...,
n
k=—bn

dér b € N ar valt sa att stodet for ¢ ligger i intervallet [—b,b]. For [ € N ger rattframma
uppskattningar, utgaende fran att det for t € R och n =1, 2, ... géller att

bn—1 (k+1)/n ' -
20t -2 = 3. /k/ (p(w)(—iw)'e™ " — p(k/n) (~ik/n)le™ " ®/m) du,
k=—-bn n

att ¢,) — O likformigt pa K. Detta medfor att p@, — pp i D(R), och vi far nu att

n

<u(t)7 p(t)/oo o(w)eit dw> = lim <u(t), p(t) bnil w(k/n)e—i(k/n>ti>

n— oo

bn—1 ‘ k__;m 0o ‘
= lim 7 (u(t), p(t)e ) o(k/n) — = / (u(t), p(t)e™™") p(w) dw,
k=—bn e

dér likheterna i tur och ordning féljer av att pp, — p@ i D(R), att u &r linjir, och att
integralen i sista ledet ar gransvardet av sina riemannsummor i nést sista ledet. O
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9.20 Sats Antag att u € D och lat ¢, = (Fpu)(n), dir n € Z, vara fourierkoefficienterna
for u (sei6.9). Da giller att
o0
U = Z 27 CnO0ng2-

n=—oo

Bevis Enligt sats 6.8 giller att u = >.0° ___ ¢,e"™?t, s& vi har att Syu — u i D'(R),
dir Syu = SN__ v c,e™?t dr den N:te symmetriska delsumman till u:s fourierserie.
Sats 9.11 ger att u och Syu (sedd som distribution) ar tempererade distributioner. Vi far

nu for varje schwartztestfunktion ¢ € § att
Jim (Syu,) = T (Syu, p®) = (u, p®) = (u, ),
—00 N—o0

dir p € D(R) ar en etta 6ver en period och @ &r periodiseringen av ¢ (se beviset for
sats 9.11). Alltsa géller att Syu — u i S

Tillsammans med att fouriertransformen ar linjar och kontinuerlig pa S’ ger detta att
fourierserien for u kan fouriertransformeras term for term, sa vi far att

0= < Z cnemm> = Z cn (€M) Z cn2m6(w — ni?),
dér vi i sista steget anvint exempel 9.17 och sats 9.21 (g) nedan. a
Rakneregler

9.21 Sats Réknereglerna for fouriertransformen, satsi7.4 (a)—(i), giller om u,v € S'.

Bevis Reglerna (a) och (b) (att fouriertransformen &r linjér) visade vi i beviset for
sats 9.18. Vi visar nedan (g) och (h), om fouriertransformerna av e*®*u(t) respektive u/(t).
Resten av bevisen foljer samma monster.

(g) Antag att u € 8’ och att a € R. For alla ¢ € S har vi att

<(ei“tu(t))A(w), (,0(&))> — <eiat > — <u zat >
= (u(t), (p(w +a))(t > = < yplw+ a)> = (i(w - a), p(w)),
dér likheten e (t) = (p(w+a))(t) foljer av sats '_7-Z1i (f) (anvénd med ¢ och w ombytta),

eller alternativt av rakningen

6iat(,27(t) — eiut/ (p(w)efiwt dw = g0((&))671'(0.)7(1)t dw

o0 —0oQ0

= /_oo plw+a)e ™ dw = (p(w+a))(t), teR.

[ee]

Fouriertransformen av e‘®u(t) ar alltsa i(w — a).
(h) Antag att u € S’ For alla ¢ € S har vi att

(W) (W), p(w)) = (u'(t), &(1)) = —(u(t), &'(1))
= —(u(t), — (iwp(w)) () = (G(w), iwp(w)) = (iwi(w), p(w)),

dér likheten ¢'(t) = — (iwp(w)) (t) foljer av sats 7.4 (1). Detta visar att fouriertransformen
av u/(t) ar iwi(w). 0
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9.22 Exempel Vi berdknar fouriertransformen av signumfunktionen sgn, som ges av
1, t>0,
sgnt = 0, t=0,
-1, t<O.

("Fouriertransformen” betyder hér ”fouriertransformen i distributionsmening” eftersom
funktionen sgn inte tillhér £!(R).)
Vi har att sgn’ = 20, till exempel genom sats 2.5, och fouriertransformering av denna
likhet ger att (sgn’)" = 24. Enligt sats 9.21 (h) och exempel 9.16 far vi att
iwsgh(w) = 2.

Eftersom 2 = 2ww ™! kan ekvationen skrivas w(sgh(w) + 2iw™') = 0, sa sats 2.17 ger att
sgn(w) + 2iw™! = Co(w)

fér nagon konstant C' € C.

Virdet pa C kan hir bestdmmas pa foljande sétt: sgn ar udda och fouriertransformen
ar paritetsbevarande, sa sgn ar udda. Vidare dr w~! udda eftersom den dr derivatan av
den jadmna funktionen In |w|. Véansterledet i likheten ovan ar alltsa udda, och i hogerledet
ar diracimpulsen 0(w) jamn, sa C' maste vara 0. (Enbart 0 &r bade jamn och udda.)

Fouriertransformen av funktionen sgnt #r alltsa lika med —2iw™!.

Givet en linjar differentialekvation med konstanta koefficienter kan fouriertransformen
anvéandas for att bestamma de tempererade distributioner som loser ekvationen.

9.23 Exempel Vi bestdmmer alla 16sningar y 1 S" och i D'(R) till differentialekvationen
y'+2y' +y =4

Vi anvander forst fouriertransformen for att bestimma de y € 8’ som loser ekvationen.
Notera att foljande ekvivalens géller eftersom fouriertransformen &r inverterbar pa S’

y'+2+y=6, yeS = (iw)?g + 2wy + =1, ye€8.
Den hégra ekvationen kan skrivas (1 4 iw)?j = 1, s& vi far att
. 1
YT 0w
Detta ger, med Fouriers inversionsformel eller som i exempel 7.7, att
y =te”'x(1),

vilket alltsa ar den 16sning till differentialekvationen som tillhor S

Den homogena ekvationen y” + 2y’ + y = 0 har 18sningarna y = (Ct + D)e~* i D'(R)
enligt sats 216, diar C, D € C &r godtyckliga konstanter. Dessa funktioner ger inte upphov
till tempererade distributioner (utom da C'= D = 0), sa de dok inte upp i lésningsgangen
ovan. Vi fick dock fram partikuldrlésningen y = te~'x(t), sa alla 16sningar i D'(R) ges av

y=te 'x(t)+ (Ct+ D)e ",

dar C, D € C ar godtyckliga konstanter.
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9.24 Exempel Vi bestammer alla lésningar y i 8" och i D'(R) till differentialekvationen
Y +iy=6.
Fouriertransformering av ekvationen ger att
wy 41y =1,

sd vi har att (w + 1)§ = —i. Denna ekvation har partikuldrlosningen —i(w + 1)~ si
sats 2.17 medfor att
g=—i(w+1)"'+Co_y,

diar C' € C &r en godtycklig konstant. For att inverstransformera hogerledet noterar vi
forst att 6_;(w) = 6(w + 1). Exempel 9.17 och 9.22, och sats 9.21 (g), ger nu att
Y= %eiit sgnt + %eiit,

vilket alltsa ar de losningar till differentialekvationen som tillhér S

Den homogena ekvationen y’ + iy = 0 har 16sningarna y = De~" i D'(R), dir D € C
ar en godtycklig konstant. Dessa funktioner ger upphov till tempererade distributioner,
sa de kommer med i losningsgangen ovan. Differentialekvationen 1 + iy = ¢ har alltsa
samma l6sningar 1 D'(R) som i §".

Faltning

Tempererade distributioner kan faltas med schwartztestfunktioner pa samma sitt som
distributioner i D’(R) kan faltas med testfunktioner i D(R) (se definition 3.11).

9.25 Definition Lat u € S’ vara en tempererad distribution och lat ¢ € S vara en
schwartztestfunktion. Vi definierar faltningen u * ¢ som den funktion som ges av

(u*@)(t) = (u(t —r),0(r)), tekR.

Som efter definition 8.11 noterar vi att (u * ¢)(t) = (u(r), p(t — 7)), och att denna
faltningsoperation ar bilinjar och kommuterar med translationer.

9.26 Sats Antag att u € S’ och att ¢ € S. Da galler att u x ¢ ar en multiplikator pa S’
(se 9.12) och att (u* @) = ux* .

Bevis Att uxp € C(R) och att (ux @) = uxp® for | € N kan visas pa visentligen
samma sitt som vi bevisade sats 3.13. For att visa att u * ¢ uppfyller tillvixtvillkoren for
en multiplikator pa 8§’ anviander vi kontinuitetsvillkoret for u: det finns konstanter C' > 0
och N € N sadana att det for alla t € R géller att

[(ux)(t)] = }(u pt—r >| <C Z sup|rk(—1)l<p(l)(t—r)|
0<ki<nN TER
=C Z sup} kO < C’ Z Z < )|t|m sup [rF=moO(r)].
0<k,I<N "€ <kI<N m=0 TER

Det sista ledet &r ett polynom i |t| av grad N (om ¢ # 0), sa u* ¢ har hogst polynomiell
tillviixt. For [ > 1 far vi pa samma sitt, eftersom (u * ) = ux O att (u* )® &ar
begrénsad av ett polynom i |t| av grad N, sa u * ¢ dr en multiplikator pa S’ g
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9.27 Sats Om u € S’ och ¢ € S sa géller att (ux ) = up och att (up) = 7rﬁ * Q.

Bevis Vi kommer att anvinda likheten (u x @, 1) = (u, @ * 1), som géller for u € S’
och p,1h € S. (Att p x1p € S foljer av att (¢ * ) = ¢ip € S.) Eftersom

<uw,¢>:/_°°(uw b dt = /<u o(t —r))u(t)

o0

GG M dt> = (ut, [~ ote - nutoyar)

o0 [ee]

och

kan likheten visas genom att ”byta integrationsordning” med hjilp av riemannsummor,
pa samma sitt som vi gjorde i beviset av sats 9-._-1_9:.
Lat nu u € 8" och ¢ € S. Da har vi att (u* ) = G, eftersom

((uxp),0) = (uxp,d) = (u,@xP) = (u, (Py)) = (&, ¢¢) = (ap,¥), Y €S.

Likhetstecknet i mitten foljer av att 2w * ) = g@ w1) = 27 (@), dér vi anvant Fouriers
inversionsformel (7.11) och resultatet i $vning 8G.

Eftersom fouriertransformen &r inverterbar pa &’ foljer likheten (up) = (4 * ¢)/27 nu
av att

(@* @) =up = (2m)*ap = (2m)*(up) = 27 ((up) ),

déir vi bland annat anvint att 0 = 270 for alla v € . Att visa detta &r 6vning 9E,. O

Formeln (u * v)" = 40 géller ocksa da u,v € &’ och minst en av u och v har kompakt
stod (det foljer da att u v € S'). For ett bevis se till exempel {5].

9.28 Frekvensfunktionen fiir ett LTI-system Lét S vara ett LTI system och antag

Dé kallas fouriertransformen h av systemets impulssvar for systemets frekvensfunktwn
eller dverforingsfunktion.

Lat nu € D(R) vara en insignal till S. Utsignalen blir y = Sz = h % x, sa det f6ljer
av sats 9.27 att vi har sambandet

§(w) = h(w)¢(w)

mellan fouriertransformerna av insignalen och utsignalen. Frekvensfunktionen ger alltsa
pa ett explicit satt fullstindig information om systemets frekvensegenskaper.
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Ovningar

QA Bestam fouriertransformen i distributionsmening av fljande funktioner, till exempel
med hjalp av tabell och rdkneregler:

B3+224+t+3

2
1
(a) 2+t+1,  (b) T

(c) tcost, (d) (sint)sgnt.

B Genomfor nagra delar av beviset for sats 9.21.

00 Bestim tempererade distributioner som har foljande fouriertransformer:
2
w

-1

(a) T (a>0), (b) x(w), (c) |wl, (d) (w=3)"".
9D Bestim alla 16sningar y i S’ och i D/(R) till foljande differentialekvationer:
(a) =" +y=140, () y—-iy=x, () y"=y"+y —y=06+0.

OF For ett LTI-system S giller att impulssvaret h ér en tempererad distribution och att
y" — 2y’ — 3y = 31’ — 5z da y = Sx. Bestdm systemets frekvensfunktion och impulssvar,
och avgor om systemet &r kausalt.

*9F Visa att "Fouriers inversionsformel” 4 = 27 giller for alla u € S'.

*0G Bestim fouriertransformen i distributionsmening av funktionen u(t) = arctant.

**OH Antag att o, 0, och o, ir reella tal sadana att o, < 0 < 0,. Visa att funktionen

ft) =

e—ot

e~ o1t 4 e—0at’ te R’

ar en schwartztestfunktion.

#*91 Visa att funktionen et*i¢" ger upphov till en tempererad distribution.

2k

(2k)!

oo
**0J, Visa att maclaurinserien Z(fl)k for cost &r konvergent 1 D'(R) men inte i S’
k=0
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Laplacetransformen

MAN KAN SE LAPLACETRANSFORMEN SOM EN UTVIDGNING av fouriertransformen till
komplexa frekvenser. Detta ger en transform som &ar mycket praktisk att anvénda, och som
tillsammans med komplex analys ar ett kraftfullt verktyg bland annat for att analysera
och 16sa differentialekvationer.

Laplacetransformen har fatt sitt namn efter Pierre-Simon de Laplace (1749-1827),
som vidareutvecklade Leonhard Eulers (1707-1783) tekniker for att uttrycka losningar till
differentialekvationer i form av integraler.

Forelasning 10

Laplacetransform av lokalt integrerbara funktioner

10.1 Definition Lat u € £}, (R). Vi definierar laplacetransformen av u, betecknad
eller Zu, som den funktion som ges av

oo

u(s) = (Lu)(s) —/ u(t)e * dt,

—0o0

och vars definitionsméngd bestar av de s € C for vilka integralen ar absolutkonvergent.

Notera att (ZLu)(iw) = (Fu)(w) for alla w € R om u € L}(R). Den laplacetransform
vi definierat ovan kallas ibland for den dubbelsidiga laplacetransformen, speciellt om man
vill skilja den ifran den enkelsidiga laplacetransformen (vars undre integrationsgréns ar 0
istallet for —oo), som vi tar upp pa nésta forelasning.

10.2 Exempel Vi beriknar laplacetransformen av funktionen u(t) = e'x(t), t € R.

u(s) = /_00 elx(t)e st dt = /0Oo e~ =Dt g — /om s # 1/

o

o0

—(s=1)t 1
e
= —_— = 1 = 1.
[_(8_1)}0 /omRes> / P Res >

Réakningen visar att integralen &dr konvergent om och endast om Res > 1, och av samma

rikning foljer, eftersom |efx(t)e %t = elx(t)e 7%, dir o = Res, att integralen dven ar
absolutkonvergent om och endast om Res > 1.
Vi beréknar ocksa laplacetransformen av funktionen v(t) = —ex(—t), t € R:
o 0 1
0(s) :/ —efx(—t)e " dt = —/ e~ Vg = el Res < 1.

Observera att @ och ¥ ges av samma uttryck, men att definitionsméngderna skiljer sig at.
Vi kan héar ocksa se en fordel med laplacetransformen jamfort med fouriertransformen:

funktionen u har en valdefinierad laplacetransform, medan u inte ens i distributionsmening

har nagon fouriertransform, eftersom w inte ger upphov till en tempererad distribution.
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10.3 Definitionsmingden fér en laplacetransform Lat u € L], (R). Fér att pa ett
enkelt sidtt kunna hantera definitionsméngden for 4 definierar vi méangden X, genom

Yu={oeR; [Z |ut)e 7" dt < x}.

Da géller att definitionsméngden for 4 bestar av de s = o +iw € C sadana att Res € X,
eftersom |e~t| = e~7*. For ett sadant s har vi alltsd att funktionen u(t)e=7% tillhor L1(R)
och att (Lu)(s) = F(u(t)e ") (w).

Om 04,04 € X, och 0, < 0, sa giller for
alla o sadana att 0y < 0 < 04 att 0 € X,
eftersom e~ 7% < e~ %1t 4 ¢=%2¢ f5r alla t € R.
Detta medfor att X, antingen &r den tomma
méngden, eller att Y, innehaller precis en 5
punkt, eller att X, ar ett intervall. v

Vi definierar ocksa konvergensabskissorna ﬁ

o, och o;f for u genom — — o
O-'LL

W

o, =inf ¥, och o, =suplX),.

Notera att o, < o, om och endast om X,
ar ett intervall, och att omradet

{s€C;0, <Res<oaf}

da ingar i definitionsméangden for 4.

Nagra exempel: om u(t) = e“x(t), t € R, sd &r X, = @, om u(t) = 1/(t* + 1), t € R,
ar X, = {0}, och om u(t) = e ¥’ t € R, &r X, = R. Notera ocksa att X, = R om u har
kompakt stod (och tillhér L£i, (R)), eftersom det da giller att [*°_|u(t)|e™tdt < oo for
varje o € R.

Om u = 0 pa nagot intervall |—o0,a[, och o, € X, sa giller for alla o sadana att
o > o, att 0 € X, eftersom et < e~ (7=o)%=t 51 alla t > a. I detta fall innehaller
alltsa u:s definitionsméngd ett “halvplan at hoger” av s-planet. Analogt, om u = 0 pa
nagot intervall Ja, 00|, och oy € X, si giller att o € X, om o < 7,. Se exempel 0.2.

10.4 Sats Lat u € Ellok(R) och antag att o, < o,F. D4 ér laplacetransformen av u en
analytisk funktion i omradet {s € C; o, < Res < o, }.

Bevis Vi visar forst att 4 ér kontinuerlig i omradet D = {s € C; 0, < Res < o }.
Lat s vara en godtycklig punkt i D och lat s,, n = 1, 2, ..., vara en foljd i D sadan
att s, — s di n — oo. Funktionerna u(t)e~*»* tillhér da L(R) for n =1, 2, ..., och for
varje t € R giller att u(t)e " — u(t)e™*" da n — oo. Vi har ocksa att

lu(t)e >t < |u(t)|(e” 7 +e 72", teR, n>1,

déir o, och o, &r valda sa att o, < o, < Res, < 0, < o, for alla n > 1. Sats 'A.18 ger nu
att
o0 oo
lim 4(s,) = lim u(t)e *rt dt :/ u(t)e st dt = 1(s).

n—00 n—oo J_

o0
Detta medfor att 4 ar kontinuerlig i punkten s, och eftersom s var godtycklig i D foljer

att 4 ar kontinuerlig i D.
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Vidare géller att Jo, , o, [ € Xy ). For att se detta, lat o vara sadant att o, < o < o,
och vilj o, och o, sidana att o, < 0y < 0 < 09 < 0. Da har vi att

[te= (@0t |u(t)|e=2t, ¢ >0,

MMMf“={

[tel@2= ) ju(t)|e~%2t, <0,

och eftersom funktionerna te (=90t o¢ch te(@2= )t 4p begriansade da ¢t > 0 respektive t <0
foljer att o € Xy, ). Med hjdlp av detta far vi att funktionen u(t)e= (Tt uppfyller
forutsattningarna i sats A.19, sa laplacetransformen (o 4 iw) ar partiellt deriverbar med
avseende pa o och w, och derivatorna ges av
ou o0 ,
a—u(a + iw) :/ u(t)e” T —t)dt, o+ iwe D,
g —0Q
och
ou , > —(otiw)t/ s ,
a—(a +iw) = u(t)e (—it)dt, o+iwe D.
w —0oQ
Av det ovanstaende foljer att 04/Jdo och 04/0w &r kontinuerliga i D, och eftersom
01/0w = 101/0c dr Cauchy—Riemanns ekvationer for @ uppfyllda. Detta medfor att @ &r
analytisk i D (se till exempel 2] eller {12]). 0

10.5 Sats Lat u € £, (R) och antag att o < oyf.
(a) Om o, < 0y < 09 < 0,5 sa géller att iu(s) — 0 da s — oo i det omrade som ges
av 0, < Res < o, (det vill sédga, i(s) — 0 da |s| — oo och 0, < Res < 05).
(b) Om u(t) =0 dat <0 och oy > o, sa galler att u(s) — 0 da s — oo i det omrade
som ges av Res > 0.

Bevis For att visa (a) antar vi att 0, < 0y < 05 < o;f och later ¢ > 0. For R > 0 har
vi att

-R R 00

u(s) :/ u(t)e st dt —|—/ u(t)e st dt —|—/ u(t)e *'dt, o, < Res <o,
—0o0 —-R R

och om 0, < Res < 0, sa giller uppskattningarna

o] o R _R
/ u(t)e‘“dtlé / Ju(t)le=7*dt  och / u(t)e‘“dt‘é / Ju(t)|e =72 dt.
R —

R 0o —00

Vi véljer nu R sa stort att de bada integralerna i hégerleden ovan blir mindre &n £/6.
Av sats ATTT foljer, eftersom u € L (R), att det finns en funktion v: R — C som ir
styckvis konstant och sadan att

R
/ lu(t) — v(t)| dt <

R 3(€U2R + 6—01R) :

Om 0, < Res < g4 sa far vi nu att
< f R 2e R
[a(s)l < 3+ / (u(t) —v(t))e " dt| + / v(t)e stdt| < = + / v(t)e st dt|.
3 -R -R 3 _R

Den sista integralen &r en (&ndlig) linjirkombination av integraler av typen [ f e~ st dt, sa
den gar mot 0 om 0; < Res < 0, och s — co. Alltsa ar |i(s)| < € om 0; < Res < o,
och |s| ar tillrdckligt stort, vilket avslutar beviset av (a). Vi utelamnar beviset av (b)
eftersom det inte pa nagot vésentligt sétt skiljer sig fran beviset av (a). a
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Vid probleml6sning med laplacetransformen &r det praktiskt att ha en tabell som listar
vanligt forekommande funktioner och deras transformer. Tabellen i den formelsamling
som hor till denna kurs kan man hérleda genom rattframma rakningar utgaende fran
definition 0.1, eller genom att anvinda riknereglerna i sats 0.7 nedan. Fér att identifiera
en konstant som dyker upp i laplacetransformen av funktionen (Int¢)x(¢) krévs dock en
nagot langre utredning.

10.6 Laplacetransformen av (Int)x(t) Satt u(t) = (Int)x(¢). Med detta menar vi att
u(t)=Int dat >0, att u(t) =0 da t < 0, och att u &r odefinierad i punkten 0.

Notera att u viisentligen tillhor L1, (R) (se [.3), och att X, = ]0,00[. Sats 10.4 ger
att 4 ar en analytisk funktion i det omrade som ges av Res > 0, och for s > 0 har vi att

u(s) :/Ooo(lnt)eSt dt :/r = st/: /Ooo(ln g)e#%dr

1 [~ . 1 [ _, Ins [ _,
== (Inr —Ins)e™"dr = — e "lnrdr — — e "dr
$Jo $Jo s Jo
+1Ins
__aths g
s
dir v = — [;Fe "Intdt ar en konstant. Detta bestdmmer 4, eftersom @ &r analytisk, och
ger att Log s
u(s) = _74’7%7 Res >0,
s

dér "Log” betecknar den komplexa logaritmfunktionens principalgren, som ar definierad
i omradet C\ |—00,0] och som ges av Logs =1Ins da s > 0.

Vi gor nu en utvikning och visar att konstanten v &r den sa kallade Fulers konstant,
som definieras som gransvéardet

11 1
lim (1+7+7+...+;—1n(n+1)):0,5772156....

Att gransvardet existerar foljer av att det kan tolkas grafiskt som arean av den méngd
som illustreras i féljande figur:

1/t

—

1 2 3 4 5

Eulers konstant har berdknats med flera miljarder decimaler, men det &r faktiskt inte ens
kant om dess varde &r ett rationellt tal eller inte.

Nar vi nu ska visa att v &ar lika med Eulers konstant sa kommer vi flera ganger att
anvanda likheten

o0
/ e 't"dt =n!, neN,
0

som kan visas genom att géra upprepade partialintegrationer.
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Genom partiella integrationer, i vilka de utintegrerade delarna blir lika med noll, far
vi ocksa att

/ etlntdt:/ et(tlnt—t)dt:/ e "tintdt —1
0 0 0
oo t2 t2 o] t2 1
:/ e Int — dt—lz/ et —Intdt — = —1
0 2! 2:2! 0 2! 2

e t3 t3 1 < 1 1
= It — —— dt——l—/ o Intdt — - — — — 1
/0 ¢ (3! Y 2 T 32

vilket ger att

1 1 <ot
_1++...+—/ - —Intdt

2 0

1 1 R Al

+...+—lnn—/ -t ln—dt n > 1. (%)

2 n 0 n!

Vi later I, beteckna den sista integralen, det vill saga,

oo tn
In:/ —t ln—dt t—m“/ /
0 n!

Om vi visar att I,, — 0 da n — oo sa foljer av (x) att v dr lika med Eulers konstant,
eftersom In(n+1) —Inn =1In(1+1/n) — 0 da n — oo.
Lat € > 0. Da finns ett § > 0 sadant att |Inr| < /2 da |r — 1| < §, vilket ger att

nn—i—l
’/ ' (re ") Ilnrdr
r—1]<s T

Funktionen re~" &r strangt vixande pa [0, 1], striangt avtagande pa [1, co[, och dess virde
dad r =1 &r e~ 1. Det finns darfor ett a < 1 séddant att re=" < ae~! for alla r > 0 sadana
att |[r — 1| > 0. Vidare har vi att

)*lnrdr, n>1

e [ pntl €
§/ (re")*dr=—-, n>1.
2 0 n! 2

n!>n"e "e, n>1,

vilket foljer av att
lnn!—ln1+1n2+...+lnn21n1+/ Inzdr=nlnn—n+1, n>1.
1

Dessa uppskattningar ger att

nnJrl nn+1an7167(n71)

(re”")"Inrdr| <

/ re”"|lnr|dr, n>1.
0

Nep—n
r>0;jr—1)>5 M nte~me

Det sista hogerledet gar mot noll da n — oo, eftersom na™ — 0 da n — oco. Detta medfor
att |I,| < e om n ar tillrdckligt stort, sa I,, — 0 d& n — oo. Dérmed har vi visat att + ar
lika med Eulers konstant.
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Rakneregler for laplacetransformen

Réaknereglerna for laplacetransformen &r mycket lika raknereglerna for fouriertransformen
(se sats 7.4). Den storsta skillnaden &r att man for laplacetransformen maste halla reda
pa transformernas definitionsméangder.

10.7 Sats Antag att u,v € L, (R) och for (h) nedan att u &r kontinuerligt deriverbar.
Da giéller foljande rakneregler:

(a) u(t) +v(t) i(s) +0(s), Res € ¥, N5,

(b) cu(t) cu(s), Res € X, (ceC)
(c) u(t) 4(5), Res € X,

(d) u(=t) a(—s), Re(—s) € X,

(e) u(at) i(5/a)fa, Relofa) < 3, (a>0)
(f) u(t—a) e *4u(s), Res € Xy, (a € R)
(g) e“tu(t) (s —c), Re(s—c) e X, (ceC)
(h) u/(t) su(s), Res e X, N Xy

(i) tu(t) —1/(s), 0, <Res <oy

Notera att inklusionerna som ges i (a), (h) och (i): X, N X, C X4y, Xy N Xy C X
och Jog, 00 € Xyy), kan vara strikta, men att Yo, = Xy (om ¢ # 0), Xz = Xy,
Zu(—t) = -2, Eu(at) = aly,, Eu(t—a) = XY, och Eectu(t) =X, + Rec.

Bevis Vi visar forst (g). Lat u € £, (R), 14t ¢ € C och siitt v(t) = e“tu(t) for t € R.
Om (och endast om) s € C &r sadant att Re(s — ¢) € X, sa har vi att

o(s) = /Oo v(t)e stdt = /OO etu(t)e ™t dt = /OO u(t)e 7 dt = a(s — ¢).

o0 o0 oo

Bevisen for (a)—(f) foljer samma monster.

For att visa (h) antar vi att u € CY(R) (vilket medfor att u,u’ € Li,(R)) och att
s € C ar sadant att Res € X, N X,.. Da har vi att funktionen u(t)e** och dess derivata
(u/'(t) — su(t))e™** tillhor L1(R). Att derivatan tillhér £1(R) ger att

u(t)e 5" — u(0) —/0 (u'(r) — su(r))e™*"dr — /000 (u'(r) = su(r))e™*"dr, t— oco.

Eftersom funktionen u(t)e=*! tillhér £L'(R) och har ett grinsvirde da t — oo foljer att
u(t)e " — 0 da t — oo, och pa samma satt kan man visa att u(t)e ' — 0 da ¢ — —oo.
Vi far nu att

(') (s) = / T et dt = [u(t)e‘ﬂi}o - / T u(t) et (—s) dt = si(s).

[ee] o0

For att visa (i) antar vi att v € £{,(R) och att o, < o;. I beviset for sats {10.4

visade vi att |o,, 0] C Yiu@ry och att 4 ar komplext deriverbar i det omrade som ges
av o, < Res < o;. Det foljer darfor av uttrycket for 94/d0 i beviset for sats 110.4) att

a'(s) :/ u(t)e s (—t)dt, o, <Res <o.

o

Detta ger att laplacetransformen av funktionen tu(t) ar —i/(s), for o, < Res < of. 0O
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10.8 Exempel Lat u(t) = 3y (2 —t), t € R. Vi bestdmmer u:s laplacetransform med

hjalp av tabell och réakneregler.
Utgaende fran en lamplig rad i tabellen anvinder vi olika rékneregler, i detta fall

sats 10.7 (d), (f) och (g), for att i viinsterkolumnen ta oss fram till u(t):

1
x(t) i 3 Res >0,
1
X(-1) L Re(—5) >0
—2s
X(—(t—2) ~— Res <0,
3ty (g ey _
e’'x(2 —t) 3 , Re(s —3) <.
P

Resultatet #r alltsa att 4(s) = —e=2=3)/(s — 3), Re s < 3.

10.9 Exempel Vi bestdmmer, med hjilp av tabell och rékneregler, en funktion u(t) som
har laplacetransform

)
= -——) 1 2.
Ul(s) o1 s_3 < Res <

Direkt ur tabell far vi att funktionen e’y(t) har laplacetransform 1/(s — 1), Res > 1,
och det aterstar att bestdmma en funktion som har transform 1/(s — 2), Res < 2. Detta
kan vi gbra genom att kalla denna funktion for v(t), till exempel, och sedan anvénda
rakneregler sa att vi i hogerkolumnen tar oss fram till nagot som finns i tabellen:

1
U(t) i} ﬁ, Res < 2,
1
v(—t) o’ Re(—s) < 2,
1
—U(—t) m, Res > —2.

Sista raden i hogerkolumnen dr enligt tabell laplacetransformen av funktionen e=2!x(t),
s& vi sitter —v(—t) = e 2t (t), vilket efter forenkling ger att v(t) = —e?*x(—t), och har
da att 0(s) =1/(s — 2), Res < 2.

Alternativt kan vi utga fran en lamplig rad i tabellen och anvénda réakneregler for att
i hogerkolumnen ta oss fram till 1/(s —2), Res < 2:

1
X(t) i g, Res > 0,
1
x(~1) ~ . Re(5) >0,
1
—x(=1) —, Res <0,
s
—e?y(—t) L Re(s —2) <0
s — 27 ?

s& vi far, som ovan, att funktionen —e?*'y(—t) har laplacetransform 1/(s — 2), Res < 2.
For funktionen u(t) = 8efx(t) + be* x(—t), t € R, giller alltsa att @ = U.



118 LAPLACETRANSFORMEN

10.10 Exempel Vi bestdmmer en funktion u(t) som har laplacetransform

_ 6s3 + 1182+ 4s— 13

U(s) = , Res>1.
6= G- ras s O
Forsta steget ar att gora en partialbraksuppdelning:
6s° +11s*+4s—13 5 1 s+7

(s —1)%(s®> +2s+5) s—1+(s—1)2+32—|—28+5'

Ur tabell far vi direkt att de tva forsta partialbraken, med definitionsméngder givna av
Res > 1, dr laplacetransformer av funktionerna 5e’y(t) respektive telyx(t). I det tredje
partialbraket kvadratkompletterar vi nimnaren och anpassar tédljarens form déarefter:

s+7 s+7 _ s+1 n 3-2
s2+25+5 (s+1)24+4 (s+1)2+4  (s+1)24+4°

En funktion vars laplacetransform &r det forsta braket i hogerledet, med definitionsméngd
given av Res > —1, far vi pa foljande siitt med hjilp av tabell och sats 10.7 (g):

@ S
(COS 2t>X(t) — m, ReS > 0,
— s+1
—_— 1 .
e "(cos 2t)x(t) CESEEYE Re(s+1) >0

Braket 3-2/((s + 1)? 4+ 4), med definitionsmingd given av Res > —1, fas pa samma sétt
som laplacetransformen av funktionen 3e~*(sin 2t)x(¢). For funktionen

u(t) = (5’ + te' + e *(cos 2t + 3sin2t))x(t), t€ER,

giller alltsa att (s) = U(s) for Res > 1, eftersom sats 10.7 (a) och det ovanstaende
medfor att 4:s definitionsméngd innehaller omradet givet av Re s > 1. Eftersom 4 har en
singularitet i s = 1 ingar inga ytterligare punkter i dess definitionsméngd.

10.11 Exempel Vi hérleder laplacetransformen av funktionen

3 t
u(t) = 5 x(1), teR,

dér a > 0 ar en konstant.
Vi noterar att u € L], (R) och att X, = ]0,00[. Genom en rittfram rikning utgiende
fran definition j0.1' (eller ur tabell) far vi att

. A a
tu(t) = )y (t = -
u(t) = (sinat)x(t) s

Res > 0,
sa sats 0.7 (i) ger att —i'(s) = a/(s?+a?) dd Res > 0. Genom att bestimma en primitiv
funktion till a/(s? + a?) far vi att 4i(s) = Arctan(a/s) + C d& Res > 0, dir C € C
ar en konstant och ”Arctan” betecknar den gren av den komplexa arctangensfunktionen
som &r definierad i omradet C\ £i[1,00[ och som 6verensstammer med den vanliga reella
arctangensfunktionen pa realaxeln.

Enligt sats 10.5 (b) géller att 4(s) — 0 da s — oo lings positiva realaxeln, vilket medfor
att C' = 0. Alltsa har vi att

4(s) = Arctan g, Res > 0.
s
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Faltning och laplacetransform

10.12 Sats Antag att u,v € Li(R), att X, N X, # &, och att om o € X, N X, 84 &r
minst en av funktionerna u(t)e~7% och v(t)e™t begrinsad. D& géller att faltningen u * v
ar en kontinuerlig funktion pa R och att

(u*v)(s) =u(s)o(s), Rese X,NX,.

Bevis Antag att o € X, Y, och sétt u, () = u(t)e 7" och v, (t) = v(t)e 7" for t € R.
D4 giller att u,,v, € L'(R) och att minst en av funktionerna u, och v, tillhér £L>°(R).
Sats 3.6 ger darfor att (Jue| * |vs|)(t) dr definierad for varje t € R, s

o0 oo
/ lu(t — r)v(r)|dr = e”t/ lu(t —r)|e = u(r)|e " dr < oo, t€ER,
— o0 —0oQ
vilket ger att u * v &r definierad pa hela R. Samma rékning, men utan beloppstecknen,
visar att (u*v)(t) = €7 (uy *v,)(t) da t € R. Av detta foljer att u* v ar kontinuerlig och
att o € X4y, eftersom sats 5_1' ger att u, * v, ar kontinuerlig och tillhor ,CI(R).
Om nu s = 0 + iw for nagot w € R sa har vi att

(uxv)(s) = fi((u * U)(t)ef"t)(w) = F(ug * Vg) (W) = (Fuey)(w) (Fuy)(w) = u(s)o(s),
dar den tredje likheten ges av sats :§-._I:. O

10.13 Exempel Vi bestdmmer med hjalp av laplacetransform l6sningar w till féljande
integralekvation:

/ (cos(t —r) —sin(t — r))u(r) dr = te*'x(—t), teR.

Vénsterledet dr faltningen av funktionen (cost — sint)x(t) och u. Med hjilp av tabell
och riakningar liknande dem i exempel 10.8 far vi att

. & s—1
(cost — sint)x(t) = e Res >0,
och att )
tthX<_t) i} —m, Res < 2.
Av sats 110.12 foljer nu, om vi antar att v € £, (R) och att X, N]0,2[ # @, att
s—1 1

mu(s):—m, ResEEuﬁ]O,Q[

Vi 16ser ut 4(s) och gor en partialbraksuppdelning:
s2+1 5 1 2
7 = — = — - R EU'
W) = TR T o2 T o1 ResE

Vi ser att 4(s) har singulariteter i s = 1 och s = 2. Om vi véljer X, = ]1,2[ sa far vi med
hjalp av tabell och rikningar av samma typ som i exempel 10.9 att

u(t) = (5t — 1)e*tx(—t) — 2e'x(t), teR.

Med X, = ]—oo, 1] far vi istillet att u(t) = (5t — 1)ex(—t) + 2e’x(—t), t € R. Att dessa
funktioner ar losningar till integralekvationen kan kontrolleras genom insattning.
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Inversionsformeln och entydighet

Eftersom (Lu)(0 +iw) = . (u(t)e~")(w) ger Fouriers inversionsformel (sats 7.11)) direkt
upphov till en inversionsformel for laplacetransformen. Denna inversionsformel ar ofta ett
bra alternativ till tabellrakningar, men den har ocksa andra anvandningsomraden.

10.14 Sats (Inversionsformeln) Lit u € L, (R) och antag att o € X, och att a € R.
Om w har generaliserad hégerderivata och generaliserad véansterderivata i punkten a sa

galler att
u(a+) + u(a—)

u(s)e®* ds = 5 )

im —
R—oo 2Mi [

dar L, g ar strickan s = o +iw da w gar fran —R till R. Mera allmént géller denna likhet
forutsatt att alla ingaende gransvarden existerar andligt.

Bevis Funktionen u(t)e~ ! tillhér £!(R) eftersom o € X,. Om u har generaliserad
hogerderivata och generaliserad vansterderivata i punkten a sa har funktionen u(t)e™7?
ocksa det, och Fouriers inversionsformel (7.11) ger da att

1 /R u(a+)e 7" + u(a—)e—m.

F(u(t)e™ ") (w) e dw = (%)
R 2
Mera allmént géller denna likhet ocksa, enligt sats .15, om alla ingdende grinsvérden
existerar dndligt. Likheten (%) kan omformas till likheten i satsen genom att multiplicera
med konstanten e??, vilket ger

R
(o + iw) el dyy = ulat) +u(e-)

im — ,
R— o0 27T _R 2
och sedan uttrycka integralen som en komplex kurvintegral langs strickan Ly g. O

10.15 Exempel Vi anvander inversionsformeln for att inverstransformera funktionen
66—33
(s+1)(s—5)’

med definitionsméngd given av: (a) Res < —1, (b) —1<Res <5, (c) Res>5.
Vi ska alltsa for alla ¢t € R berdkna

1 | ;
lim / U(s)e* ds iR
LO‘,R

i de tre fallen 0 < —1, —1 < ¢ < 5, och
o > 5. Det foljer av Cauchys integralsats

U(s) =

(se till exempel {2] eller {12]) att det inte tL-sr tLor t Lo.r
spelar nagon roll vilket o vi véljer inom
respektive intervall, ty U(s)e’® — 0 da Xl %

— 5

s — oo och Res halls begransad. Vi kan
till exempel ta 0 = —3, 2, och 6.

For att kunna anvanda residysatsen
bildar vi slutna konturer genom att fran
slutpunkten pa L, r atervianda till dess
startpunkt langs en halvcirkelbage, som i —iR1
exempel 7.12.
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Vardet pa ¢t bestammer om halvcirkelbagen till hoger eller till vénster om L, r ska
anvandas, eftersom
. 66(t—3)Res
U(s)e®| = ————.
| () ‘ |s + 1||s — 5]
Rattframma uppskattningar ger att om ¢ > 3 (respektive ¢ < 3) sa gar integralen 6ver
halvcirkelbagen till vénster (respektive till héger) om L, r mot noll da R — oco. Alltsa
anvander vi halvcirkelbagen at vanster om ¢ > 3 och halvcirkelbagen at hoger om t < 3.
Residysatsen och det ovanstaende ger nu:

t 0, t >3,
S d —
Vs =1 (- Res — Res) U(s)e™! = e~ (=9 — =9 ¢ <3,

1 fiesl U(s)e = —e~ =3 ¢ >3,
(b) lim / U(s)estds = °7
Lor —Res U(s)e™t = =273 ¢ < 3,

s=5

(Res +Res)U(s)e*" = —e =3 L 53 >3
U(s)e®tds = { "s=—1 s=5
0, t<3.
Att laplacetransformen av dessa tre funktioner av ¢ verkligen dr U, med motsvarande
definitionsméngder, foljer av sats 7.11.

Nasta sats, ett starkt entydighetsresultat for laplacetransformen, &r en direkt foljd av
entydighetssatsen for fouriertransformen (se sats 17.13).

10.16 Sats Lat u,v € L], (R). Om det finns ett o € X, N X, sadant att i(s) = 9(s) da
Res = o sa dr u(t) = v(t) i alla punkter t € R déar bade u och v ar kontinuerliga. a

Start- och slutvardessatserna

En allmén princip for en funktion u € £, (R) sadan att u(t) = 0 da t < 0 &r att eventuella
asymptotiska egenskaper hos u(t) da ¢t — 0+ ger upphov till asymptotiska egenskaper hos
dess laplacetransform (s) d& s — oo (se till exempel {3}). Vi tar héir bara upp ett enkelt
exempel pa denna princip, den sa kallade startvardessatsen:

10.17 Sats Lat u € L, (R) och antag att u(t) = 0 dia t < 0, att X, # @, och att
lim¢_, 04 u(t) = A fér nagot A€ C. Om 0 < a < /2 sa géller att st(s) - A da s — oo i
det omrade som ges av |Arg s| < a.

Har betecknar "Arg s” principalargumentet for s, som for alla s € C\ {0} definieras av
att s = |s|e?A™8% och —7 < Args < 7. (Arg0 #r odefinierat.)

Bevis Eftersom u(t) =0 da ¢t <0 och [j"se™*dt =1 da Res > 0 har vi att
su(s) = s/ (u(t) — A+ A)e st dt = s/ (u(t) — A)e ™ *'dt + A, Res > max(o,,0).
0 0

Antag att 0 < o < 7/2 och lat € > 0. Eftersom lim; o4 u(t) = A kan vi vélja ett 6 > 0
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sadant att |u(t) — A| < e(cos)/2 da 0 < t < §. Vidare har vi for alla s € C\ {0} att
Re s = |s| cos(Arg s). Det foljer att Res > 0 om |Arg s| < «, och vi far att

4 5
s/ (u(t) A)e—stdt‘ < 3|/ @6—(Res)tdt < |s|e cos v -
0 0

€
— A < a.
2Res 2’ |Arg s| < a

Valj nu ett godtyckligt o, sadant att o; > max (o, ,0). Fér Res > o, och ¢ > § har vi
att ef(Res)t — ef(Resfal)tefo'lt < ef(Resfa'l)Jefo'lt’ sd vi far att

3/ (u(t) A)e_stdt’ < |s|/ lu(t) — Aje=®e)t gy
J é

- (Re S)ef(Re s—o01)8

oo
/ lu(t) — Ale” 71" dt, |Args| < a, Res > 0.
cos 5
Det sista ledet blir mindre &n /2 om |Arg s| < « och Re s &r tillrackligt stort. Tillsammans
visar detta att |siu(s) — A| < e da |[Arg s| < « och |s| &r tillréckligt stort. 0

Analogt ger asymptotiska egenskaper hos u(t) da t — oo i vissa situationer upphov
till asymptotiska egenskaper hos 4i(s) da s — 0. Ett exempel pa detta ar den sa kallade
slutvardessatsen nedan, som kan bevisas pa visentligen samma sétt som startvérdessatsen.

10.18 Sats Lat u € £, (R) och antag att u(t) = 0 da t < 0 och att lim; o u(t) = A
for nagot A € C. Om 0 < o < 7/2 sa géller att st(s) - A da s — 0 i det omrade som
ges av |Args| < . 0

Observera att varken start- eller slutviardessatsen pastar att existensen av gransvérdet
lim st(s) medfor att gransvirdet limu(t) existerar. Utan ytterligare antaganden behover
detta inte vara fallet, vilket visas av foljande exempel: sitt u(t) = (sint)x(t) for t € R, sa
att 4(s) = 1/(s>+ 1), Res > 0. D4 giller att si(s) — 0 dd s — 0 i det omrade som ges
av |Arg s| < m/2, men gransvardet lim;_, ., u(t) existerar inte.
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Ovningar

10A Lat u(t) = e?*x(t) + e3tx(—t) for t € R. Bestiam u:s laplacetransform (i detta ingar
att bestimma dess definitionsméngd) med hjalp av definition 10.1;.

0B Bestiim laplacetransformen av féljande funktioner:
) (P +17x(1),  (b) (simt)x(t+1),  (c) e "(cos2t)x(~t),

(a
(d) x(t+1) =x(t=1),  (e) x(1—1),  (f) x(t+1)—x(1-1).

10C Bevisa nagra av riknereglerna i sats 0.7,

10D Anviind inversionsformeln for att inverstransformera uttrycket
e*S
s2(s—1)’

med definitionsméngd given av: (a) Res <0, (b) 0 <Res<1, (c) Res>1.

T0E, Bestim funktioner som har foljande laplacetransformer:

4 5—38
(a) s(s+2)2’ Res >0, (b) s —4s+ 13’

2 62S
—_, —1 d) —— .
EFSI SR < Res <0, <>s—3’ReS<3

Res > 2,

(c)

0
IOF Bestim en losning u till integralekvationen / e'u(t —r)dr =tx(—t), t € R.
—0o0

#x10G Bestim laplacetransformen av den funktion u som ges av

1=

n, n—1<t<n,forn=1,2, ...,
u(t) =
0, t<O0.
L t+1
*x10H Bestdm en 16sning u till integralekvationen / u(r)dr = (1 —t*)x(1 —1?), t € R.
t—1

%101 Bestdm en funktion som har laplacetransform Log(1 + 1/s%), Res > 0.

[ 1 T
*x10J Antag att u € L1, Visa att Z(uy)(s) = 1_T/ u(t)e ' dt, Res > 0.
—e S 0
#xl0K Lat u,v € L], (R) och antag att X, N ¥, = & men att ¥, # @ och ¥, # @. Visa

att Eu—i-v = J.
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Forelasning 11

Laplacetransform och distributioner

Inom manga tillimpningsomraden ar det otillrackligt att bara kunna laplacetransformera
lokalt integrerbara funktioner. Vi ska darfor utvidga laplacetransformen sa att godtyckliga
distributioner i D'(R) kan transformeras.

Som vi sig pa forra forelisningen ir laplacetransformen 4 av en funktion u € £}, (R) i
normalfallet en analytisk funktion definierad
i ett vertikalt band av s-planet. For att se
hur laplacetransformen av en distribution ska
definieras behover vi veta “hur @ verkar pa
testfunktioner”. Detta ar en helt ny situation,
eftersom vi hittills enbart har arbetat med
testfunktioner och distributioner definierade
pa delintervall av R.

Det faller sig dock ganska naturligt har att
som testfunktioner vélja vissa funktioner som Oy
till att borja med &r analytiska och definierade
i hela s-planet, och att definiera u:s verkan pa
en sadan testfunktion 1 genom att integrera
u:s varden langs en vertikal linje L i s-planet.
Verkan blir oberoende av vilken linje som véljs
om testfunktionerna gar mot noll pa lampligt
sitt da s — oo i imaginérled.

Om o € X, sa ar u(s) definierad pa den linje som ges av Res = o, och en formell
rikning (jAmfor med sats 9.1) ger da att verkan av @ pa en testfunktion 1 ges av

/_oo (o + iw) (o +iw) dw = /Oo (/_OO u(t)e(@tiw)t dt)q/;(o + iw) dw

o0 —0o0 o0

SRR

-/ T )b dr,

oo

W

dér vi later 9(t) beteckna vérdet av den t-beroende integralen av ¢ i det nést sista ledet,
som med lampliga villkor pa testfunktionerna blir oberoende av o. Laplacetransformen
av en distribution u € D'(R) bor alltsa definieras genom

(1, 9) = (u, ),
och for att detta ska ha mening maste det gilla att 1) € D(R) for alla testfunktioner 1.
Detta motiverar definitionen av vad vi kallar analytiska testfunktioner nedan. Nar vi
sedan har infért motsvarande analytiska distributioner sa kommer vi att kunna definiera
laplacetransformen for godtyckliga distributioner i D'(R).

125
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Analytiska distributioner

11.1 Rummet H av analytiska testfunktioner Med en analytisk testfunktion menar
vi en analytisk funktion 1:C — C sidan att funktionen w + 9 (iw) tillhér £}(R) och
sadan att i) € D(R), dir

d(t) :/00 Y(iw)e @t dw, teR.

Vi later ‘H beteckna méngden av alla analytiska testfunktioner. Av definitionen féljer
att H Ar ett linjart rum, och att avbildningen 1 — ¢, fran H till D(R), &r linjér. Vi visar
nu att denna avbildning ar inverterbar.

Lat ¢ € H. Fouriers inversionsformel (sats 7.11) ger att ¢ (iw) = 5= [0 D(t)et dt for
alla w € R. Eftersom 1 ar analytisk medfor detta att ¢ &r fullstdndigt bestamd av 1),
vilket ger att avbildningen 9 — ¢ fran H till D(R) &r injektiv.

Lat ¢ € D(R) och siitt ¢(s) = 5= [°0 @(t)est dt for s € C. Av sats 10.4 foljer att 1 ar
analytisk, och eftersom ¢ € S (se D.2) ger sats 9.14 att funktionen w — ¥ (iw) tillhor S
och dirmed £(R). Av Fouriers inversionsformel foljer nu att ¢ = ¢, vilket ger att ¢ € H
och att avbildningen ¢ — Y fran H till D(R) ar surjektiv. Det ger ocksa, med hjalp av
injektiviteten ovan, att det for varje ¢ € H giller att

P(s) = 217r/_0<> P(t)estdt, secC,

sa Fouriers inversionsformel medfor att det for varje 1 € H och o € R géller att
W(t) :/ V(o +iw)e T4yt eR.

Avbildningen 1 — ¢ fran H till D(R) &r alltsa linjir och inverterbar. Vi definierar
konvergens i rummet H sa att denna avbildning och dess invers blir kontinuerliga, det
vill sdga: om ,v, € H, n =1, 2, ..., sa sags foljden v, konvergera mot v i H om och
endast om (1,)" — 1) i D(R).

For varje o € R dr avbildningen ¢ — 15, dir ¥, (w) = ¥ (o + iw) for alla w € R, en
kontinuerlig linjar avbildning fran #H till S, eftersom den kan ses som sammanséttningen

beH — PEDR) — P’ € DR) Es oy € S.

Det foljer med hjilp av sats 9.3 att virderummet for avbildningen ¢ — 1, ar tétt i S,
det vill séga: om ¢ € S sa finns en 6ljd ¢, n =1, 2, ..., i H sadan att (¢,), — @ 1 S.

Rummet H och dess konvergensbegrepp kan ocksa beskrivas mera direkt:

11.2 Sats Rummet H bestar av de analytiska funktioner ¢:C — C for vilka det finns
konstanter Cy, C1, ..., och A > 0 sadana att

|sF1p(s)| < CretlResl seC, keN.

Om ¢Y,¢, € H,n=1, 2, ..., sa géller att 1, — ¥ i H om och endast om det finns
konstanter Cy, C1, ..., och A > 0 sadana att

|sFpa(s)] < CrelResl seC, keN, n>1,

och v, — ¢ likformigt pa varje kompakt delméngd av s-planet.



LAPLACETRANSFORMEN 127

Bevis Antag att ¢ € H. Da &r ¢ en analytisk funktion fran C till C, och vi far genom
partiell integration att

k _ kl/oo . st _ (_1)k/oo (k) st
s"Y(s) = s 5 _Ooz/)(t)e dt—727r _oow (t)e**dt, seC, keN.

Eftersom 1) € D(R) finns ett A > 0 sadant att ¢)(t) = 0 da

t| > A, vilket medfor att

A
s (s)] < (;ﬂ [ ev dt) cAResl e C keN. )

Med C}, = %ff‘A [p®)(#)| dt har vi alltsa att |s¥(s)| < CreAlRes! for s € C och k € N.

Antag omvéant att ¢:C — C &ar en analytisk funktion och att det finns konstanter
Co, C1, ..., och A > 0 sadana att |sF(s)| < CreAlResl for s € C och k € N. Dessa
olikheter medfér, eftersom 1) &r kontinuerlig, att funktionerna w + wka(iw) tillhér £'(R)
for alla k € N, sa sats i7.10 ger att ¢) € C>(R). Olikheterna medfor ocksa, tillsammans

med Cauchys integralsats, att
A st ds st ds > . —(o+iw)t
Y(t)=[| w(s)e ™ — = [ P(s)e™— = (o +iw)e dw, t,0 € R,
Lo ¢ Ly v —o0

déar Lo och L, ar linjerna s = iw respektive s = 0 + iw da w gar fran —oo till co. Detta
ger, eftersom |(o + iw)? (o + iw)| < Cyedlol att

00 < [ o iv)le et < At [T du teR Jol 21

o] _Ool—|—w2

Om t > A eller t < —A sa far vi att ¢(t) = 0 genom att lata o ga mot oo respektive —oo.
Vi har alltsa att ¢ € D(R), vilket ger att ¢ € H.

Darmed har vi bevisat den forsta delen av satsen, och vi bevisar nu den andra delen.
Lat Y, o e H,n=1,2,....

Antag att v, — 1 i H. Da har vi per definition att (1,,)° — ¢ i D(R), sa det finns
ett A > 0 sadant att (1,,)(t) = (t) = 0 da [t| > A, och (1)) * — p® likformigt for
alla k € N. Som ovan (se (%)) ger detta att det finns konstanter Cy, C, ..., saidana att
|s*4,(s)| < CreAResl for s € C, k € Noch n > 1. Vidare, om K ér en kompakt delméngd
av s-planet sa medfér olikheten

A
a(6) = 0000 = (5 [ 1060 = 0] a1) AR, e nz,
att 1, — 1 likformigt pa K, eftersom Re s ar begrdnsad pa K.

Antag omvéant att 1, — 1 likformigt pa varje kompakt delméngd av s-planet och att
det finns konstanter Cy, C1, ..., och A > 0 sadana att |sFi,(s)] < Cre?lRes! for s € C,
k € Nochn > 1. Av dessa olikheter far vi fér n > 1 att (¢,,)"(t) = 0 da |t| > A, pa samma
siitt som tidigare i detta bevis. Vidare medfor sats i7.4 (i) att

(o)) B () — BO(0)] < / ol [dali) — (i) dw, tER, kEN, 0> 1,

sa av det ovanstaende foljer att ((¢,))*) — ¥ ®) likformigt for alla & € N. Vi har alltsa
att (v,)" — 1 i D(R), och dirmed att ¢, — ¢ i H. 0
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11.3 Operationer pa analytiska testfunktioner Om vi har en linjar och kontinuerlig
operation pa rummet D(R) sa ger den genom avbildningen v — 1, fran H till D(R),
upphov till en linjar och kontinuerlig operation pa rummet #.

Tag till exempel operationen ¢ — to pa D(R). Om ¢ € H och vi siitter ¢ = 1) sa giller
att ¢ € D(R) och att ¥(s) = 5= [°5 @(t)e*" dt for alla s € C. Vi far nu att

L[ ometar = L <1/°O olt)et dt) _ (s), seC,

o oo ds \ 27 J_

eftersom derivering under integraltecknet ar tillatet enligt sats EA_. 1:22 Operationen ¢ — tp
pa D(R) motsvaras alltsa av operationen ¢ — ¢’ pa H. Detta visar att derivering ar en
linjar och kontinuerlig operation pa H.

Pa liknande sétt kan man visa att foljande operationer &r linjdra och kontinuerliga
pa rummet H: speglingen ©(s) — 1(—s), omskalningarna ¢ (s) — (as) for a > 0,
translationerna ¥ (s) — (s — ¢) for ¢ € C, och multiplikationerna (s) +— si(s) och
¥(s) — e*®Y(s) for a € R.

Konjugeringsoperationen ¢ — @ pa D(R), dir 3(t) = o(t) for t € R, dr konjugatlinjir
och kontinuerlig. Om ¢ € D(R) sa har vi att

1 [ — 1 [

o(t)et dt o(t)estdt, seC,

21 J_o ")

sa for ¢ € H definierar vi ¢:s konjugering Y genom v(s) = 1(3) for s € C. Det foljer att
operationen v — 1 ar konjugatlinjar och kontinuerlig pa H.

11.4 Rummet H’ av analytiska distributioner Med en analytisk distribution menar
vi en linjar funktion v: H — C med egenskapen att om ¢, n =1, 2, ..., ar en f6ljd i H
sadan att ¥, — 0 1 H sa géller att v(1p,) — 0 d& n — co. En analytisk distribution &r
alltsa en kontinuerlig linjar funktional pa rummet H av analytiska testfunktioner.

Vi later H’ beteckna méngden av alla analytiska distributioner. Fér v € H' och ¢ € H
betecknar vi vardet v(¢) med (v, ), och for v,w € H' och ¢ € C definieras v + w och cv
genom (v + w, ¥) = (v,v) + (w, ) och (cv, ) = c{v, 1), f6r ¥ € H. Det foljer att v + w
och cv ar analytiska distributioner och att H’, med dessa operationer, ar ett linjart rum.

Konvergens i rummet H’ definieras pa foljande séitt: om v,v,, € H, n =1, 2, ..., sa
sags foljden v, konvergera mot v i H' om lim,, oo (vp, ) = (v, 1)) for alla ¢ € H.

11.5 Analytiska distributioner som ges av funktioner Lat ¢ € R och lat L, vara
den linje i s-planet som ges av Res = 0. Antag att v ar en komplexvérd funktion som &r
definierad &tminstone pa L,, att v, € Li(R), dir v, ges av v,(w) = v(o + iw), w € R,
och att v, ger upphov till en tempererad distribution (se 9_@) Da far vi en analytisk
distribution, betecknad vy, genom att sitta

<UH’707¢> = <(UU)S/7'¢U>7 77/} € Ha

eftersom 1 — 1), dr en kontinuerlig linjir avbildning fran H till S (se 11.1). Om v, &ven
uppfyller integralvillkoret i sats }_5._@, till exempel om v, har hogst polynomiell tillvéixt, sa

har vi att

(o) = [ " oo + i) p(o + iw) do = | oS, ven

[ee) Lo ?

dér L, parametriseras genom s = ¢ + iw da w gar fran —oo till co.
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Om v, ér kontinuerlig i en punkt w € R s& dr virdet v,(w) entydigt bestimt av v4y,,
ty sats [.21' medfr att v, (w) dr entydigt bestimt av (v,)g om v, dr kontinuerlig i w, och
som i 9.§ foljer att (v,)g #r entydigt bestamd av Vqy » eftersom méngden {¢,; 1 € H} ar
tit i S (se 11.1).

Lat nu —oo < 0y < 05 < 00 och antag att v ar en analytisk funktion som &r definierad
i det omrade av s-planet som ges av 0; < Res < oy, och att det for varje kompakt
delintervall K av |0y, o,[ finns konstanter C > 0 och k € N
sddana att |v(s)] < C(1 + |s|¥) d& Res € K. Om ¢ € H
foljer da av Cauchys integralsats och uppskattningar, dar
sats 11.2 anvénds, att

| v

ar absolutkonvergent och oberoende av o, forutsatt att
oy < 0 < 0y I detta fall dr alltsa distributionen vy,
bestamd av att v (inklusive v:s definitionsméngd) &r given,
och vi betecknar den da med v,,,. Ibland kommer vi dock
att beteckna v, med enbart v, och vad som avses far da
framga av sammanhanget.

AL,

02

11.6 Exempel Lat 311 och s~! beteckna de analytiska distributioner som ges av den
analytiska funktionen 1/s pa de omraden som definieras av Re s > 0 respektive Re s < 0,
det vill saga,

1 1
s;!=(=,Res>0 och s”'=(=,Res<0] .
+ S H! S H!

Verkan av sjrl och s~! pa en godtycklig analytisk testfunktion ¢ € H ges alltsa av

1 d 1 d
(s7h0) = | w(s)S  respektive (s7hu) = [ —u(s) S,
Ly S 1 L_S 1
dér linjerna Ly ges av s = £1 4 iw da w gar fran —oo till co. (Som Ly kunde vi lika
garna valt linjerna s = +0 + iw da w gar fran —oo till oo, for ett godtyckligt o > 0.)
Vad ar relationen mellan sjrl och s~1? Svaret ar att

(s3h0) — (sZh¢) = 2m9(0), Y € H. (%)

For att se detta, lat strackorna Ly g ges av s = *1 4 iw da w gar fran —R till R, och
lat Si g vara stréckorna givna av s = o £ iR da o gar fran —1 till 1. Residysatsen ger
for R > 0 att

/ —(s) — = 2mi Res —= = 27¢p(0), ¢ € H.
Lir—Syr—L_r+ S_Rr s v 5=0

Nér R — oo foljer av sats 1.2 att integralerna éver Si g gar mot noll, sa vi far att

1 ds 1 ds
~U(s)— — [ —¥(s)— =2m(0), Y e,
L, S ) IS i

vilket visar att (x) géller. Detta betyder att 511 —s~t = 276, dér vi foregripit definitionen

av diracimpulsen som analytisk distribution (se 1.7 nedan).
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11.7 Diracimpulsen Som analytisk distribution definieras diracimpulsen ¢ genom

(0,9) =9(0), ¢ eH.

Att § &r en analytisk distribution (se definitionen i i1.4) foljer av sats 11.2. Mera allmént
har vi ocksa for ¢ € C att ”diracimpulsen i ¢”, som betecknas d. och definieras genom

(Oc, ) = 4(c), Y EH,

ar en analytisk distribution.

11.8 En avbildning fran 8’ till #’ Givet en tempererad distribution v € S’ kan vi
definiera en analytisk distribution, betecknad u*', genom

<UH/7¢> = <U,?/}0>, 77/} € Ha

eftersom 1 — 1y, dar 1g ges av ¥y(w) = ¥ (iw), w € R, ar en kontinuerlig linjar avbildning
fran H till S (se q1.1). Det foljer att avbildningen u — u*’ fran S’ till H’ &r linjér, och
eftersom méngden {ty; 1) € H} &r tit i S (se 11.1) &r avbildningen ocksa injektiv.

Avbildningen v +— u™’ fran S’ till H’ ar alltsa linjar och injektiv, men den bevarar
inte vissa vanliga operationer (till exempel derivering), sa det ar inte sarskilt lampligt att
betrakta S’ som ett underrum av H’ via denna avbildning.

11.9 Operationer pa analytiska distributioner Samma operationer som vi tidigare
distributioner, men vissa detaljer skiljer sig at.
Lat v € H' vara en analytisk distribution. Da definieras v:s derivata v’ genom

<,U/7¢> = _<U7¢/>7 ¢ €H.

Detta utvidgar den vanliga derivatan av analytiska funktioner.

Med en multiplikator pa H' menar vi en analytisk funktion f:C — C for vilken det
finns konstanter C, k och A sadana att |f(s)| < C(1 4+ [s|*)eAResl for s € C. Om f dr en
multiplikator pa H' sa kan produkten fv av f och v definieras genom

(fo,¥) = (v, f4b), e,

ty det foljer da av sats ﬂi:z att ¥ — f1 ar en linjar och kontinuerlig avbildning pa H.
Affina variabelbyten: om 0 # a € R och ¢ € C definieras v(as + ¢) genom

<v(a3 + c),1/1(s)> = Mz@(s),d)((s — c)/a)>, Y eH,

och som viktiga specialfall far vi speglingen v(—s), omskalningarna v(as) for a > 0, och
translationerna v(s — ¢) for ¢ € C.
Konjugeringen v av v definieras genom

(0,0) = (v,9), YEH,

dér ¢ betecknar konjugeringen av v definierad i 11.3. Fér en funktion v(s) innebér detta
att ¥ definieras genom ¥(s) = @ , vilket till exempel ger att om o = v sa ar v reellvard
pa realaxeln i s-planet.

Av definitionerna av operationerna ovan foljer att de &r linjara (utom konjugering som
ar konjugatlinjar) och kontinuerliga operationer pa H'.
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Foljande tva satser spelar en grundlaggande roll ndr man l6ser ekvationer dar analytiska
distributioner ingar. Nar man val har tillgang till laplacetransformen for distributioner,
som vi infor i nista avsnitt, blir dessa satser direkta foljdsatser till sats 2.17 respektive
sats 2.14. Vi utelimnar dirfor deras bevis.

11.10 Sats Antag att v € H' och att v' = 0. Da ar v = C for nagon konstant C € C. [0

11.11 Sats Antag att v € H/, att ¢ € C, och att (s — ¢)v = 0. Da ar v = Cd. for nagon
konstant C € C. O

11.12 Sats Alla I6sningar v € H' till ekvationen (s — ¢y)™ ...(s — ¢)™ v = 0, dér
k>1,mq,...,my >1,0chcy,...,c, €C ar distinkta ges av

k omi—1

Z Z C”(S(J)

i=1 j=0
dar C; ; € C ar en godtycklig konstant, for i =1, ...,k och j =0,...,m; — 1. O

hantera i H' &n i D'(R):

11.13 Exempel Finns det nagon losning v € H’ till ekvationen sv = 17 Ja, till exempel
kan vi ta v = (1/s, Res > 0),,,. D& har vi att

o) = os) = [ L0 T = [0 T = (0) wen,

vilket visar att sv = 1. Har ar L en linje s = 0 + iw da w gar fran —oo till co, for nagot
godtyckligt o > 0. (Jimfér med utredningen av motsvarande fraga for D'(R) i 2.20).

11.14 Exempel Vi bestimmer ett v € H' sadant att s?v = §"".
Eftersom (6",4) = (=1)3(8,4"") = —""(0) for alla ¢ € H ger Cauchys integralformel
for derivator (se till exempel {2] eller {12]) att

oy

(6 7¢>:—% CST s, YeH,

dir C &r cirkeln s = e da @ gar fran 0 till 27. S& vi definierar v € H’ genom

P(s)
(v, 2m/ ds, v EH,

ty da foljer att (s?v,) = (v, s%) = (8", 4) for alla ¢ € H, det vill siga att sv = §.
Vi forenklar v genom att aterigen anvianda Cauchys integralformel for derivator:
31y®(0) _ 9®(0)
<U71/}>_7 51 - 20 ) ¢€H;

sa vi far att v = 6©/20. (Alla losningar v € H’ till s2v = 6" ges dérfor enligt sats 11.12
av v =60)/20 + C§ + D¥', dir C, D € C ir godtyckliga konstanter.)
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Laplacetransform av distributioner

11.15 Definition For en distribution u € D'(R) definierar vi laplacetransformen av u,
betecknad 4 eller Zu, som den analytiska distribution som ges av

(4,9) = (u,?), ¢ €H,

dér, som i 1.1}
Wb(t) =/ Yliw)e “dw, teER.

Att @ verkligen tillhr H/ visar vi i sats 11.18.

For en funktion v € L&, (R) kallar vi .Z(up), dir up, ér den distribution i D/(R) som
ges av u (se sats [[.17), for laplacetransformen av u i distributionsmening. Om X, # &
(se 10.3) sa stammer definitionerna 1115 och 0.1 av u:s laplacetransform 6verens, vilket
vi visar i sats -:11:1:9 Om XY, = @ sa ar definition :_1-(_)-_1: inte av intresse, och vi kommer da
ofta att uteldmna preciseringen ”i distributionsmening” nér vi talar om 2 (up).

11.16 Exempel Vi berdknar laplacetransformen av diracimpulsen 0(¢).
Definition 11.15 ger att

(8(5),0()) = (800, 9(0)) = 6(0) = [ " p(iw)e O duo = / " (i) do
= (1), (), b EH,

dar 1(s) betecknar den funktion som har vérdet 1 for alla s € C. Laplacetransformen av
diracimpulsen () ér alltsa den analytiska distribution som ges av funktionen 1(s), eller
kortare uttryckt: § = 1.

11.17 Exempel Vi berdknar laplacetransformen i distributionsmening av den konstanta
funktionen 1(t), det vill séga den funktion som har vardet 1 for alla t € R.

Notera att funktionen 1(t) tillhér £, (R). Dess laplacetransform i definition j0.1:s
mening ar dock en funktion med tom definitionsméangd, vilket inte dr speciellt anvandbart.
Definition 11.15 ger daremot att

(i(6),0(6)) = 10 50) = [~ dtoyat =205 [~ e at 20000

= 2n(8(s), ¥(s)), v EH.
Laplacetransformen av funktionen 1(t) #r alltsa 2wd(s), eller kortare uttryckt: 1 = 274.

11.18 Sats Laplacetransformen £ avbildar D'(R) pa H', och Z:D'(R) — H' édr en
linjar, inverterbar och kontinuerlig avbildning.

Bevis I detta bevis later vi L beteckna avbildningen 1 — 1) fran # till D(R), som
ar linjér och inverterbar (se 11.1}). Konvergensbegreppet i rummet # &r definierat pa ett
sadant sétt att bade L och dess invers L~! dr kontinuerliga (se 1.1}

Lat u € D'(R). Definition 11.15 siger att (Lu)(v)) = u(L1) for alla ¢ € H, sa vi har
att Zu = wo L (dér tecknet o betecknar sammanséattning av funktioner). Eftersom L
och u ar linjara och kontinuerliga f6ljer att Zu &ar linjar och kontinuerlig, sa Lu € H'.
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Laplacetransformen &r alltsa en avbildning fran D’'(R) till H'. For att visa dess linjaritet
later vi u,v € D'(R) och ¢ € C. Da har vi for alla ¢ € H att

<(U+U)Aﬂ/’> = <U+U71Z}> = <u)1[]> + <'Ua"75> = <ﬂvw> + @W = <ﬁ+@»¢>a
och att
<(CU>A71/}> = <Cu77[)> = C<U,1[J> = C<ﬁ,1/}> - <C’LAL,1,ZJ>,

vilket visar att Z(u +v) = ZLu+ ZLv och att L(cu) = ¢ Zu.

Om u,v € D'(R) ar sadana att Lu = ZLv, det vill siga sadana att uo L = vo L,
s& foljer att wo Lo L™ =wvo Lo L™! och dirmed att u = v. Alltsd ir .£Z: D'(R) — H’
injektiv. Om vi for ett godtyckligt v € H’ siitter u = v o L™! sa foljer att u € D'(R)
och vi far att Lu =uoL =voL toL =uv,s4 . Z:D'(R) — H ir ocksd surjektiv och
dérmed inverterbar.

Om u,u, € D'(R), n =1, 2, ..., ar sadana att u, — u i D'(R) sa har vi att

i (i) = I (g ) = () = (), % € H,
det vill séga att Lu, — ZLu i H' Detta visar att £ : D'(R) — H’ ar kontinuerlig. a

11.19 Sats Laplacetransformen pa D'(R) utvidgar laplacetransformen pa L, (R), det
vill séga, (Lu)qy, = ZL(up) om u € L1, (R) och o € X,.

Bevis Antag att u € £{,(R) och att o € ¥,. Funktionen u(t)e=°* tillhor da £'(R),
s sats ¥.8 ger att Zu (definierad enligt {0.I)) &r en kontinuerlig och begréinsad funktion
pa den linje i s-planet som ges av Res = o. Darmed ger -Zu upphov till en analytisk
distribution (Lu)y,, (se d1.5), och vi far att

oo

(Lu)ppg: ) = / (o + iw) (o + iw) dw = /OO (/_Oo u(t)e= (0wt dt>w(a + iw) dw

—0oQ —0oQ0 [ee]

= [T ([ vto s s = [ utwia

= <U’D’7’¢;> = <$(UD’)aw>7 Y EH,

dir Z(up) ir definierad enligt 11.15, och bytet av integrationsordning ér tillitet enligt
sats A.20 eftersom funktionerna u(t)e=7* och w + (o + iw) tillhér £'(R). Alltsi har vi
att (Lu)yy, = L (up). a

11.20 Sats Laplacetransformen pa D'(R) utvidgar fouriertransformen pa S’, det vill
siga, (Fu)t' = L(uP’) omu € §'.

9.3 och 1115 att ) S — 9
(T ) = (Fu, o) = {u, Fi) (9__3)| |([1.:a)
= <U,IZJ> = <UD/?¢> = <$<upl)aw>v Y eH. <

Alltsa har vi att (Fu)?' = Z(ul’). 0
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11.21 Exempel Sedan tidigare vet vi att laplacetransformen av stegfunktionen x(¢) &r
funktionen 1/s, Res > 0. Vi ska nu anvénda detta for att bestdmma stegfunktionens
fouriertransform i distributionsmening, .%(xg/) (se definition 9.15).

Sats 11.19 ger att laplacetransformen av x i distributionsmening, det vill siga .Z(xp),
ar den analytiska distribution som ges av funktionen 1/s, Res > 0, sa

(Zoo)t) = [ ST ven

dér linjen L ges av s = 1 + iw da w gar fran —oo till co. Enligt Cauchys integralsats
och uppskattningar baserade pa sats ii:z kan linjen L ersdttas med konturen L. + C.,
déar € > 0, L. &r de tva halvlinjerna s = iw da w gar fran —oo till —e och fran e till oo,
och C. ir halveirkeln s = ce®® da 0 gar fran —n/2 till /2. Vi har alltsi att

s) ds s) ds iw) idw /2 i) ceit;
(g = [ VOB [V [ ide 7wl i
|w|>e

L. 8 i c. 8 i iw i —py2 €€t i
w/2 )
= —i/ Yow) dw + Y(ee®)do, e H,
lw|>e @ —m/2

dér ¥o(w) = P (iw) for w € R. Vi later nu e — 0+ och far (jamfér med 6vning 2H) att

<$(XD’)>'¢> = —i<@_1,¢0> + 7T¢(0) = <_7’-@_1 + 7(6(("])777[}0% l/f €H.

Detta ger att F(xg) = —iw ™ +78(w), enligt sats 11.20 och egenskaperna fér avbildningen
fran S’ till H' som definierades i 11.8.

11.22 Méangden X for distributioner For u € D'(R) definierar vi méngden X, genom
Yy, = {0 € R; u(t)e " ér tempererad},

och "konvergensabskissorna” o, och o definieras genom o,, = inf X, och o, = sup X,,.
Notera att u ar tempererad om och endast om 0 tillhor mangden X, .

Nagra exempel: om u(t) = e’x(t), t € R, sa &r £, = &, om u(t) = ¥, t € R, &r
2, ={3},omu(t) = e t eR, i X, = R, och om u har kompakt stéd &r X, = R,
eftersom u(t)e~ 7" da har kompakt stod och darmed &r tempererad, for varje o € R.

Vi har tidigare definierat méngden X, for u € L1, (R) (se 10.3). Notera att X, C X, _,
om u € L, (R), och att det kan intriiffa (se vning 11J) att Oup, < 0y eller att of <ol .

Lat nu u € D'(R). Méngden X, om den inte &r tom eller innehaller precis en punkt,
ar ett intervall, ty om 04,0, € X, och 0y < 0 < 0, sa foljer av likheten

e—Ut

—ot __
U(t)@ T et + e—02t

(u(t)ef‘flt + u(t)efazt)

att o € X, eftersom funktionen e~7¢/(e~1* + e~ 2!) #r en multiplikator pa S’ (se 9.12).
Om w = 0 pa nagot intervall |—o0,a[, och o, € X, sa géller att 0 € X, om ¢ > o;.
For att se detta, lat p € C*°(R) vara sadan att p(t) = 1 dat > a—1 och sadan att p(t) =0

dat < a—2.0m o > oy sa ar funktionen p(t)e~(“ =7V en multiplikator pa S’, sa likheten
u(t)e 7t = p(t)e_(a_"l)t(u(t)e_alt)

medfoér att o € X,. Analogt, om v = 0 pa nagot intervall |a, o[, och o, € X, sa géller
att o € X, om 0 < 05y.
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11.23 Funktionen (u(t),e **) Lat u € D'(R) och antag att o, < o;f. Om s € C och
olikheterna o, < Res < o,f &r uppfyllda s& definierar vi "(u(t), e *')” genom att sitta

(u(t),e ") = <u(t)e”1t +u(t)e 72t e_St>,

e— o1t + e— 02t

dar o,,04 € X, dr valda s& att o0y < Res < 0,. (Notera att e *' inte ar en testfunktion.)

Att detta ger en vildefinierad funktion (u(t),e '), o, < Res < o, ar en foljd av att
distributionen u(t)e=t* 4+ u(t)e~ 72! ar tempererad, att funktionen e=5!/(e~ 71t + e~ 2t)
tillhor S, och att vardet av hogerledet inte beror pa valen av o och o5. For att visa det
sista pastaendet satter vi f(t) = e 7' + e~ 72! t € R, och later p,, vara som i beviset for
sats D.3. Da har vi enligt beviset for sats 9.3 att p,e~5!/f — e 5t/f i S, vilket ger att

—st —st
u(t), e :<ftut,e>: lim<ftut, n(t 6>: lim (u(t), pn(t)e™t),
(u(t). ™) = (Fu(t). 5 ) = Jim (FOuE). pult) 5 ) = lim (u). pu(t)e™")
dér det sista ledet inte beror pa valen av o, och oy.
Om u har kompakt stod sa foljer av sats 9._-1_(-] att o, = —oo och att o = oo, och av

det ovanstaende foljer att (u(t),e ') = (u(t), p(t)e *!) for alla s € C, dir p € D(R) ar
sadan att p =1 i en omgivning av ett intervall som innehaller w:s stod (jamfor med 2.26)).

Foljande sats ger en slags karakterisering av nér laplacetransformen av en distribution
ges av en analytisk funktion.

11.24 Sats Antag att u € D'(R) och att o, < o. D4 ges u:s laplacetransform av
funktionen U(s) = (u(t),e *"), o, < Res < o, som é&r analytisk och har egenskapen
att det for varje kompakt delintervall K av |o, o, finns konstanter C > 0 och k € N
sadana att |U(s)| < C(1 + |s|¥) da Res € K. I specialfallet att u har kompakt stéd ér
funktionen U en multiplikator pa H' (se 11.9).

Antag omvéant att U(s), —oo < 07 < Res < 04 < 00, dr en analytisk funktion med
egenskapen att det for varje kompakt delintervall K av ]oy,0,| finns konstanter C' > 0
och k € N sadana att |U(s)| < C(1 + |s|¥) dd Res € K. Den inversa laplacetransformen
av den analytiska distribution som ges av U ar da en distribution u € D'(R) fér vilken
oy <0y, 00 >0y och (u(t),e ') = U(s) da o, < Res < 5.

Bevis Vi gar bara igenom huvuddragen i detta bevis. Antag forst att u € D'(R) och
att o, < o, och sitt U(s) = (u(t),e "), 0,, < Res < of. Med samma teknik som vi
anvande i beviset av sats :g’-;._-l_a kan man visa att U &r kontinuerligt partiellt deriverbar, och
de uttryck for derivatorna man da far ger att 0U/Ow = 10U/do. Alltsa ar U analytisk.
Uppskattningarna for U, respektive att U ar en multiplikator pa H’ om u har kompakt
stod, foljer av kontinuitetsvillkoren for distributioner i S’ respektive i D'(R) och uttrycken
for (u(t),e™=*) i 11.23 (jamfor med beviset av sats 9.19). Att u:s laplacetransform ges
av U kan man visa genom ett "byte av integrationsordning”, som i beviset av sats 9: 1:9].

Antag nu att U(s), 0y < Res < 0,, &r en analytisk funktion och att uppskattningarna
for U i satsens andra del dr uppfyllda. Sitt u = £~ 1(Uy) och antag att o € R r
sddant att 0, < 0 < 05. Om ¢ € D(R) s ger omskrivningar att (e~ tu, @) = (F v, p),
dér v &r den tempererade distribution som ges av funktionen w — U(o + iw). Alltsa &r
distributionen u(t)e?* tempererad. Pastaendena i satsens andra del foljer av detta och
satsens forsta del (och entydighetsresultatet i I1.5). O
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Rakneregler

11.25 Sats Réknereglerna for laplacetransformen, sats 0.7 (a)-(i), géller om u,v € D'(R)
(informationen om definitionsméngderna &r dock irrelevant i detta sammanhang).

Bevis Reglerna (a) och (b) (att laplacetransformen &r linjér) visade vi i beviset for
sats 11.18. Vi visar nedan (g) och (i), om laplacetransformerna av e“*u(t) respektive tu(t).
Resten av bevisen foljer samma monster.

(g) Antag att u € D'(R) och att ¢ = a +ib € C. For alla ¢ € H har vi att

((eu®) (5), v(s)) = (e u(®), $(1)) = (ult), (1) = ..

Vi vill nu uttrycka €Ct’(/J(t) som transformen av en funktion i H. Det &r héar smidigast att
integrera langs den linje i s-planet som ges av Res = a:

o = 6(a+ib)t/ b(a+ Z'W)e_(aﬂw)t dw :/ Yla+ iw)e_i(“’_b)t dw

/Oo T/J(a + Z(W + b))e_iwt dw = /Oo w(zw + C)e—iwt dw

= W(s+0o)(t), teR,

och vi kan nu avsluta berdkningen:

= (u(t), (¥(s + ) (1)) = (i(s), ¥(s + ¢)) = (als — ), 9(s)).

Detta visar att laplacetransformen av e“u(t) ar (s — c).
(i) Antag att u € D'(R). For alla ¢ € H har vi att

((tu(t))(s),¥(s)) = (tu(t), ¥(t)) = (u(t), td(t)) = ...

Vi vill nu uttrycka t1(t) som transformen av en funktion i 7. Det astadkommer vi genom
att gora en partialintegration, ddr den utintegrerade delen blir lika med noll eftersom
funktionen w 1[1(%0) tillhor S:

w0 =t e T == [0 = [ v T =@y, ter

dér L &r linjen s = iw da w gar fran —oo till co. Vi far nu att

= (u(t), @) (1) = ((s),9'(s)) = —(@(s),¥(s)),

vilket visar att laplacetransformen av tu(t) ar —a/'(s). a

11.26 Exempel Lat u(t) = e for t € R, dir ¢ € C ar en konstant. Vi bestdmmer w:s
laplacetransform (i distributionsmening).
Exempel 11.17 och sats 11.25 (g) ger att
1 =, 270,
el 27é(s — ¢).

Vi har alltsa att 4 = 274...
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11.27 Exempel Vi bestdmmer alla l6sningar y € D'(R) till differentialekvationen
y" — 3y + 2y = 95"
Eftersom laplacetransformen &r inverterbar fran D’(R) till H' géller foljande ekvivalens:
y" =3y +2y =98, yecD(R) — $3 —3sg+29=9s, §€H,

dér vi anvant rdkneregeln for laplacetransform av derivator och att 5=1.
Den hégra ekvationen kan skrivas (s —1)2(s +2)§ = 9s. En partikulirlésning till denna
ekvation ges av (jamfor med exempel 11.13)

<<s = 1>928<s+2>’ fes = 1)71/’

dér vi istallet for "Re s > 1”7 lika gérna kunde ha valt "—2 < Res < 1”7 eller "Res < —2”.
Av sats 11.12 foljer nu att det finns konstanter C, D, E € C sadana att

9s
y=|—er 1 1) D6/ + E6_,.
Y ((8—1)2(S+2)’Res> )H,-i-c 1+ 1+ —2

For att inverstransformera den forsta termen i hogerledet kan vi anvanda tabell och
partialbraksuppdelning, eller inversionsformeln, och diracimpulserna inverstransformerar
vi med hjélp av exempel 11.26. Resultatet blir att

C D E
y = (2¢" +3te’ —2e7)x + el — —tel e

Alla 16sningar y € D'(R) till differentialekvationen ges alltsa av

y = (2¢' +3te’ —2e7*)x + (F + Gt)e' + He ', F,G,H¢eC.

Faltning

Om u € D'(R) och ¢ € D(R) sa giller att faltningen u * ¢ tillhér C*°(R) (enligt sats 5.13)
och att (u*¢)(s) = d(s)p(s), vilket man kan visa pa visentligen samma sitt som vi

bevisade sats 9.27. Har nojer vi oss dock med att utan bevis ge foljande allméanna sats om
laplacetransformen av en faltning. For ett bevis av denna sats, se till exempel I1_4j:.

11.28 Sats Antag att u,v € D'(R) och att minst en av u och v har kompakt stod. Da
galler att (uxv)'(s) = 0(s)0(s). 0

Notera att hogerledet (s)0(s) ovan ar véldefinierat eftersom laplacetransformen av en
distribution med kompakt stéd &r en multiplikator pa H' (enligt sats 11.24).

11.29 Systemfunktionen for ett LTI-system Lat .S vara ett LTI-system och lat h vara

kallas for systemets systemfunktion eller éverforingsfunktion (jimfor med 9.28).
En insignal z € D(R) till S ger utsignalen y = Sx = h * z. Laplacetransformering av
detta samband ger enligt sats :11-_2-8 att

§(s) = h(s)2(s).

Systemfunktionen ger pa detta sitt en kompakt representation av systemets egenskaper.
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Enkelsidig laplacetransform

Den enkelsidiga laplacetransformen &r ett praktiskt verktyg i manga tillimpningar, men
ar inte lika allmént anvindbar som den dubbelsidiga laplacetransform vi hittills studerat.

11.30 Definition Lat u € £}, (R). Den enkelsidiga laplacetransformen av u, som vi
betecknar .Z, u, definieras genom £, u = Z(ux), det vill siga:

(ZLu)(s) :/0 u(t)e "' dt, Res € Xyy.

Eftersom u:s virden pa |—oo,0[ ar betydelselosa for den enkelsidiga laplacetransformen
definieras %, u, genom samma integralformel, ocksa for u € Ellok([O, oo[).

Notera att definitionsméngden for %, v antingen &r tom, eller dr ett halvplan at hoger
i s-planet, eller 4r hela s-planet, enligt 10.3.

Riknereglerna i sats 10.7 for laplacetransformen av u(t) + v(t), cu(t), u(t), u(at),
e“u(t) och tu(t) giller ocksd for den enkelsidiga laplacetransformen. Till exempel har
vi, om u € LI, (R) och ¢ € C, att Z, (eu(t))(s) = (Lu)(s — ¢) di Re(s — ¢) € Dy
Den enkelsidiga laplacetransformen av u(—t) eller u(t — a) uppfyller dock inga samband
som ar enkla nog att kallas rakneregler. Det som ger den enkelsidiga laplacetransformen

en speciell karaktir dr rikneregeln for u/(t), som vi kommer till i sats 11.32.

11.31 Enkelsidig laplacetransform och distributioner Vi ska nu ge en definition av
den enkelsidiga laplacetransformen for distributioner v € D'(R) som ar sadana att "uyx”
kan tolkas pa ett meningsfullt séitt. (For en godtycklig distribution i D’/(R) &r det oklart
vad som skulle menas med dess ”enkelsidiga laplacetransform”.)

Lat u € D'(R). Vi sager att u har enkelsidig laplacetransform om det finns ett € > 0
och en funktion f € £'(]—¢,0[) sddana att u = f pa ]—e,0].

Det foljer att mangden av de distributioner som har enkelsidig laplacetransform ar ett
underrum av D’(R). Notera att varje distribution som ges av en funktion i £, (R), eller
som ar lika med noll pa |—oo, 0[, har enkelsidig laplacetransform enligt denna definition.

Om u har enkelsidig laplacetransform sa definierar vi distributionen uy € D'(R) genom

0
(ut, ) = (u, pp) — i fpt)p(t)dt, ¢ € D(R),

dér e > 0 och f € £'(]—¢,0[) &r sddana att u = f pa ]—¢,0[, och p € C*(R) &r sddan
att p =01 en omgivning av |—c0, —¢] och p =1 i en omgivning av [0, co|.

Det foljer att u enbart beror pa u (och inte pa ¢, f eller p), att uy = 0 pa |—o0,0],
och att avbildningen w + wu, &r linjar. Notera att denna +-operation motsvarar att
multiplicera en funktion i £}, (R) med x, och att om u = 0 pa ]—o0, 0[ sa &r u; = u.

Om u har enkelsidig laplacetransform enligt definitionen ovan sa definierar vi nu till
slut den enkelsidiga laplacetransformen av u, som vi betecknar £, u, genom

Lu="L(uy).

Det foljer att .Z, ar en linjér avbildning fran rummet av de distributioner i D’(R) som
har enkelsidig laplacetransform till rummet H’. Notera att denna definition av enkelsidig
laplacetransform utvidgar definition 11.30, och att £, u = Zu om u =0 pa ]—o0,0].
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11.32 Sats Antag att u € D'(R) och att u:s derivata u' har enkelsidig laplacetransform.
Da giéller att u har enkelsidig laplacetransform, att u har vanstergransvarde i 0, och att

L) (s) = s(Lyu)(s) - u(0-).

Bevis Eftersom v’ har enkelsidig laplacetransform (se 11.31) finns det ett ¢ > 0 och
en funktion f € L£'(]—¢,0[) sadana att v’ = f pa |—¢,0[. Sétt I = ]—¢,0[ och definiera
funktionen F' genom F\(t) = f_tE/Q f(r)dr for t € 1. Da har vi att F' &r en kontinuerlig
funktion som har vénstergransvérde i punkten 0: F(0-) = f_OE /2 [(r) dr. Dessutom géller,
om a,b e I, att

b

b b
[ et = [Faew] - [ Foema. peci), ©

a

vilket kan visas med hjalp av sats :AZ-()‘

Av (x) foljer att v’ = F' pa I, ty om ¢ € D(I) sa far vi att

(', ) I/If(t)w(t) dt = /1 F(t)¢(t)dt = —(F,¢') = (F', ¢).
Detta medfor enligt sats 2.14 att det finns en konstant C' € C sadan att u = F' + C pa I.
Distributionen u ges alltsa av den kontinuerliga funktionen F' 4 C pa intervallet I, vilket
ger att uw har enkelsidig laplacetransform. Eftersom en kontinuerlig funktion ar entydigt
bestdmd av den distribution den ger upphov till, enligt sats :_1-._-2_1:, kan vi utan tvetydighet
definiera w:s vdnstergransvdrde i 0 genom u(0-) = F(0-) + C.

Vi dndrar nu betydelse av bokstaven ”F” och later i resten av detta bevis F' beteckna
funktionen F'+ C' ovan. Formeln (x) ar da fortfarande sann, och v = F' pa I. Vidare later
vi p € C*(R) vara sadan att p(t) = 0da ¢t < —3e/4 och p(t) =1 da t > —e/4. Av det
ovanstaende och definitionen av -+-operationen i ﬂi:?»;l: foljer nu att

0
()4, 0) = (u'pp) = [ fppadt

= —(u, (pp)') — [Fpso}l +/0 F(pp)'dt

—€

0 0
= —(u, p’) — (u, p'p) — F(0-)p(0) +/ chp’dt+/ Fplpdt

—€ €

0
(u, p') + / Fpg'dt — u(0-)p(0)

= —(uy, ¢") —u(0-)p(0)
= ((uy), o) —u(0-)(d,¢), » € D(R),

dar (u, p'p) = f_OE Fp'odt eftersom stodet for p'p dr en kompakt delméangd av I.
Vi har alltsa foljande samband som relaterar +-operationen och derivering:

()4 = (u4)" = u(0-)0.

Laplacetransformering av denna likhet ger att .2, (u/)(s) = s(Z u)(s) — u(0-). g
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Upprepad anviandning av sats ii:3:2: ger foljande resultat:

11.33 Foljdsats Om u € D'(R) och m:te-derivatan u\™ har enkelsidig laplacetransform
sa géller att u, u/, ..., ™1 har enkelsidig laplacetransform, att u, v/, ..., v~V har
vanstergrinsvéirde i 0, och att

L (u™)(s) = s™(Lru)(s) — u(0-)s™ "t —/(0-)s™ % — ... —u™7H(0-). 0

Vi har alltsa foljande formler for den enkelsidiga laplacetransformen av u:s derivator:

L) (s) = s(Lyu)(s) —u(0-),
L(")(s) = $2(Lu)(s) — u(0-)s — w/(0-),
L") (s) = H(Lu)(s) — u(0-)s> — w(0-)s — u"(0-),

och sa vidare. Dessa formler kommer vi att anvénda for att 16sa begynnelsevirdesproblem
med hjélp av enkelsidig laplacetransform i nédsta avsnitt.

Om u,v € Csy(R) sa giller att (uy * vx)(t) = [ u(t —r)v(r) dr i de punkter t > 0 dir
faltningen ar definierad. Integralen i hogerledet skulle kunna kallas fér den “enkelsidiga

faltningen” av u och v, och vi har féljande sats om dess enkelsidiga laplacetransform.

11.34 Sats Antag att u och v tillhr L], (R) eller L}, ([0,00[). Da giller att
t
2z </ u(t —r)v(r) dr) (s) = (Zu)(s)(ZLv)(s), Rese XN Xy,,.
0
Bevis Det foljer av sats 3.7 att funktionen

t »—>/0 u(t —r)v(r)dr,

definierad i de punkter ¢t > 0 for vilka integralen &r absolutkonvergent, vasentligen tillhor
rummet L}, ([0, 00[). Antag nu att o € X,y N Xy Da har vi att

00 oo pt
/ e 7tdt < / / lu(t —r)|e ¢ u(r)|e =" dr dt
0 0o Jo

= /j(/roo lu(t —r)|e =" dt) lu(r)|e=" dr
_ </OOO lu(t)]e" dt) </OOO lo(r)e=7" dr)

< 00,

/Otu(t —rv(r)dr

dar integrationsordningen kan bytas, enligt sats [A:Q:Q, eftersom integranden &r positiv.
Detta visar att den enkelsidiga laplacetransformen av funktionen t + [{ u(t —r)v(r) dr ir
definierad pa den linje i s-planet som ges av Res = o.

Vasentligen samma riakning, men utan beloppstecknen och med o utbytt mot ett s € C

sadant att Res = o, ger att .2, ([ u(t — r)o(r) dr)(s) = (Lu)(s)(Lv)(s). 0
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Begynnelsevardesproblem

Enkelsidig laplacetransform kan anvédndas for att 16sa begynnelsevardesproblem pa ett
effektivt sitt. Det forsta exemplet nedan (11.35) &r avsett att visa hur teorin fungerar
i ett nagot mera komplicerat fall. De tva exemplen dérefter (11.36 och 11.37) visar hur
standardproblem mera kortfattat brukar 16sas.

11.35 Exempel Vi bestammer en 16sning till begynnelsevardesproblemet
{y”—3y’—|—2y:2—|—5, t>0,
y(0-) =2, y'(0-) =5.

Nar vi skriver att differentialekvationen géller for 7t > 0” menar vi att bada leden har
enkelsidig laplacetransform (se 11.31}) och att ekvationen

(' =3y +2y) = (2+0)+ ()
ar uppfylld. Vi antar darfor att y € D'(R) ar sadan att y” har enkelsidig laplacetransform.
Laplacetransformering av (x) ger da, enligt sats '11.33, att

2
Y — 25 —5—3(sY —2) +2Y = ( Res >o> +1,
S H!

dér Y = £y = Z(y4). Forenkling ger att (s —1)(s —2)Y = ((25*+2)/s, Res > 0),,,, s&
vi far med hjilp av sats 11.12 att

25 +2
Y— <S<8—1)(8_2>, Res > 2>H/+051 +D52,

dér vi maste ha att C = D = 0, eftersom y; = 0 pa |—00,0[ och inverstransformen av
hégerledet ir lika med (Ce! + De?!)/2m pa |—oo, 0. Inverstransformering ger nu att

Yy = (1 — de’ + 5e*")y,
sa begynnelsevéirdesproblemet har 16sningen
y(t) =1 —4e' +5e*, t>0,

vilket kan kontrolleras genom inséttning.

Notera att y(0+) = 2 = y(0-) och att y'(0+) = 6 # y'(0—). Begynnelsevillkoren skulle
alltsa ha kunnat anges som "y(0) = 2, 3/(0-) = 5”. Daremot skulle "y(0) = 2, y'(0) = 5"
inte ha gett ett vildefinierat problem.

11.36 Exempel Vi bestammer en 16sning till begynnelsevardesproblemet

y'(t) —y@t) = (&), t=0, . [t 0<t<1,
Lor—a aar 510~ {

4—t, t>1.
Enkelsidig laplacetransformering av differentialekvationen ger enligt sats !

sY(s) =3 —=Y(s) = F(s),

1.32 att

dir Y = 2,y och F = Z, f. Notera att vi inte har angett for vilka s ekvationen géller.
Detta kan utelamnas har eftersom vi anvinder enkelsidig laplacetransform och dérfor vet
att Vs definitionsméngd &r ett halvplan at hoger i s-planet (eller i undantagsfall &r tom
eller dr hela s-planet).
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For att bestdmma F(s), med hjdlp av tabell och rékneregler, skriver vi om f(t) till en
lamplig form:

f)=t+(4—t)—t)x(t—1)=t+ (4 —2t)x(t —1)
=t+(4-2(t—-14D))xt-1)=t+(2-2(t-1)x(t—-1), t>0.
Tabell och rakneregeln for en translation ger att

1
tx(t) N 2 Res > 0,

1
(t—1)x(t—1) 6758—2, Res >0,

och pa samma sétt far vi fram laplacetransformen av x(t — 1), som ar e~ /s, Res > 0.
Tillsammans ger detta att

1 _s2 _s 2 3s2+1 _s25—2
(3—1)Y(s):3+87+e sg—e 38—2: +e?

52 s2

fran vilket vi 16ser ut Y(s) och gor en partialbraksuppdelning. Vi bestdmmer ocksa Y:s
definitionsméngd med hjalp av l4get for singulariteterna i uttrycket for Y(s):

35 +1 2 4 11 2
Y(5) = ——— o = — - = == =, R 1.
() (s —1)s? T ET I T e ST @ e

Inverstransform ger nu att begynnelsevérdesproblemet har 16sningen
y(t) =4de' —t—1+2(t—-1)x(t—1), t>0,
vilket kan kontrolleras genom insédttning.

Enkelsidig laplacetransform kan ocksa anvandas for att 16sa begynnelsevardesproblem
for system av differentialekvationer:

11.37 Exempel Vi bestammer en 16sning till begynnelsevardesproblemet
'(t)+2y(t) =8, t>0,
x(t) +2y'(t) =2t2  t>0,
z(0) =2, y(0)=1.
Enkelsidig laplacetransformering av differentialekvationerna ger att
sX(s) —2+2Y(s) = 8/s?
{X(s) +2(sY(s) — 1) = 4/s3,

dir X = Z, x och Y = Z, y, och transformerna i hogerleden &r definierade for Res > 0.
Vi léser ut X(s) och Y(s) ur detta ekvationssystem och far att

25t — 25% 4 8s% — 4 s3—s2 -2
X(s) = "Res>1, och Y(s)= — 5 "%
() $(s—=1)(s+1) o oc (s) 2 (s—=1)(s+1)

Inverstransformering, till exempel genom partialbraksuppdelning och avlasning i tabell,

ger foljande 16sning, som kan kontrolleras genom inséttning;:

x(t) =2t — 4+ 2t +4e7t, t>0,
y(t) = 2t — et + 27, t>0.

, Res > 1.
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Ovningar

1A Bestidm distributioner u € D'(R) som har laplacetransform

i(s) 53 + 352
w(s) = ———
s2—-1"7

med definitionsméngd given av: (a) Res < -1, (b) =1 <Res <1, (c) Res>1.

118 Bestim alla 16sningar y € D'(R) till differentialekvationen

y'(t) = 2y(t) = 5(t) + ¥ x(t) + 2x(3 — t).

11C Bestim l6sningar till f5ljande begynnelseviirdesproblem:

y"(t) +y(t) = 2!, t>0, y"(t) + 3y/(t) + 2y(t) = e~ tsint, t >0,
® {3 o) 22 O {1y =

y'(t) +3y'(t) +2y(t) = f(t), t=0 iy (2, 0<t<3,
<c){y() 0, y'(0) =1, darf(t)_{o, t>3.
z"(t) +y(t) = t, t>0,
(d) € =) +y' ) =1, t>0,

z(0) = 2'(0) = 1, y(0) = —1L.

11D Bestédm en 16sning  till integralekvationen
t
u(t) = sint + 2/ cos(t —r)u(r)dr, t>0.
0

11F Cenomfor nagra delar av beviset for sats 11.25.

I1F Lat S vara ett LTI-system sadant att 2y’ 4+ y = 2/ + 2 d& y = Sz. Bestim mojliga
impulssvar h for S genom att forst bestamma mdjliga systemfunktioner h for S. Jamfor
med metoden i exempel 3.21.

#11G Ar det majligt att, for var och en av distributionerna i 6vning 114, avgora om u &r
tempererad eller inte utan att bestamma u?

#11H Sitt s7! = (s7' 4+ s2")/2 (se exempel 11.6). Visa att s~! &r udda och att ss~! = 1.
##I 11 Bestiim alla 16sningar v € H’ till ekvationen v” + v = 0. Bevisa ocksé sats i1.10 och
sats 111
*x11J Visa foljande pastaenden:

(a) For funktionen u(t) = 'y (t), t € R, giller att o, = 0 och att Oy = —00.

(b) Distributionen u = £ ! (eieis, 0<Res< ﬂ'),H/ ar valdefinierad och o, = 0.
#¥11K Lat u € D'(R) och antag att stodet for v &r en delméiingd av [0, co[ och att ¥, # @.
Visa att for Res tillrackligt stort har (u(t), e™5") hogst polynomiell tillvéxt.
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Z-transformen

Z-TRANSFORMEN, SOM OMVANDLAR TALFOLJDER till analytiska funktioner, infordes pa
1780-talet av Pierre-Simon de Laplace som ett verktyg for att losa differensekvationer.
Man kan se z-transformen som ett specialfall av laplacetransformen for distributioner,
eftersom z-transformen av en talfoljd u:Z — C genom sambandet z = e® &r samma sak
som laplacetransformen av distributionen > 72 wu(n)d(t — n). Framstéllningen nedan
av teorin for z-transformen ar dock oberoende av teorin for laplacetransformen.

Forelasning 12

Z-transform av talfoljder

12.1 Definition Lat u:Z — C vara en funktion. Vi definierar z-transformen av wu,
betecknad 4 eller Zu, som den funktion som ges av
o0
i(z) = (Zu)(z) = Y u(n)z",
n=—oo
och vars definitionsméngd bestar av de z € C\ {0} for vilka serien &r absolutkonvergent.
Notera att u:s z-transform 4 ges av en potensserie i z, diar bade positiva och negativa
potenser av z ingar, och dir w:s varden anvands som koefficienter. Ibland kallas 4 for
den dubbelsidiga z-transformen av u, speciellt om man vill undvika férvixling med den
enkelsidiga z-transformen av u, vars undre summationsgrans ar 0 istéllet for —oo.

12.2 Exempel Z-transformen av funktionen w(n) = 2™x(n), n € Z, kan berdknas med
hjélp av formeln fér summan av en geometrisk serie. Vi far att

u(z) = Z 2"x(n)z™" = Z 2" = 2(2/2)” = /serien ar absolut-
n=0 n=0

1
konvergent om och endast om [2/z| < 1/: =2/ = i 5 |z| > 2.
For z-transformen av funktionen v(n) = —2"x(—n — 1), n € Z, far vi pa samma sétt att
o) -1 o'}
0(z)= Y —2"x(—n—-1)z"==% (/2)7" == (/2"
n=-—oo n=-—oo n=1

B z2/2 oz
o 1-z/2 22

0< |zl <2.

For z-transformen spelar alltsa definitionsméngden av en transform en viktig roll, precis
som var fallet for laplacetransformen.
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12.3 Definitionsmangden for en z-transform Lat u:Z — C vara en funktion. For
att kunna hantera definitionsméangden for u:s z-transform 4 pa ett enkelt sétt definierar
vi mangden R, genom

R, = {0 <r < oQ; Z;.LOZ—OO |u(n)|7‘_" < OO}

Da giller att definitionsméngden for 4 bestar av de z € C\ {0} sadana att |z| € Ry,
eftersom |27 = |z|~". Notera att om r € R, sa géller att |u(n)| < Cr™ for allan € Z
och nagon konstant C' > 0, eftersom |u(n)|r~" — 0 da n — +oo om r € R,,.

Om ry,7ry € Ry, och 1y < ry sa giller for
alla r sadana att 7, < r < ry att r € Ry,
eftersom r=" < " + ;" for alla n € Z. e .

Det foljer att R, antingen ar den tomma P N
méngden, eller att R, innehaller precis en / \
punkt, eller att R, ar ett intervall. / -t

Vi definierar ocksa konvergensradierna 1 / \ \

r, och r for u genom , |

r, =inf R, och r; =sup R,. \ h ‘ /
Det foljer att om r;, < 7 s& ingar omradet \ /

{zeC;ry <|z|<rf} ~o _

i definitionsméangden for 4.

Om u(n) = 0 da n < m, for nagot m € Z, och r; € R, sa géller for alla r sadana att
r > 71y att 7 € Ry, eftersom r—™ < (r/ry)”"r; " for alla n > m. I detta fall innehaller
alltsa u:s definitionsméngd alla punkter i z-planet utanfoér en cirkel med centrum i origo.
Analogt, om u(n) = 0 da n > m, for nagot m € Z, och ro € Ry, sa géller att r € R,, om

0 <7 <ry. Se exempel 12.3.

[y

Niista sats foljer av teorin for laurentserier (se till exempel {2} eller {12}) och sambandet
mellan z-transformer och potensserier (se definition 12.1).

12.4 Sats Om u:Z — C éir en funktion sadan att r,, < r; sa ér z-transformen av u en
analytisk funktion i omradet {z € C;r; < |z| < rf}. Omvént, om 0 < r| < 7y < 00
och U ér en analytisk funktion i omradet {z € C; ry < |z| < ry} sa finns en entydigt
bestamd funktion u:7Z — C sadan att u(z) = U(z) da ry < |z| < ry. 0

Vi ska nu hérleda nagra delar av den z-transformtabell som finns i formelsamlingen
som hor till denna kurs.

12.5 Exempel Z-transformen av den diskreta diracimpulsen §:7 — C, som ges av
1 =
Sn) = 4 n =0,
0, n#0,

ar, enligt definition :_1- .i:,

6(z) = Z Sn)z "= ... 402+ 122+ 027 4.0 =1, 2 #0.

n=-—0oo
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12.6 Exempel Vi berdknar z-transformen av stegfunktionen y.
Definition [{2.1 och formeln for summan av en geometrisk serie ger att
= 1 z
v = N = 1 -1 —2 RS =
X(z) = > x(n)2 TR = e =

n=-—oo

|z| > 1.

12.7 Exempel Vi bestdmmer z-transformen for en viss f6ljd av binomialkoefficienter.
Resultatet kommer ofta till anvandning vid inverstransformering.
Formeln for summan av en geometrisk serie ger att

(o]
1
g 2= ——, |z| <L
1—=z
n=0

Genom att derivera denna likhet m ganger far vi, eftersom potensserier kan deriveras
termvis, att

oo
nem m!
Vansterledets termer &r lika med noll fér n =0, 1, ..., m—1, sa for 0 < k < m har vi att
oo m'
Ytk n+k—1)...(n+k—m+1)z"Hm = m 2] < L.
n=0

Vi multiplicerar denna likhet med z’(k’m)/ m! och ersitter z med 27!, vilket ger att

 (n+k\ _ Zk-—m 1
Z(m)“—(lz-gw’ <

n=0

Efter forlingning av braket i hogerledet med 2™+ far vi foljande resultat:

n+k o 2kt
_ 1 < k< .
( m )X(n) - CEnEEt 2| >1 (k,bmeN, 0<k<m)

12.8 Exempel Lat u(n) = (cosna)x(n), n € Z, dér o > 0. Vi beréknar u:s z-transform.
Definition {i2.1 och formeln for summan av en geometrisk serie (aterigen) ger att
o0 oo
Z(cos na)z " = Z
n=0 n=0
1 ( 1 1 > 2% — (cosa)z

- n = 9 > 1
1—¢ia/z T 1—eia/y 22 —2(cosa)z +1 12

a(z)

Z"" 1
eznaz—n+ 76_7/"&2’_”
2

n=0

N | —

2

12.9 Exempel Vi bestdmmer z-transformen av den funktion u som ges av

u(n) = {1/71, n >0,
0, n < 0.

Definition 12.1, ger att a(z) = 200, (1/n)2z™" = 271 + (1/2)272 + (1/3)273 + ...
Genom att jimfora detta med maclaurinserien Log(1 + 2) = z — 22/2 + 23/3 — ... | som
ar absolutkonvergent da |z| < 1, ser vi att

z

4(z) = —Log(1 —1/z) = Log P |z| > 1.
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Rakneregler for z-transformen

12.10 Sats Antag att u,v:Z — C ar tva funktioner. Da géller féljande rakneregler:

(a) u(n) +v(n) u(z) +9(2), |z| € Ry N R,

(b) cu(n) ca(2), |z| € Ry, (ceC)

(c) u(n) W(2), |z| € Ry

(d) u(-n) a(1/z), [1/z] € Ry,

(e) u(n —m) 27™0(z), |z] € Ry (mez)

(f) c"u(n) u(z/c), |z/c| € Ry (0#ceC)

(g) nu(n) —20'(2), ry <|z| <1

Bevis Vi visar forst (d). Lat u:Z — C vara en funktion. Da har vi att
(wm) () = Y u(me = 3 um = 3 uln)(1/2)7" = a(1/z),

for z € C\ {0} sadana att |1/z| € R,,. Bevisen for (a)—(f) foljer samma monster.

For att visa (g) antar vi att w:Z — C &r en funktion sadan att r, < r;. Laurentserier
kan deriveras termvis (se till exempel {2} eller [12]), sa utgaende fran definition 12.1, far
vi att

(o]
W(z) = Y ul)(—n)z"h <[z <l
n=-—oo
vilket ger att
o0
—20/(2) = Z nu(n)z=", 1y <|z| <l |
n=-—o00

Dessa riakneregler gor z-transformen anvéandbar for att bestdmma partikulérlésningar
till linjara differensekvationer. Féljande sats, om den allménna 16sningen till en homogen
linjér differensekvation med konstanta koefficienter, ar vardefull vid bestdmning av alla
l6sningar till icke-homogena ekvationer av samma typ. Vi kommer inte att anvénda den
speciellt ofta, men jamfor girna med motsvarande sats for differentialekvationer, sats 2,16,

12.11 Sats Alla I6sningar u:7Z — C till differensekvationen
cpu(n4+m)+ ey quin+m—1)+ ...+ cun+1)+cou(n) =0, neZ,
dirm > 1, ¢g,..., ¢ € C, ¢g # 0 och ¢, # 0 ges av

u(n) = Pi(n)r"+ ...+ Pu(n)ry!, nez,

dar ry,...,r, ar de distinkta rétterna, med respektive multiplicitet mq, ..., my, till den
karakteristiska ekvationen c,,,r™+c,,_17™ 1 4...+cyr+co = 0, och P; ér ett godtyckligt
komplext polynom med grad mindre an m;, for i =1, ..., k. O

Satsen kan bevisas med rent elementéra metoder, vasentligen genom att successivt 16sa
differensekvationer av typen u(n + 1) — ru(n) = v(n), dar 0 # r € C &r en konstant. En
nagot utforligare beskrivning av beviset finns i ledningen till vning 2K
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12.12 Exempel Vi anviander z-transform for att bestdmma l6sningar y:Z — C till
foljande differensekvation:

y(n+2) —5y(n+1) + 6y(n) =2x(n), necZ.

Exempel 12.6 och sats 12.10} (b) ger att hogerledets z-transform &r 2z/(z — 1), |z| > 1,
sa vi antar att R, N ]1,00[ # @ och far med hjélp av sats 12.1( (a), (b) och (e) att
|z € Ry N]1,00].

2
2§(2) = 523(2) + 65(2) = ——.

Vi l6ser ut g(z) och gor en partialbraksuppdelning, men med tanke pa hur transformerna
i tabellen ser ut haller vi ett z i téljaren "utanfoér” uppdelningen:

A(z)— 2z _ . 2
= 25 16)(z—1)  (2-3)(z-2)(-1)

_ 1 2 n 1 .z 2z n z 2| € R
- z—3 z—2 2—1)  2-3 z—2 z—1’ & v

De mojliga definitionsméngderna for ¢ ges alltsa av |z| > 3,2 < |z] <3 och 1 < |2 < 2
(men inte av 0 < |z| < 1 eftersom vi antog att R, N |1, 00 # @).
Antag forst att g(z) ar definierad for |z| > 3. I detta fall far vi direkt ur tabell 16sningen

y(n)=3B"—-2-2"+1)x(n), neZ. (%)

Antag nu att g(z) &r definierad for 2 < |z| < 3. For att bestdmma en funktion wu(n)
som har z-transform z/(z — 3), 0 < |z| < 3, anvinder vi forst sats 12.10 (d) och (e):

u(n) =, i3,0<|z|<3,
1/z 1
— = 1
u(—n) 3 0 0< /2 <3,
1 z 1

Enligt tabell och sats 12.1( (b) #r den sista raden i hogerkolumnen z-transformen av

funktionen —(1/3)(1/3)"x(n). Alltsa ar u(—(n + 1)) = —(1/3)(1/3)"x(n), vilket ger att
u(n) = —=3"x(—n — 1). Losningen till differensekvationen blir alltsa i detta fall

y(n) = =3"x(-n—-1)+(-2-2" +1)x(n), n€Z. (%)

Antag till slut att g(z) &r definierad for 1 < |z| < 2. Pa samma sétt som ovan far vi
att losningen i detta fall ar

y(n)=(=3"+2-2")x(—n—-1)+ x(n), neZ. ()

De tre losningarna (x), (%) och (s*x*) kan kontrolleras genom inséttning. Notera att
storleksordningen av en 16sning, da n — oo respektive n — —oo, bestdms av l6sningens
inre respektive yttre konvergensradie (se 12.3). Notera &ven att skillnaden mellan tva av
l6sningarna &r av formen C'-2" 4+ D-3", vilket f6ljer av att skillnaden 16ser motsvarande
homogena differensekvation y(n +2) — 5y(n +1) + 6y(n) = 0 (se sats 12.11). Till exempel
fas (#x) genom att addera —3™ till hogerledet av (x).
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Faltning och z-transform

12.13 Definition Lat u,v:Z — C vara tva funktioner. Deras faltning, betecknad u * v,

ar den funktion som ges av
oo

(wxv)(n) = Y u(n—k)(k),

k=—o00

och vars definitionsméngd bestar av de n € Z for vilka serien ar absolutkonvergent.

12.14 Sats Lat u,v:7Z — C vara tva funktioner. Om R, N R, # & sa géller att u x v ar
definierad pa hela Z och att (uxv)(z) = 4(2)0(2) da |z| € R, N R,.

Bevis Antag att r € R, N R,, sa att Y o |u(n)|r~™ och >0l |v(n)|r~™ &r
konvergenta. Da har vi att

3 ( 3 |u<n—k>v<k>|)r“— S 3 Juln— k)l ok

=\ b
:k;oo<n_§_:w'“(” - ’“”*”"”) [o(k)|r
=(,2 o) ( 22 o),

dir det foljer av sats A.200 att bytet av summationsordning ir tillitet eftersom termerna
ar ickenegativa. Detta visar for det forsta att > 7= _ o Ju(n — k)v(k)| < oo for allan € Z
(eftersom sista ledet ovan dr andligt), vilket ger att u v &r definierad pa hela Z, och for
det andra att r € Ry, eftersom |(u*v)(n)| < 372 _o |u(n — k)v(k)| for alla n € Z.
Samma rakning som ovan, men med alla beloppstecken borttagna och med r utbytt
mot ett z € C sadant att |z| = r, ger nu att (u*v)(z) = u(z)0(z). g

12.15 Exempel Vi bestammer en 16sning v till ekvationen

u(n) + i u(n — k)2¥ = 4-3"x(-n), ncZ
k=0

Z-transformen av 3~"x(n) #r enligt tabell z/(z — 1/3), |z| > 1/3, sa av sats 1210 (d)
foljer att hogerledets z-transform ar 12/(3 — z), |z| < 3. Serien i vénsterledet &r faltningen
av u och funktionen 2"y(n), vars z-transform &ar z/(z — 2), |z| > 2. Vi far dérfor, med
hjalp av sats -12:124', att

z 12
i i(z) = —— R,N]2,3].
W) + () = 5, el € Run 2.3
Forenkling och partialbraksuppdelning ger att
6(z—2) 3 3 3 3 =z

i(z) = - - - _2 1<z <3
i(z) B3—2)(z—1) 3—-z z-1 3—2 zz-1 12

Det ovanstaende, tabell och sats 12.1( (e) ger nu att

u(n) =3"x(—n) —3x(n—1), neZ,

vilket kan kontrolleras genom insédttning.
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Inversionsformeln

12.16 Inversionsformeln Lat u:7Z — C vara en funktion. Om r € R,, sa galler att

1
3 Crd(z)znfl dz =u(n), nelz,

dér C, ér cirkeln z = re'® da 0 gar fran 0 till 2x.

Bevis Antag att r € R,. Da &ar > 02 |u(n)|r™" < oo, sa det foljer av Weierstrass
majorantsats (A.14) att serien 302 u(n)z~" konvergerar likformigt pa cirkeln som ges
av |z| = r. Enligt sats A9 kan vi dérfér integrera termvis i foljande beréikning:

1 1 -
% CT'&/(Z)Znile = ML7(m§:mu(m)Zm> anldz

1 2m oo . . .

=5 ; < z_:oou(m)r_me_m0> et =000 g
1 27 o0 .

=5 ; (m;wu(m)r”_mez("_mw) do
0 1 2m )

= 3 w(mynm <2 JA d9>

m=—oo T Jo
=u(n), né€Z,
eftersom % 0271' e! =m0 49 &r lika med 0 om m # n och lika med 1 om m = n. O

12.17 Exempel Vianvénder inversionsformeln for att bestamma den funktion u:Z — C

som har z-transform
22-3

W)= one -9y

1< |z <3.

Av sats 12.4 féljer att det finns precis en funktion u:Z — C som har denna z-transform,
och inversionsformeln (12.16) ger oss foljande uttryck for u:

1 22-3 1
= — - =~ ,n- Z
u(n) 271'@'/02(2—1)(2—3)2 dz, neZ
Cr

dir C, ar cirkeln z = 2¢%? da 6 gar fran 0 till 27.

Inversionsformelns integrand ovan har foéljande
singulariteter: enkelpoler i z = 1 och z = 3 och,
om n < 0, en pol av ordning |n| +11i 2z = 0.
Residysatsen ger déarfor for n > 1 att

(22 _ 3)Zn—1
=Res ———— =1, > 1.
uln) = Bes 1 =3 "=
For n = 0 ger residysatsen att
2
-3

u(0) = (13§§ + Rgg) =1+(-1)=0,

2=0" (z —1)(z — 3)z
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men for n < —1 blir det arbetsamt att berédkna residyn i z = 0. Istéllet later vi Cg, for
R > 3, vara cirkeln z = Re®® da 0 gar fran 0 till 2r. Konturen Cr — C5 innesluter da
enbart singulariteten i z = 3, sa residysatsen ger att

(22 _ 3)2;"_1

1 (22 =3)zn !
. AT )2 _Res 0 Z
i Joy_op (= D(z=3) is(z-1)(z-3) "

eftersom Cy — Cr = —(Cg — C3). Dessutom har vi att

1 2 _ n—1 1 2 n—1
/ (22— 3)z d2| < (R°+3)R
cr (

21 Jo (2 —1)(z - 3) o (R—1)(R—3) -

vilket for n < —1 (men inte {6r n > 0) ger att integralen éver Cr gar mot 0 da R — oo.
Sammantaget ger detta att

B (2 =3)""t
u(n) = _1§§§m =-3", n<-L

Dérmed é&r u bestamd: u(n) =1 dan > 1, u(0) =0, och u(n) = —=3" dan < —1.

Enkelsidig z-transform

12.18 Definition Lat u:Z — C vara en funktion. Den enkelsidiga z-transformen av wu,
som vi betecknar 2, u, definieras genom 2, u = 2 (uy), det vill siga:
o0
(Ziu)(2) = > _u(n)z™", |2| € Ruy.
n=0
I denna definition av 2, u saknar w:s virden for negativa heltal betydelse, sa& 2 u
definieras ocksa, pa samma sétt, for funktioner u: N — C.
Notera att definitionsméngden for 2, v antingen &r tom, eller &r hela z-planet utom
en cirkelskiva med centrum i origo, eller &r hela z-planet utom origo, enligt 2.3,

Riknereglerna i sats 12,10 for z-transformen av u(n) + v(n), cu(n), u(n), cu(n) och
nu(n) giller ocksa for den enkelsidiga z-transformen. Dessutom har vi féljande rikneregel

for den enkelsidiga z-transformen av u(n 4+ m), ddr m > 1 ar ett heltal. Rdkneregeln kan
bevisas med en rittfram rikning utgéende fran definition 12.18.

12.19 Sats Antag att u:7Z — C ar en funktion och att m > 1 ar ett heltal. Da géller att
m—1

Z(u(n+m))(z) = 2™(Zu)(z) — Z u(n)z™™ ", |z| € Ryy. 0
n=0

Vi har alltsa att
Z(uln+ 1) (2) = 2(Zu)(2) - u(0)=,

Z (u(n+2))(z)
Z (u(n+3))(z)

2(Zu)(2) — uw(0)2? — u(1)z,

2(Zu)(2) — u(0)23 — u(1)2® — u(2)z,

och sa vidare. Dessa formler ar anvandbara vid 16sning av begynnelsevéirdesproblem for
differensekvationer med hjalp av enkelsidig z-transform.



Z-TRANSFORMEN 153

12.20 Exempel Vi bestammer en 16sning till differensekvationen
yn+2)—3y(n+1)+2y(n) =1, neN,

med begynnelsevillkoren y(0) = 0 och y(1) = 1.
Enkelsidig z-transformering av differensekvationen, med hjilp av tabell och sats 12.19,

ger att Py
22Y(2) — 022 — 12 — 3(2Y(2) — 02) + 2Y(2) = P
P

dér Y = 2, y. (Vi har inte angett hér for vilka z detta géller. JAmfor med exempel 11.36.)

Vi loser ut Y(z), faktoriserar och gér en partialbraksuppdelning, med ett z "utanfér”; och
bestammer Y:s definitionsméngd:

z 2z z 2z
(z—-2)(z—-1)2 2-2 (2-1)2 z-1

Y(2) ==z |z| > 2.
Enligt tabell dr detta z-transformen av funktionen 2-2"y(n) — nx(n) — 2x(n), n € Z, sa
vi far att 16sningen &r

y(n)=2""1—n—-2, neN,

vilket kan kontrolleras genom insattning.

12.21 Exempel Vi bestammer en 16sning till differensekvationen
y(n+2) —2y(n+1)+4y(n) =6, neN,

med begynnelsevillkoren y(0) = 3 och y(1) = 6.
Enkelsidig z-transformering av differensekvationen, med hjilp av tabell och sats 1219,

ger att 62
22Y(2) — 322 — 62 — 2(2Y(2) — 32) + 4Y(2) = L
z —

dir Y = 2, y, vilket vi forenklar till

- 323 — 322 + 62

N z—1 '

Rotterna till 22 — 22 4+4=04rz=1=+ i\/g, sa vi har nu tva alternativ: att faktorisera

polynomet 22 — 2z + 4 i komplexa forstagradsfaktorer eller att behalla det som det &r.
Om vi avstar fran att faktorisera z? — 2z + 4 s& ger en partialbraksuppdelning, med

ett z "utanfor”, att

(22 =22+ 4)Y(2)

¥(2) 322—-32+6 22+ 22 N 2z o> 2
2)=1z = z
(22—=22+44)(z—1) 22—2z+4 2z-1’ ’

dir villkoret |z| > 2 féljer av att |1 +4v/3| = 2. Fér att inverstransformera det forsta
braket i sista ledet gor vi féljande omskrivningar:

242 Az/22+4(z/2)  (2/2)° = (cos §)(2/2) + 5 F(sin §)(2/2)
22—2z44  4((2/2)2— (2/2) +1) (2/2)? —2(cos §)(2/2) + 1 ’

dér vi borjat med att skriva om ndmnaren sa att vi kan anvénda de brak i tabellen som
har nimnare 2% — 2(cos )z + 1. Tabell och sats 12.10 (f) ger nu att

y(n) = 2”cos% —|—2”\/§Sin% +2, neN,

vilket kan kontrolleras genom inséttning. Alternativt, om vi faktoriserar z? — 2z + 4 och
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sedan partialbraksuppdelar, med ett z 7utanfor” som vanligt, sa far vi att

322 _ 3546 1-iV3 1+iV3 2
(O T T it il BN S S M)
(Z —2Z—|—4>(2’—1) z—l—z\/g z—l—|—z\/§ z—1
Detta ger att
1-1v3 . L+ivV3 . E\n
y(n) = ;\f(1+2\/§) + ;\f(l—m/g) +2
1—14v3 . n  1+1v3 L a\m
_ J(gewm) n i(ze—lﬂ/3) P
2 2
1—4/3 1+iv3
= l\fQ" cos@—l—isinm + +Z\f2" cos 2 _ jsin 28 +2
2 3 3 2 3 3

:2"cos%+2"\/§sin%+2, n €N,

vilket Overensstammer med resultatet ovan.

For tva funktioner u,v:Z — C géller att (uyx xvx)(n) => p_ou(n — k)v(k) dan € N,
och detta ger att nésta sats, om z-transformen av denna ”enkelsidiga faltning” av u och v,
ar en direkt foljd av sats 12.14,

12.22 Sats Antag att u och v ar komplexvarda funktioner definierade pa Z eller N. Da
galler att

Q‘ir( Z u(n — k:)v(k))(z) = (Zu)(2)(Z4v)(2), |2 € Ruy N Ryy. O

k=0
12.23 Exempel Vi berdknar vardet av summan
n
s(n)=Y kK =0"+1"+2+...+n’, neN
k=0
Genom att anvinda tabell och sats 1222, med u(n) = 1 och v(n) = n? for n € N, far

vi att den enkelsidiga z-transformen S av s ges av

2z 22+z 23+ 22
S(z) = = 1.
(2) z2—=1(z=1)3 (z2—1)% 2>

Inverstransformering, aterigen med hjéalp av tabell, ger att

S(n)_<n+2)+<n+1) (n+2)(n+1)n+(n+1)n(n—1)

3 3 ) 3! 31

1)(2 1
:n(n—f— )6( n+ )’ ne N

Detta resultat kan kontrolleras, i alla fall delvis, genom att sitta in nagra varden pa n,
till exempel n =0, 1, 2 och 3.
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Ovningar

12A' Lat u(n) = 1 da n < 0 och u(n) = 37" da n > 0. Bestdm u:s z-transform (i detta
ingar att bestamma dess definitionsméngd) med hjélp av definition 12.1.

12B Bestiim z-transformen av foljande funktioner:

a) Vn[d(n+4), (b n(g>x(n), (c) n2"x(1—n),  (d) 2"x(n)cos =

2
12C Bevisa nagra av riknereglerna i satserna 12.10 och 12.19.
12D Bestam funktioner som har foljande z-transformer:
323 — 1122 + 112 3z 1
> 2, b) ———————, =< |z| <2
@ g 0 M )~ sz 2 <

n

12E Bestidm en losning u till ekvationen u(n =5-2". neN.
dak g )

12F Bestim losningar till foljande differensekvationer med begynnelsevillkor:
(a) y(n+2) —4y(n+ 1) +4y(n) =2" dan € N, och y(0) =1, y(1) =4,

(b) y(n+2) —2y(n+1)+2y(n) =6-2" dan € N, och y(0) =4, y(1) =5,

(c)

yin+2)—y(n+1)—2y(n) = f(n) da n € N, och y(0) = y(1) =0, dar f(n) =
da 0<n<5och f(n)=ndan>5.

12Q Visaatt 12 +23+32 + ...+ n® = (1 +2+3+...+n)? for allan > 1.

*12H Bestdm den 16sning till differensekvationen

y(n+1) —2y(n) = x(n), neZ,

som uppfyller villkoret y(0) = 1.

#121 Lat u:Z — C vara en funktion som har period N fér nagot heltal N > 1. Visa att
N N-1

(Zu)(z) = ZNZ_ = > ulm)z > 1

n=0

*x12J Bestim de funktioner u:Z — C som ir lika med noll for negativa heltal och som
uppfyller att u *u = x.

#x1 2K Bevisa sats 1211, Ledning: Med operatorn 7, som verkar pa funktioner v:Z — C
genom (7v)(n) = v(n + 1), kan ekvationen skrivas ¢, (7 — 7)™ ... (T — rp)™u(n) = 0.
Anvind nu féljande (nedan ar 0 # 7, s € C konstanter och p och ¢ betecknar polynom):
alla 16sningar till (7 — r)v(n) = 0 ges av v(n) = Cr™, dar C € C; om gradp > 1 sa &r
(t —r)(p(n)r™) = q(n)r™, dar grad ¢ = (grad p) — 1; ekvationen (7 — r)v(n) = g(n)s™ har
en 16sning v(n) = p(n)s™, dér grad p = grad ¢ om s # r och grad p = (gradq) +1 om s = r.
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Appendix

Linjara rum och normer

A.1 Definition Ett komplext linjdrt rum (eller komplext vektorrum) ar en méngd V, vars
element ibland kallas vektorer, tillsammans med en operation VxV — V: (u,v) — u+ v,
kallad addition, sadan att

(a) u+v=v+4u for alla u,v € V,

(b) (u+v)+w=u+ (v+w) for alla u,v,w € V,

(c) det finns ett nollelement 0 € V sadant att u + 0 = u for alla u € V,

(d) for varje uw € V finns ett element —u € V' sadant att u + (—u) = 0,
och en operation C x V— V': (¢,u) — cu, kallad multiplikation med tal, sadan att

(e) lu =w,

(f) (cd)u = c(du),

(g) (c+d)u=cu+du,

(h) c(u+v) = cu+ cv,

for alla u,v € V och ¢,d € C. Elementen v+ v och cu kallas summan av u och v respektive
produkten av c och u.

For att definiera ett reellt linjart rum beh6ver man bara byta ut C mot R i definitionen
ovan. Inom den teori som handlar om underrum, linjart oberoende, bas och dimension, och
linjira avbildningar och deras matriser (se till exempel {7}) finns inga viisentliga skillnader
mellan reella och komplexa linjara rum. Definitionen av en reell skaldrprodukt maste dock

ge en teori motsvarande den for reella euklidiska rum.
I denna kurs arbetar vi enbart med komplexa linjara rum, sa med ett linjdrt rum menar
vi alltid, om inget annat sigs, ett komplext linjart rum.

A.2 Definition Lat V vara ett linjirt rum. En norm pa V &r en funktion | |:V — R
sadan att

(a) Jlull =0,

(b) feu] = fe[full,

(¢) Jlu+o| <|ul|+ |v| (triangelolikheten),
for alla u,v € V och ¢ € C.

Till exempel ar ||(z1, z2)|; = |z1] + |22| och |(21, 22)|| o = max(|z1],|22]|) tva olika normer
pa det linjéra rummet C? = {(21, 22); 21, 22 € C}. Att dven [|(21, 22)|, = /]21]2 + |22]2 &r

En norm pa ett linjart rum &r en generalisering av begreppet lingd for geometriska
vektorer, och man kan tdnka pa ||u| som "ldngden av u”.

Ofta kréavs i andra framstéllningar att |u| = 0 ska medféra att u = 0, och det som vi
kallar en norm kallas da en seminorm.

157
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Mangder av reella tal
A.3 Intervall Mangderna
la,b[, Ja,o0[, ]—00,b[ och R (a,b€R, a<b)
kallas oppna intervall, mangderna
[a,b], [a,00[, |—00,b] och R (a,beR, a<b)
kallas slutna intervall, och mangderna
la,b] och [a,b] (a,b€eR, a<b)

kallas halvéppna intervall. Med ett intervall (eller godtyckligt intervall) menar vi en méngd
av nagon av typerna ovan. Vi betraktar alltsa inte den tomma méngden, eller delméngder
av R som innehaller precis en punkt, som intervall.

A4 éppna, slutna och begrinsade mangder En delméngd D av R kallas 6ppen om
det for varje t € D finns ett € > 0 sddant att intervallet |¢ — &,¢ + ¢[ &r innehallet i D,
och D kallas sluten om dess komplement {t € R; ¢ ¢ D} &ar 6ppet. (Det finns manga
andra ekvivalenta séitt att definiera dessa begrepp, till exempel med hjilp av begreppet
randpunkt.) Oppna intervall ar 6ppna, och slutna intervall ar slutna.

En delméngd D av R kallas uppat begransad om det finns ett b € R sadant att ¢t < b
for alla t € D, och D kallas nedat begrdnsad om det finns ett a € R sadant att ¢ > a for
alla t € D. Mangden D kallas begrinsad om den adr bade uppat och nedat begransad.

A.5 Kompakta mingder En delmingd K av R kallas kompakt om den ar bade sluten
och begransad.

En komplexvéard funktion f som &r kontinuerlig pa en kompakt méangd K har ett antal
anvandbara egenskaper. Speciellt ar f likformigt kontinuerlig pa K, och om f ar reellviard
s& har f ett storsta och ett minsta virde pa K (se till exempel {4}, [1]; eller {10}).

Vi kommer att ha nytta av foljande observation om kompakta mangder: om K C R
ar kompakt och icke-tom sa finns punkter a,b € K sadana att K C [a,b]. For att visa
detta betraktar vi den kontinuerliga funktionen f(¢) =t, t € K. Eftersom K &ar kompakt
har f ett storsta och ett minsta véirde pa K, det vill sdga, det finns a,b € K sadana att
fla) < f(t) < f(b) for alla t € K, och detta ger att K C [a,b].

A.6 Supremum och infimum En grundlaggande egenskap hos de reella talen R ar att
om D &r en icke-tom och uppat begrinsad delméngd av R, sa existerar en minsta Ovre
begransning b € R for D, det vill sdga ett b sadant att ¢ < b for alla t € D och sadant att
om a < b sa giller att ¢ > a for nagot t € D (se till exempel 4], {1} eller {10}). Detta b
(som &r entydigt bestdmt) kallas supremum for D och betecknas sup D (eller sup,cpt).

Definitionen av supremum utvidgas till godtyckliga delméngder D av R genom att
sitta sup D = oo om D inte &r uppat begransad, och sup D = —oo om D ar den tomma
méngden. Aven i dessa fall &r sup D den minsta évre begrinsningen for D.

Varje delméngd D av R har ocksa en (entydigt bestdmd) storsta undre begrénsning,
som kallas infimum for D och betecknas inf D. For en godtycklig delméangd D av R géller
att inf D = —sup,cp (—t).
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Hoger- och vanstergransvarden

A.7 Definition Lat u: D — C vara en godtycklig funktion vars definitionsmangd D
dr en delméngd av R. Om a € R &r en punkt sadan att det for varje § > 0 finns en
punkt ¢ € D sadan att a < t < a + §, sa sigs funktionen w ha hdgergrinsvirde i a om
gransvardet

u(a+) = tl_i>r£1+ u(t)

existerar andligt, det vill siga om det finns ett ¢ € C sadant att det for varje ¢ > 0 finns
ett d > 0 sadant att |u(t) —¢|<ecoma<t<a+dochteD.
Analogt, om a € R &r en punkt sadan att det for varje 6 > 0 finns en punkt ¢ € D
sadan att a — d < t < a, sa sdgs u ha vdnstergransvdrde i a om gransvardet
= ]
u(a—) Jim u(t)

existerar dndligt, det vill sdga om det finns ett ¢ € C sadant att det for varje € > 0 finns
ett 6 > 0 sadant att |u(t) —c|] <eoma—d <t<aochteD.

Maclaurinutvecklingar

Ett bevis for foljande sats om maclaurinutveckling med resttermen pa integralform finns
vésentligen 1[4}, till exempel. Notera att Lagranges form pa resttermen inte ar anvéndbar
for oss eftersom den inte ar giltig for komplexvéarda funktioner.

A.8 Sats Antag att u € C*(I), dir 1 < k < oo och déir I ér ett Gppet intervall som
innehaller punkten 0. Da géller, om 0 < n < k, att

u(n)(o) n+ un‘i‘l(t) tn—i—l’ te 17
n! (n+1)!

u(t) = u(0) + ' (0)t + ...+
dar )
Up41(t) :/ (n+ 1)1 —r)"u" D (tr)dr, tel. 0
0
Fran integralformeln for w,, 1 far vi, genom satser om derivation under integraltecknet

(se till exempel {9] eller sats !A.19), att u, 1 € C*~(FD(T), vilket om k = oo ska tolkas
som att u,41 € C*°(I). Vi far ocksa att

[tpt1 ()] = /0 (n+1)(1— r)"u(”+1)(tr) dr

1
n — )V ™D ()| dr
s/0< 1) — ) [u D (e d

IA

( sup |u("+1)(tr)|) /Ol(n +1)(1 —r)"dr

0<r<1

= sup [u"tV(tr), tel
0<r<1

Notera att denna uppskattning medfor att om C' ér en konstant sadan att [u(*T1(¢)] < C
for alla t € I, sa foljer att |uy,41(t)| < C for alla t € I.
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Likformig konvergens

A.9 Sats Lat I vara ett intervall och antag att u, € C(I),n =1, 2, ..., dr en foljd som
konvergerar likformigt mot en funktion w: I — C. Da géller att uw € C(I), och att

n— oo

lim Un(t) dt :/ u(t) dt
K K
for varje kompakt delintervall K av I.

Bevis Vi visar forst att u € C(I) genom att visa att u &r kontinuerlig i en godtyckligt
vald punkt a € I.

Lat € > 0. Eftersom u,, — u likformigt finns ett n sadant att |u,(t) — u(t)] < /3
for alla t € I. Funktionen wu, &r kontinuerlig i a, sa det finns ett 6 > 0 sadant att
[un(t) — up(a)] < e/3oma—6 <t <a+dochtel Saforallat e I sadana att
a—0<t<a+o giller att

u(t) — u(@)] < [ult) = un(B)] + [un(t) = wa (@) + [una) ~u(@)| < 5+ 5 + 5 =¢.
vilket visar att u dr kontinuerlig i a.

Lat nu K vara ett kompakt delintervall av I, och séatt L = langden av K. Lat € > 0.
Eftersom u,, — w likformigt finns ett N sadant att |u,(t) — u(t)| < /L for allan > N
och t € I. For alla n > N giller darfor att

‘/qu(t) dt—/Ku(t) dt' S/K|un(t) —u(t)| dt < %L:&

vilket visar att

lim Un(t) dt :/ u(t) dt. a
A.10 Sats Lat I vara ett 6ppet intervall och antag att u, € C'(I), n=1,2, ..., 4r en

foljd som konvergerar punktvis mot en funktion u: I — C, och att f6ljden av derivator u,

konvergerar likformigt mot en funktion v:I — C. D4 giller att u € C*(I) och att v’ = v.

Bevis Fixera en punkt a € I. For varje n har vi, eftersom u,, € C1(I), att

un(t) = up(a) +/ up(r)dr, tel.

I denna likhet haller vi t fixt och later n — oo. Eftersom wu,, — u punktvis har vi att
lim,, o0 un (t) = w(t) och att lim, . un(a) = u(a). Sats :[%_.-g tillampad pa foljden u,, ger
att v € C(I) och att

t

¢
lim [ wun(r) dr—/ v(r)dr.

n—r0oQ a

Sammantaget ger detta att
t
u(t) = u(a) +/ v(r)dr, tel.

Analysens huvudsats ger nu att u ar deriverbar och att «'(t) = v(t) for alla ¢ € I. 0
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Serier

A.11 Numeriska serier Om ¢, € C,ddarn =N, N+ 1, N+ 2, ... for nagot N € Z,
eller dar n € Z, sa kallas

(o) oo
ch:cN+cN+1+..., respektive Z Chn=...+c_1+cog+ecr+...,

n=N n=-—oo

for en numerisk serie och talen ¢, kallas dess termer. Man skriver ofta kortare >, ¢, och
underforstar over vilka n “summan” ska tas.
En numerisk serie Y oL y ¢, sigs vara konvergent om foljden av seriens delsummor

CNs N T Cng1> ON T Cnyp1 Oy

har ett dndligt gransvirde. Gransvéardet kallas da seriens summa och betecknas >°,% y ¢y,

Serien Y oL _ . ¢, sigs vara konvergent om serierna » .. ,c, och > > c_, bada &r
o0

konvergenta, och >0 o ¢+ > peq c—p, kallas da seriens summa och betecknas >0 ¢y,
En serie som inte ar konvergent sigs vara divergent.
En numerisk serie >, ¢, kallas positiv om ¢, > 0 for alla n. For en positiv serie skriver

vi ofta
Z Cp < 00
n

istallet for att sdga att serien ar konvergent.

A.12 Absolutkonvergens En numerisk serie >, ¢, sigs vara absolutkonvergent om

D Jen| < oo
n

En absolutkonvergent serie 3", ¢, r konvergent (se till exempel {4}, [} eller {10}), och

‘ch < Z\cn|
n n

Olikheten kan visas genom att anvénda triangelolikheten pa seriens delsummor.

A.13 Funktionsserier Lat D vara en godtycklig méangd och lat u,,: D — C vara en foljd
av funktioner, dér n &r som i A.1L. D4 kallas

D
n

for en funktionsserie och funktionerna wu, kallas dess termer. For varje fixt t € D ger
funktionsserien >_,, u,, upphov till en numerisk serie Y, u,(t). Om denna numeriska serie
ar konvergent for varje t € D sa kallas funktionen

u(t) = un(t), teD,

for funktionsseriens summa.

For varje begrepp som involverar funktionsfoljder, till exempel punktvis konvergens
och likformig konvergens, finns motsvarande begrepp for funktionsserier, vilket fas genom
att tillimpa det ursprungliga begreppet pa funktionsseriens {6ljd av delsummor (eller pa
delsummorna till Y07 gu, och > 0% u_p,, om serien ar av typen Y oo _ . Up,).
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A.14 Weierstrass majorantsats Lat u,: D — C,n=1,2, ..., ddr D ar en godtycklig
mangd, vara en foljd av funktioner. Antag att M,, ar en foljd av tal (kallade majoranter)
sadana att |u,(t)] < M, for allat € D och n > 1, och sadana att > ..> 1 M,, < cc.

Da giller att den numeriska serien Y o uy(t) ar absolutkonvergent for varje t € D,
och att funktionsserien Y ;> 4 u, konvergerar likformigt mot sin summa.

Om vi dessutom antar att D dr ett intervall och att u,, € C(D) for allan > 1 sa géller
att summan ar kontinuerlig.

Bevis Eftersom |u,(t)| < M, for alla t € D och n > 1 foljer att
Z |un(t)‘ < ZM” <oo, teD,
n=1 n=1

sa den numeriska serien Y -2 ; u,(¢) r absolutkonvergent for varje t € D.
Lat € > 0. Eftersom Y o2, M,, < co kan vi vélja ett N sadant att

(o]
ZMn<€.
n=N

Da galler, for alla n > N och t € D, att

Zuk(t)—Zuk(t)‘ = ‘— > uk(t)‘ <O u® <Y M <e,
k=1 k=1

k=n+1 k=n+1 k=n+1

vilket visar att funktionsserien > .. ;u, konvergerar likformigt mot sin summa.
Om D &r ett intervall och w, € C(D) for alla n > 1 sa foljer att > p_,ur € C(D) for
alla n > 1, sa sats A.9 ger da att funktionsseriens summa #r kontinuerlig. o

Integraler

A.15 Definition Fér ett godtyckligt intervall I och en funktion u € Csiy(I) (se I.3) ger
vi nedan en definition av integralen

b
/u(t) dt, eller / u(t) dt,
1 a

dér a och b ar I's vénstra respektive hogra dndpunkt (reella tal eller +00). Vi forutsitter
att integralen redan ar definierad (till exempel genom riemannsummor) {6r kontinuerliga
komplexvérda funktioner pa slutna och begriansade intervall.

Antag forst att I = |a, b[ ar ett Oppet begransat intervall och att u € C(I). I detta fall
sigs integralen [, u(t) dt vara konvergent om gransvérdena

(a+b)/2 B
lim u(t)dt och lim u(t) dt
A—a+ J4 B—b- (a+b)/2

existerar dndligt. Deras summa kallas da integralens véirde och betecknas [; u(t) dt.

Antag nu att I &r ett begrénsat intervall och att u € Csty(I). Med en delningspunkt
menar vi (tillfalligt) en undantagspunkt for u eller en &ndpunkt f6r 7, och med en del av T
menar vi ett 6ppet delintervall av I som inte innehaller nagon undantagspunkt fér « och
vars d&ndpunkter dr delningspunkter. Om integralen av u 6ver varje del av I ar konvergent
sa ségs [; u(t)dt vara konvergent och summan av integralerna 6ver alla delar av I kallas
integralens vdrde och betecknas [; u(t) dt.
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Antag till slut att [ &r ett obegréansat intervall och att u € Cyy(I). Lat a och b vara I:s
vénstra respektive hogra andpunkt. I de tre fallen —oco < a < b= 00, —c0o =a < b < 0,
respektive —oo = a < b = oo ségs integralen [; u(t) dt vara konvergent om grénsvardet

B b
lim u(t)dt, grénsviardet lim u(t) dt,
B—oo J, A——o0 Ja
respektive gransvardena
B 0
lim u(t)dt och lim u(t) dt
B—oo Jg A——oco [pu

existerar dndligt. Gransvardet, respektive summan av gransviardena, kallas da integralens
vdrde och betecknas [, u(t) dt.

Observera att u:s véirden i eventuella undantagspunkter for v inte spelar nagon som
helst roll i definitionen av integralen ovan. Om I &r ett intervall och u ar en funktion som
viisentligen tillhor Cy (1) (se i.3), s& definierar vi dérfor integralen av u éver I genom att
sitta [;u(t)dt = [;a(t)dt, dir @ definieras som i .3

En integral som inte ar konvergent sags vara divergent.

Lat I vara ett godtyckligt intervall och antag att u € Csy(I) &r en positiv funktion,
det vill séga att u(t) > 0 for alla t € I. Da skriver vi ofta

/u(t) dt < oo

I

istéllet for att sdga att integralen [; u(t)dt &r konvergent, och om [; u(t) dt ar divergent
(och u &r positiv) sa tilldelar vi ibland integralen "virdet” oo.

Elementéra integrationsregler for integralen foljer av motsvarande regler for integralen
av kontinuerliga funktioner pa slutna och begrénsade intervall (och rékneregler for grans-
véarden). Till exempel &r integralen linjér, det vill sdga att om u,v € Csy(I) &r sadana
att [, u(t) dt och [; v(t)dt ar konvergenta, och om ¢ € C, sa ar dven [, (u(t)+v(t))dt och
J cu(t) dt konvergenta, och det géller att

/(u(t) + v(t)) dt :/u(t) dt+/v(t) dt,

I 1 I

/Icu(t) dt = C/Iu(t) dt.

Ett annat exempel ar egenskaperna for absolutkonvergenta integraler.

och att

A.16 Absolutkonvergens Integralen [, u(t)dt, dér I &r ett intervall och u € Csy(I),
sags vara absolutkonvergent om

/ lu(t)] dt < 0.
I

En absolutkonvergent integral [, u(t) dt #r konvergent (se till exempel [4], {1} eller [10]),

och det géller att
/u(t) dt‘ </|u(t)|dt.
I I

Om intervallet I &r slutet och begrénsat och u € C(I) sa kan denna olikhet visas genom
att approximera integralerna med riemannsummor.
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En viktig egenskap hos integrerbara funktioner (se :_l-_zll) ar att de kan approximeras
godtyckligt val med “enklare” funktioner, till exempel som i féljande sats.

A.17 Sats Antag att u € L'(R) och att e > 0. D4 finns en funktion v:R — C som ér
styckvis konstant, har kompakt stéd, och ar sadan att

/_OO lu(t) —v(t)|dt < e.

oo

Bevis Vi viljer forst a,b € R sadana att a < b och sadana att

/ u(t)] dt < & och/ lu(t)] dt < =,
8 \ 8

— 00

vilket dr mojligt eftersom [0 |u(t)|dt < co.
Lat ag < ag < ... <ap, for nagot N > 0, vara w:s undantagspunkter i intervallet |a, b],
och sitt ag = a, ay, 1 = b. Eftersom [ |u(t)| dt < co kan vi vélja ett § > 0 sadant att

an+0 e
u(t)|dt < ———, 0<n<N+1,
[y ok < g
och vi ser ocksa till sa att 6 < (ap, —an—1)/2 for 1 <n < N+ 1.

Sétt ug(t) = u(t) da t < a eller t > b eller |t — a,| < 6 for nagot 0 < n < N + 1, och
sttt ug(t) = 0 for 6vrigt. Da foljer av det ovanstaende att

o £

o

For 1 <n < N + 1 sétter vi u,(t) = u(t) dat € K,, = [an—1+ J,an, — 0] och u,(t) =0
for ovrigt. Da har vi att v = wy + uy + ... + uy, 1. Funktionen w,, &r kontinuerlig pa det
kompakta intervallet K, sa u,, ar likformigt kontinuerlig pa K,,. Darfor finns en styckvis
konstant funktion v, : R — C, som ar lika med noll utanfér K,,, sadan att
€
un(t) — vn(t)| <

v o L€ K,
3N+ DL, €

dér L, &r lingden av intervallet K, (se till exempel [4]).
Satt nu v = vy + ...+ vy, 1. Funktionen v ar styckvis konstant och har kompakt stod,
och avslutningsvis har vi att

/_Oo lu(t) — v(t)| dt = /_OO lug(t) +uy(t) —vi(t) + ... +uny1(t) — oy ()] dt

N-+1
</ Jug (t |dt+Z/ [un (t) — vy (£)| dt
N+1
<= +Z/ |t (t) — v (2)] dt
N—+1

<3 +Z N+1 Ln
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Vi kommer ofta att ha anvandning for féljande satser om integraler. Deras bevis hor
dock hemma i en mera avancerad framstillning av integrationsteori (se till exempel [11]).

Forst har vi en sats om gransovergang under integraltecknet (en variant av Lebesgues
dominerade konvergenssats). Jamfor girna med sats A9,

A.18 Sats Lat I vara ett godtyckligt intervall och antag att u, € L'(I), n=1,2, ...,
ir en foljd som konvergerar punktvis pa I mot en funktion u € L*(I) och att det finns en
funktion v € LY(I) sadan att

|un(t)| < w(t) for allat € I ochn > 1.

Da giéller att

lim /I|un(t) (b)) dt =0,

n— o0

och darmed att

lim [ w,(t)dt :/u(t) dt. g
I I

n— o0

Nésta sats handlar om derivation under integraltecknet. For andra varianter av sadana
satser, se girna {9].

A.19 Sats Antag att funktionen u(t,r) dr definierad for a < t < b och r € I, dar I ar
ett godtyckligt intervall, att funktionen t — wu(t,r) ar deriverbar fér varje r € I, och att
funktionerna r + u(t,r) och r + u}(t,r) tillhér LY(I) for alla a < t < b. Séitt

U(t) :/u(t,r)dr, a<t<b.
I
Antag ocksé att det finns en funktion v € L'(I) sadan att
luy(t,r)| <wv(r) for allar € I och a <t <b.

Da ar U deriverbar, och

U(t) = / d(tr)dr, a<t<b. 0
I

Till slut har vi en sats om byte av integrationsordning (en variant av Fubinis sats).
En av satsens forutsiattningar ar att en viss funktion ska vara mdtbar. Detta ar ett slags
minimalt regularitetskrav, som uppfylls av alla funktioner som pa ett "naturligt” satt
uppstar inom matematisk analys. Med den sa kallade lebesgueintegralen kan métbara
funktioner integreras (se till exempel {11}), men vi kommer enbart att anviinda satsen da
de integraler som ingar existerar i definition z&:1:5:ls mening.

A.20 Sats Lat u:1 x J — C vara en mdatbar funktion, ddr I och J ar godtyckliga
intervall, och antag att u(t,r) > 0 for allat € I och r € J, eller att

/I</J|u(t,7“)|dr> dt < oo, eller att /,(/,'“(t’r)|dt) dr < co.
Daé giller att
/I</Ju(t,7’) dr) dt = /J(/Iu(t,r) dt> dr. 0
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Svar till ovningar

Forelasning 1

) 0
06 (0) 302) - [ acomar B e+ [ wOd (00
g-_B'- (a) 28, + (cost) (X(t +1) — x(t— 2)) (b) =4 (c) €%65 —2e*'x(3 —t)

_-Q (a) Ja; (u,p) = /00 |t|_1/2ap(t) dt (b) Nej (c) Ja; (u, @) :/000 t~p(t) dt

(o]

1D, 6 1B (a) — (b) — (¢) Nej, ty f ¢ Lio(R)

=t
1

iR -0 16 -

1 (a) Till exempel nigot med area 1 som drar sig ut mot en kant
(b) Till exempel nagot med héjd 1 vars area gar mot 0 medan den aker omkring

(c) Till exempel nagot med area 1 som flyter ut och vars héjd gar mot 0

1, — IK Nej, kontinuitetsvillkoret kan inte uppfyllas

Forelasning 2
RA Derivatan &r 6 — (sint)y

2B (a) Funktioner pa I som &r o#ndligt deriverbara (se 2.8), och konstanter (se {l.13)

(b) Enbart |t|x. Produkterna xd, t~'6, £, t~'¢~! och |t|6’ saknar mening
(c) Uttrycket t~'¢8 saknar mening, sa det dr varken lika med 1§ eller 10

RC (a) -4 (b) —2¢' (c) 964 — 1264 + 255 (d) 36,

(e) %£06" (f) 6 (g) t4+2+2(t—1)71 (h) ¢t

N

2D (a) e "y +Ce ', dir CeC (b) t+ Ct '+ Ds, déir C, D € C
(c) —=26'+Cx+ D, dir C,DeC (d) =t 24+ Cx+ DS+ E,dir C,D,EeC
(e) 2t ' —(t+ 1)=& +C5+D5_y,dir C,D € C

(f) t 1= (t-3)"'+3(t—3)"2+ 06+ Dés+ Ed4, dir C, D, E € C

?-_ - ?-_l

o
\

¢ 2H - 2L- 2J -
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Forelasning 3

(a) e'—1—tdat>0, 0dat<0 (b) 2—e™2dat<3, & 'dat>3

Y

8B (cos2t —sin2t)x(t) + Ccos2t + Dsin2t, dir C, D € C

- 1
8C (uxp)(t) ér lika med: 0 dat < —h, E(t+h)2da—hgtgh, tdat>h

. 1
3D (a) §(et —e Nx(t)+ Ce' + De™", diir C,D € C

t
(0) Jas (e =@y =y [ (e ety ar
(c) Ja; —%eilt‘

BE -  BRO+20-(+3)e'x(-t) 3G -

8H 7 Bl u=fxv 8] — 8K Till exempel z — 7,7, z € D(R)

Forelasning 4

4A —
aﬁ (a) 1 + Z 1 eQﬂ'int, C\
== 2 2min ’ : '
n#0
1 . 1 . 1+ (=)™
b) — it it '\~ int, V\
b) G —ge =2 o2 —1)° ya
n#+1 I
r-= r== 1 cos2nt + 27w sin 27t
4C — t) = —
& 4D y(t) =5+ 2 + 82
-- 1 1 o= cos2mnt w2 2
1 - oo s _ b o o
R DI ) T (o)
\rom T 4 cosnt
aF, (a) 5 7 Z 2
n>1 udda

S /
(b) 227511{171157
=t / / s

4H nfa(n) — 0dan — oo al Z g~ Inljneint 4] —

n=—oo

rs
3
|
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Forelasning 5

5 A sin 6t — 6 cos 6t

- em —1
{ul f1) (ul fn)
6B Pu = fit...+ f
- (lf) (Inlf) ™
“5 N 2 in2t. T— 2 m -8
"5"”;0077(1—271)(1—1—211)6 ’ 4 16
P== 1 2 B 1
§-a (a‘) 00*57 C1=C1 = ﬁ, 62_6_2727772
1 4 1

(b) Qo—g, a; = 35 b, =0, a2_ﬁ’ by =0
- S 1
PR u — Syuly < Jo N
5F, — 5G — 5H — 5% —

Forelasning 6

6A; 5/2
6B - 1 0 .
68 () W =—1+ 3 6, (b) W)y(n) = {07 n# (©) 3 et
n=-—oo , n=20 oy
ex e met4e ™ 1
89 - ﬁ"ﬂ-e”—e—“’ 2em _em 2
35 SgUT int g 1, n>0
) d ==
& néa i {—1, n <0
— 2 2
PF, Summan har period 27 och ges av 7 —mt+— da 0<t<2rm
6 -  BH - 6l -
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Forelasning 7
6
94 w?

(ISM

a(w)

-’_7-]3' 272 dat>1, ef7tdat<1

TO tda|t] <1, £1/2dat==+1, 0da || >1

7D (a) me'sw 21l (b) T (elwm1l/3 _ g~lwrt1l/3) (c) M -
61 5
(1 + 2|wl|) ol
@~
T8 - TR ()= 2e - e
G LR L 53 it 2
' WG 2 t o
TG (a) 2\/Ee (b) 36 x(t) (c) 4\/7?6
1/2, —-1<t<5
@ {/
) annars
. ) )
TH y(t) = _6t14g5€—t dat >0, y(t) = §€2t _ §et dit <0

T, n=0

7K Nej
0, n#0 -

h oyt =2 FR @) = {

Forelasning 8

e - 1

BA! u(t) = — e V3l

- 3

4 sin? 2r 3
BB aw) = = diw#0, a(0) =4 m 5

w
u(x,t) :/OO f(xff)ie_g/“dﬁ zeER, t>0
- ) o \/m ) )
(Man kan under vissa férutsittningar visa att tlinol+u(x, t) = f(z))
—

8D u(t) =2(1—t)e 80 2"

BH u(t)=t+3da -3<t< -1, ult)=-2tda —1<t<1, u(t)=t—-3da1<t<3,

och u(t) =0da |t| > 3

BI -

oot

;]:f

|wl
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Forelasning 9

DA (a) 2m(—6"+i6'+6)  (b) 2mid'+4md +me ¥l (¢) ind/(w — 1) + ind'(w + 1)

(d) W+ = (=17

o _ Ye e 1 b,y 1, 1 i
U8 - O (@) 5- et () 2okt () Lt (@) St s
== 1
9D (a) y:1+§e*'t‘+0et+De*t; S C=D=0, D(R): C,DeC
(b) y=1i(1—e®)x(t) +Ce'; S D'(R): CeC
(c) y = —(cost)x(t) — e'x(—t) + Ccost + Dsint + Ee'; S C,DeC, E=0,
D'R): C,D,E €C
OF ﬁ(w)—(,)gwfg; h(t) = 2e "X (t) — e3'x(—t); S ér inte kausalt
w)2 — 2w —
- _ “lel 1 . ‘- - -
9 - 0T i) = —in(w 4 ) - B -
ol o o bI 9. J
Forelasning 10
I 1
TUA i(s)=————— 2<Res<3
LOA! i(s) 5-2)(s-3) < Res <
—_ 24 4 1 e*(cos1— (sin1)s)
-_913"(&)54—?—1-? Res >0 (b) 21 , Res >0
s+1 eS—e”*

Res < —1 (d) , s €C (lika med 2 da s =0)

242545’
—s

(e) — ¢ , Res <0 (f) Ej definierad i nagon punkt s € C
s

0, t>1 —t, t>1 el —t, t>1
o @ {0, 2 o {2 ©fr 1

108 (a) (1—(2t+ e *")x(t) (b) €?!(cos 3t — 2sin 3t)x(t)

(c) e 'x(t) + (cost —sint)x(—t) (d) =3ty (=t —2)

1
—_

OF, u(t) = (t — 1)x(—t) 10G a(s) = s’ Res >0
LOH u(t) = 2(1 —t)x(t) + 4 i X(t —2n) eller u(t)=2(1+1t)x(—t)+4 i X(—t—2n)
for 200 a0n - 30K -
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Forelasning 11
1TA (a) u=206430+ (=2 + e )x(—t)  (b) u=03+36—2ex(—t) — e tx(t)
(c) u=20+35+ (2" — e )x(t)
1B y(t) = (t+ 1)eXx(t) + (23 —1)x(3 —t) + Ce*, dir C € C
1G (a) y(t) = €' +cost +sint, t >0  (b) y(t) = ge*% — %e*t(coswsint), t>0
(c) yt) =1—et — (1 =273 4 7209\ (t = 3), t>0

(d) z(t) =€, yt)=t—¢', t>0

1D u(t)=te', t>0  {F -
—_—- A s+ 1 1 1 1 _, c _ .
1F N - . —— - /2 ~ t/2
11F, h (28+1,Res> 2>Hl+05_1/2, h 25+46 x+27re ,dar C e C
11G Ja (Se definitionen av ¥, i 11.24, och sats 11.24) 11H —
ifie=0 13- 1K -
Forelasning 12

_— 2z 1
d2A 4 = = 1
128 0G) = g m oy 3 <Hl<
R 222 + 2 8(z—1)
128 224 b) —— 1 - 2
12B (a) 22%, 2#0 (b) e |z] > (c) Sz =2) 0< |zl <

2

z

2
@ oo >

126 - 12D (a) 36(n+ 1)+ (n+2)2" 'x(n)  (b) 27"

12E u(n) = 2"—|—4cosn77r —QSin%T, neN

i2F (a) y(n) = (*+ T +8)2" % neN

—3.97 4 27/2(cos T _ogin 21
(b) y(n)=3-2"+2 (cos4 2sm4),n€N

() y(n) = 2" — 34 (—1)" — i(2n 11— (~1)")x(n—5), neN

=
16!
=
=
I
H_
=
—
S
3
N
=_
S
F=i

2
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© 42,67, 5, 103, 01, 7 oad

126, 133, 143 x 4
« 28,93, 83,102, 150 2 3d
o B3, 70 ol
I Arctan T
Il 42 c,ck c>
|1, 89 Csty, City B
[ D i
(,) B D828 D' 8,13
(1), 59 o B
(1 )ar 29 P99
fr 40, 66 Dy B3
§ 10, 100, 130, 146 F 175, 102
X 012,134 F~1 Bl
absolutkonvergens

for fourierserie 54

for integral 163

for numerisk serie {161
affint variabelbyte

for analytisk distribution 130

for distribution i D’ 1§

for tempererad distribution :_1-_-]_J'|
d’Alemberts formel 94

analytisk distribution {28
given av funktion 128
analytisk testfunktion 126

begriinsad funktion
begrinsad mingd 158
Bessels olikhet 57
Cauchy-Schwarz olikhet 7
cosinusserie :_5-1.'

deltafunktionen 0

175

Fr 43,67 Log V1

M 1126 R 146

M Q28 rm, et 46
w129 S i
w130 S 98

o 138 o ¥

inf {58 Sy #2

2 11,1133 Sy 49

2, 38, 138 sgn 106
L' 45 sup 153
£l @ T 5

Ly 3 th et
£ 34 V56

L7 59 Z 145
L> 48 %, 152

derivata

av analytisk distribution 130

av distribution i D’ 1%

av tempererad distribution 101

hogre ordningens 7

i distributionsmening {6

punktvis {6
diracimpulsen [0, 100, 130, 146
dirichletkéirnan 47, 82
diskreta diracimpulsen :_1-4_1-
distribution &

analytisk 128

given av funktion o

med kompakt stod 24

periodisk $5

tempererad :9-8, '_Q-E_X
distributionsderivata 16
distributionsmening

derivata i 6

fouriertransform i {02

konvergens i [
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distributionsmening
laplacetransform i {132
likhet i 110

dubbelsidig laplacet;a}ls-f(;r-m

dubbelsidig z-transform 145

enkelsidig laplacetransform
av distribution 3¢
av funktion 38
enkelsidig z-transform 152
etta Over en period 1_3-5
Eulers formler {0

Eulers konstant 114
faltning
av distributioner 33
av funktioner 27
avu €D ochpeD g2
avucS ochpeS 107
0

av u,v:Z — C :15
periodisk 53, 7
fejérkérnan 49
fourierkoefficienter
for periodisk distribution B
for periodisk funktion U2
Fouriers inversionsformel &1
fourierserie
absolutkonvergens for 54
for periodisk distribution [)-ﬁ
for periodisk funktion 2
konvergens for 43
i distributionsmening 68
i medel 61
punktvis {7
summa av #2
symmetrisk delsumma till 42
fouriertransform
av funktion 75
av tempererad distribution {02
i distributionsmening {03
frekvensfunktion {108
fullstindig ON-m#ngd 58
fundamentalldsning 55
funktional §
funktionsrum 3

funktionsserie 61
generaliserad hogerderivata 46
generaliserad vinsterderivata 46
Gibbs fenomen 48

glidande medelvirde 27
grundvinkelfrekvens 39

harmonisk sviingning 40
heavisidefunktionen
hogergransvirde 159
hogst polynomiell tillvixt p6, 99
impulssvar 54
infimum 158
integral

av f € Cory 162

over en period 40
integrerbar funktion 4,
intervall 158
invers fouriertransform g1
inversionsformel

Fouriers &1,

for laplacetransformen

=,
1Ny
1.

for z-transformen {151

jamn distribution 25
karakteristisk funktion &8
kausalt LTI-system 36
kompakt méingd {58
komplex form 'ﬁf(_j
konjugatlinjir [5
konjugering
av analytisk distribution 13
av analytisk testfunktion 12:
av distribution i D’ 19
av tempererad distribution {OT
kontinuerlig inklusion 98
kontinuitetsvillkor
for analytisk distribution 128
for distribution i D’ §
for LTI-system 84
for tempererad distribution 98

[{ent]

konvergens
for fourierserie @Q_i
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konvergens

for integral 162

for numerisk serie {61

i distributionsmening -_12:

1 unitart rum :’_53

likformig &

punktvis :4:
konvergensabskissa 112, 134
konvergensbegrepp &
konvergensradie 146

laplacetransform
av distribution {32
av funktion {11
dubbelsidig {11
enkelsidig 138
i distributionsmening
likformig konvergens
likhet
i distributionsmening LG
pa éppet intervall 1,
linjért rum 157
lokalt integrerbar funktion
LTI-system 34

432

maclaurinutveckling {59

medelvarde
av periodisk distribution p6
av periodisk funktion 4
multiplikator pa H’ 130

multiplikator pa &’ 101
nedat begriansad méangd '_1-5
157

pa unitdrt rum 55

norm

normerad vektor 5@‘
numerisk serie :_1-6_3-1_:

omskalning 9

ON-mingd 56
fullsténdig 58

operation
péa analytiska distributioner 130
pa analytiska testfunktioner 128
pa distributioner i D’ 5
pa tempererade distributioner :_l-(_)-l:

177

ortogonal projektion 56
ortogonala vektorer -56

paritetsbevarande operation 44
Parsevals formel

for u,v € L2(R) 90

for u,v € L2 5-1_:
periodisering 9
periodisk distribution B3
periodisk faltning

for distributioner 70

for funktioner 53
periodisk funktion 39
periodisk utvidgning :§_
Plancherels formel 90
Poissons summationsformel :9-5
polarisationsidentiteten 58
primitiv till distribution 20
principalviirde 25
produkt, av funktion och

analytisk distribution 130

distribution i D’ 1§

tempererad distribution
pulstag 65
punktvis derivata 116
punktvis konvergens ¥

av fourierserie {7
"Pythagoras sats” 56

q0L

reell form #(
regularisering 50
regularitet och avtagande g1
restriktion av distribution [T
Riemann-Lebesgues lemma {6
rakneregler

for fourlerkoefﬁmenter 441 '_7-

for laplacetransformen il@, 136
for z-transformen |48

samplingsteoremet 89,

satsen om punktvis konvergens {7
schwartzklassen 97
schwartztestfunktion 97
seminorm :_1-52:

signumfunktionen 06
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sinusserie Bl translation 9
skalirprodukt 55 translationsinvariant operator 34
sluten miingd 58 triangelolikheten 15%
slutviirdessatsen {122 trigonometrisk serie {h
snabbt avtagande 97 trigonometriskt polynom 40
spegling 9
startvirdessatsen 121 udda distribution 25
stegfunktionen U undantagspunkt 8
styckvis konstant funktion 8 unitirt rum 55
styckvis kontinuerlig funktion 3 uppat begréansad méangd :_1-_-8_:
stod utvidgning
for distribution 2-4: av u € D’ med kompakt stod ?7_1:
for funktion periodisk 39
summa
av fourierserie 42 vektorrum 15%
av funktionsserie 161 verkan pé testfunktioner 8
av numerisk serie 16T vagekvationen 93
supremum 58 véinstergrinsvirde 159
supremumnormen % virde av integral {63
symmetrisk delsumma {3 vésentligen tillhor 8
system Séj
LTI- 84 Weierstrass majorantsats 162
tidsinvariant 34
systemfunktion {37 z-transform {45
dubbelsidig 145
tempererad distribution 98, 99 enkelsidig 152
given av funktion 99
testfunktion & oppen mingd 58
analytisk 1126 overforingsfunktion 108, 137

schwartz- 3_9-2:
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