TATA78 Komplex analys fk, 6 hp, vt1-vt2 2025

Kursen &r en fortséttning pa och fordjupning av TATA45 Komplex analys och bestar av nedan-
staende tre delar, vardera med sex foreldsningar (FO) och tva problemseminarier (SE).

Del A: Tillampad komplex analys (FO 1-6, SE 1-2)

e Residykalkyl de luxe och Riesz sats: Vi gar hir lingre &n i grundkursen TATA45 och
studerar hur man kan summera vissa numeriska serier. Dessutom bevisar vi ett klassiskt resultat
av Marcel Riesz om Maclaurinseriers konvergens pa randen till konvergensskivan. Ett alternativt
sitt att berikna vissa integraler av Fouriertyp presenteras ocksa.

e Stabilitetskriterier i reglerteknik: Som en naturlig fortséittning pa avsnittet om argument-
principen i TATA45 tar vi hiar upp Routh-Hurwitz stabilitetskriterium for tidskontinuerliga system
(bygger pa s.k. Sturmkedjor f6r polynom och Euklides algoritm) och Schur-Cohns stabilitetskrite-
rium f6r tidsdiskreta system (bygger pa s.k. Schurtransformer av polynom).

e Mer om konform avbildning: I TATA45 ar Mobiusavbildningarna mer eller mindre de en-
da konforma avbildningar som studeras, om &n i detalj. Héar tar vi ett storre grepp med andra
typer av avbildningar, i synnerhet Schwarz-Christoffel-avbildningen som tar 6vre halvplanet pa
en (generaliserad) polygon. Detta kriver bl.a. en fordjupad forstaelse av grenar till flerviirda ana-
lytiska funktioner, och vi detaljstuderar (principal)grenar till logaritmen, rotfunktionen och de
inversa trigonometriska och hyperboliska funktionerna. Tillimpningar pa elektriska filt, tempera-
turférdelningar och stromningsproblem diskuteras.

Del B: Riemannsfiren och analytisk fortsittning (FO 7-12, SE 3-4)

e Komplex analys pa Riemannsfiren: I TATA45 har vi nosat lite pa Riemannsfiren C i
samband med Mobiusavbildningar. Hér definierar vi vad det betyder att en funktion dr analytisk
eller har pol respektive vésentlig singularitet i co. De meromorfa funktionerna (d.v.s. funktionerna
som #r analytiska forutom att de far ha poler) pa Riemannsfiiren studeras ingaende — dessa visar sig
vara de rationella funktionerna — och deras multipla punkter och beteende néra dessa undersoks;
detta leder till begrepp som forgreningspunkter, 6verlagringar och cykliska omgivningar.

e Analytisk och meromorf fortsittning: Grundbegreppet hir &r meromorfa funktionselement
(f,D), dér D #&r ett omrade (en 6ppen sammanhingande mingd) pa Riemannsfiren och f dr
meromorf pa D. Vi studerar nir och hur dessa kan fortsidttas till andra omraden — i ett eller
flera steg — och vilka problem som finns med det, och vi tar ocksa upp analytisk fortsdttning via
potensserier. Dérefter gar vi vidare och behandlar meromorf fortsittning langs kurvor, vilket leder
till begrepp som homotopa kurvor och resultat om entydig fortsittning i enkelt sammanhéngande
omraden (monodromisatsen).

Del C: Riemannytor (FO 13-18, SE 5-6)

e Konkreta Riemannytor: I del B ser vi att meromorf fortséttning av ett funktionselement kan
ge upphov till olika funktioner pa samma omrade — typexemplet &r logaritmen. Riemanns idé, som
vi utvecklar hir, &r att i stéllet for att i en sidan situation begriinsa funktionens virden (via grenar)
utvidgar vi dess definitionsméngd, som da inte ldngre behéver bli omraden pa Riemannsfiren utan
i stéllet mera allménna s.k. Riemannytor, ett begrepp som preciseras senare. Vi konstruerar ocksa
dessa ytor for bla. logz, 2'/9 (¢ heltal), p(z)*/? (p polynom), arctan z och arcsin z, och ser hur
man kan hantera forgreningspunkter i nagra konkreta exempel.

e Abstrakta Riemannytor: Hir tittar vi pa s.k. komplexa strukturer pa ytor och definierar
vad Riemannytor verkligen dr: ytor som téicks av en atlas med kartor dir 6vergangarna mellan
overlappande kartor beskrivs av vanliga analytiska funktioner. Vi studerar analytiska och mero-
morfa funktioner pa Riemannytor, och &ven s.k. holomorfa avbildningar mellan sadana ytor. Av-
slutningsvis konstruerar vi en oférgrenad Riemannyta till varje flervird meromorf funktion, alltsa
en yta pa vilken den flervirda funktionen kan ses som enviird, m.h.a. s.k. groddar till meromorfa
funktioner, och diskuterar hur vissa forgreningspunkter kan anslutas till denna.

Var god vénd!
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Forelasningsprogram

Del A: Tillampad komplex analys
F6 1 | Berédkning av vissa summor (A 5.6). Nagot om potensseriers konvergens pa randen till konvergens-
skivan (A 4.8)
F6 2 | Potensseriers konvergens pa randen, avslutning (A 4.8). Routh-Hurwitz metod (A 6.3)
F6 3 | Schur-Cohns kriterium (A 6.4). Grenar till elementéra funktioner (A 2)
F6 4 | Mer om grenar (A 2, 8.1, 8.2). Arcusfunktioner (A 8.3)
F6 5 | Arcusfunktioner (A 8.4, 8.5). Konform avbildning, framfor allt Schwarz-Christoffels metod (A 9.1)
F6 6 | Exempel pa och tillimpningar av Schwarz-Christoffels metod (A 9.2, 9.3, 9.4)
Del B: Riemannsfiren och analytisk fortséittning
F6 7 | Analytiska och meromorfa funktioner i omraden pa Riemannsfiren (J-S 1.1, 1.3)
F6 8 | Rationella funktioner. Multipelpunkter (J-S 1.3, 1.4; A 4.7)
F6 9 | Forgreningspunkter, éverlagringar och cykliska omgivningar (J-S 1.5)
F6 10 | Funktionselement. Entydighetssatsen for meromorfa funktioner. Direkt och indirekt fortséttning
(J-S 4.1)
F6 11 | Analytisk fortséttning med potensserier (J-S 4.2). Reguljéra och singulidra punkter for funktions-
element (J-S 4.3). Meromorf [analytisk] fortsidttning lings kurvor (J-S 4.4)
F6 12 | Homotopier. Monodromisatsen (J-S 4.5)
Del C: Riemannytor
F6 13 | Riemannytorna till log z och z'/¢; forgreningspunkter (J-S 4.7, 4.8)
F6 14 | Riemannytor till p(z)'/2, p polynom (J-S 4.9)
F6 15 | Exempel pa Riemannytor: (2% — 22)!/3, arcsin z och inledning till (log 2)*/2 (J-S 4.10)
F6 16 | Inledning till abstrakta Riemannytor (J-S 4.11, 4.12)
F6 17 | Riemannytorna till log z och 2'/9 som abstrakta Riemannytor, den senare forgrenad. Kérven av
groddar av meromorfa funktioner som topologiskt rum (J-S 4.13)
F6 18 | Kérven av groddar av meromorfa funktioner som Riemannyta, samt hur man ldgger till
forgreningspunkter (J-S 4.13)
Forkunskapskrav

e TATA45 Komplex analys eller motsvarande

e TATA34 Analys 6verkurs rekommenderas, i synnerhet for del C, men &r inget krav

Undervisning

Undervisningen sker i form av féreldsningar och problemseminarier, se ovan.

Examination

Inldmningsuppgifter och muntlig redovisning vid problemseminarierna.

Lars Alexandersson, 17 september 2024




