Losningsforslag TATBO01 2024-09-30

1. (a) Lat oss kvadrera bada leden (observera att det da bara blir en implikation!):

V3—-212-3x=1-2r = 3-22"-31v=(1-22)"=1—4r+ 42?

& 332—1:)3—1—0
6 3
- 1\? 49 DI S
T 12) T1m T T
1
= a::§ eller :1::—5.

Eftersom vi har en implikation maste svaren testas. Om x = 2/3 ser vi att

VL =+/3-2(2/3)2=3(2/3) =/1/9=1/3 #1—2(2/3) = —1/3 = HL,

sa x = 2/3 &r inte en 16sning. Om = = —1/2 ar

VL =+/3-2(-1/2)2 - 3(-1/2) = V4 =2=1-2(-1/2) = HL.
Eftersom vénsterled och hogerled stdmmer 6verens sa dr z = —1/2 en 16sning.
(b) Enligt réknelag och definition blir

30 30 30-29-28
(27)_< 3 )_T—10-29-14—10-(30-14—14)—4060.
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Svar: (a) z = —3 (b) 4060.

2. (a) Vi formulerar om ekvationen i enlighet med vilkidnda algebraiska regler:
227 +9) =9"4+5-3"T1 o 2((37)*4+9) = (39)* +15- 3"
Lat t = 3*. Da ar t > 0 och sa giller att ekvationen ekvivalent kan skrivas
20 +9) ="+ 15t & 2 —* — 15t +18 = 0.

Vi gissar en rot och ser att ¢ = 2 uppfyller ekvationen. Polynomdivision visar sedan
att
2t — % — 15t + 18 = (t — 2)(2t* + 3t — 9).

Vi finner resterande losningar till denna ekvation medelst kvadratkomplettering:

3\? 81 3 9
W +3t—-9=0 < (t+—> = &S = —— £ —

4) 16 474
e 3 . 3 .
sa losningarna ges av t = 5 eller t = —3. For t = 5 géller att
3 In(3/2) In3—1In2 In2
z = — —= = = 1 _—
TS T T s n3 3
och for ¢t = 2 giller att
F=2 o In2
= r = ——
In3’
eftersom funktionen x +— 3% &r injektiv. Sambandet 3* = —3 saknar 16sning ef-

tersom 3”7 ar positiv for alla reella z.
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(b) Vénsterledet ar endast definierat for © < 0 och for dessa x géller att

1 1
420 L ne® =2 o 4(—2)’+22=2 & 2+ 3*=5
1’ 9 3
i —_-4°2
= <x—|— 4> 16 S AR
sa x = —1 dr den enda losningen.
In2 In2
Svar: (a) z = 12—3 eller x =1 — IE_ZS (b) x = —1.
3. Svar:(a)a::%jtﬂn,nez,ellerx:—%jt%,nez .
1 22
(b) Dcos = Ra ‘/cos = [_17 1]7 Darccos = [_17 1]7 Varccos = [077"] (C) § +ZT

4. Vi noterar att
cos7x sin2x = cos bx sindxr < cosTx sin 2z = 2 cos bz cos 2z sin 2x

sa endera maste
sin2x =0 & 2r=nm & =—,

dér n € Z, eller sa maste
cos 7Tx = 2cos dx cos 2x.

En Euler-omskrivning visar att

1s% 4 —ibx 2x —i2x
2COS5[L’COS2ZL‘:2(€ +2€ ) (e —;e ):

= cos 7x + cos 3z,

(67,796 +613x +€—z3x +€—z7x)

1
2

sa
cos7z = 2cosbzr cos2xr <« 0 =cos3zx

s ™ 2mn
& 3r=+—+42mn & r=£—= 4 —,
2 " 6 3
déar n € Z. Alltsa kommer 16sningarna till ekvationen given i uppgiften att ges av

2
ZL‘:@ eller x:j:z—l—ﬂ.
2 6 3
™ T 21N
Svar:x:7,nEZ, ellerxz:l:6+T,nEZ.

Alternativt: det gar bra att anvinda Euler direkt pa bade vanster- och hogerled, vilket
leder till ekvationen
™

in 5z = si PN ™l T
SN oxXr = SINXT r = — eller €Xr = — —_—.
2 6 3

5. Vi formulerar om ekvationen enligt

5 9i—9V3

223—1—9\/5:92' &z 5



Eftersom 97 — 9v/3| = /92 + (—9v/3)% = 9v/4 = 18 s4 ser vi att

9 — 9v/3 i V3 51 51 -
_— _—— — R ) Q1 - — ’L7'l'/6
5 9(2 5 ) 9(005 5 + ¢ sin 6) 9e ,

dar vi enklast ser omskrivningen till poldr form genom att rita en enhetscirkel (rita en
ordentlig figur!). Ekvationen i uppgiften kan saledes skrivas

23 — 96257T/6.

Lat nu z = re?, dir r > 0 och ¢ € R. Da maste

3 _ 3,3 i57 /6 =920

S =9t e 3@25%+27Tn,nez. @
Detta visar att r = 912 = 3%3 och ¢ = i—g + %Tﬂ, n € Z.
Vara l6sningar blir nu Im

2nm

2= 32B3(B5Y) . =012

Hér har vi valt att endast numrera de 16sningar
som dr unika (ndr n = 3 far vi samma 16sning
som nér n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z
godtycklig.

Svar: z = 3%/3 ez(%J“QT‘LTW), n=0,1,2.

. For att f(x) ska vara definierad maste forst och frimst kréva att

<z <

Do =
DO | —

—1<2z<1 & -

for att arcsin 2z ska vara definierad. Om detta géller sa maste dessutom

|5

T
m—3arcsin2x >0 & arcsin2m§§ & -1 <2 <

for att kvadratroten ska vara definierad. Dessa ekvivalenser géller eftersom arcsin 2z &r
strangt viixande. Definitionsméngden blir saledes

szllﬁ].

Y

For x € Dy géller att

7T—y2

y=+nm—3arcsin2x = y*=7—3arcsin2z <& arcsin2z =

3
22 1 2
= 2:c:sin<7T3y> = x:§sin<ﬂgy).
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Notera sérskilt implikationerna ovan. Dessa &r inte ekvivalenser eftersom vi inte tagit
med nagra villkor pa y. Men eftersom vi finner hogst en l6sning for varje y ar f injektiv
och ett uttryck for inversen ges av

Svar: Dy = [—%, ?], fy) = %sin (7T _392)

. Eftersom bada ekvationerna &r reella kan vi multiplicera den andra ekvationen med i och
addera den till den forsta ekvationen med ekvivalens:

cos 3z + cos 2x — cos x + V/3 (sin 2z + sinz) + (sin 32 4 sin 2z — sinz — v/3 (cos 2z + cos x))
=140-7=1.

Vi bryter ut —i ur parenteserna som har faktorn v/3 och anvinder definitionen av e,
¢ € R. Diarmed ser vi att ekvationen ovan kan skrivas

3T + eiQJz _ ei:v . Z\/g (eﬂa: + eiz) -1
Lat nu z = €. Da ér |z| = 1 och vi erhaller polynomekvationen
P+l —iV3(P4+)=1 & 2+1-iVv3)P2-—(1+iV3)z—1=0

till vilken vi kan gissa roten z = —1. Polynomdivision visar sedan att
B (l—iV3)2—(1+iv3)r—1=(241) (%—N&—l) ,

sa z = —1 eller

) W\ 1 [ 143 ~1+iV3
0=z —zﬁz—1—<2—7> _Z_<Z_T> <Z—T>.

Vi har ddrmed funnit tre olika z, alla med |z| = 1, sa lésningarna ges av

i

z=-1 & €%=e & xr =7+ 2nm,

1+14v3 . ,
z:+TZ\/_ & e =B o x:g+2mr

eller

—1+1ivV3 . . 2
+TZ\/_ & e =23 o ng—i—Zmr.

2
Svar:x=7r+2n7r,nEZ,x:g—l—Qnﬂ,neZ, ellerxz%—i—Zmr,nEZ.



