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1. (a) Vistuvar om lite i olikheten och finner att

2 >x—1 o 4—(x—1)(x—|—1)>0
r+1 2 2(x +1)
—2?+5 — V5 5
o U o EoVREEVE)
x+1 x+1
dér vi nu gor ett teckenschema for det funna uttrycket.
V5 ~1 V5
z+V5 - 0 + + +
r+1 — - 0 + +
r =5 _ _ -
-5 5
C-VOEEVI | g g
z+1

Vi ser ur tabellen att uttrycket ar negativt precis da x < —V5 eller —1 < 2 < V/5.

(b) Polynomdivision (gor den!) visar att

sa kvoten ar 2z — 1 och resten ar 1 — x.

(c) Lat z = x + 4y, =,y € R. Da giller att
2(242) =8+12i <& (v+iy)(ztiytr—iy) = 8+12i & 22 +2xyi = 8+12i,

sa
20° =8 & r==42
och
y=6/x.
Dérmed finner vi l6sningarna z = 2 4 3¢ och z = —2 — 3u.

Svar: (a) z < —V5 eller —=1 <z < /5
22 — 2’ +x
e N A, VO

(b) 2 +1 o

(c) z = £(2 + 34).

2. (a) For att samtliga logaritmer ska vara definierade sa maste x < 3/2 och = < 3, det
vill sdga x < 3/2. For x < 3/2 sa giller att

21n(3—2x)—ln(3—a:)—|-ln%:0 & In((3-212)%) = —z))
& (3—21)*=8(3-— )

1 2
EN 0:4952—433—15:4((9;—5) —4)

1
& x:§i2 & x=-3/2 eller z=5/2
eftersom In &r injektiv. Endast x = —3/2 uppfyller ekvationen da 5/2 > 3/2.
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(b) Eftersom

och 3m/5 € [0, 7| sa blir
o237 3T
arccos | cos | — | | = —.
5 5

Svar: (a) z = 3 (b) —.

T ™ T ™
. : T T eZelerr =24+ ez
Svar: (a) x 6+3,n€ ,eller x 4+2,n€

(b) € = cosx +isinx for v € R

(¢) x =exp (1 4_—2\/5> :

. For att f(z) ska vara definierad maste vi kriva att ¢ =

> (0 (for att Int ska vara

x +

definierad).
Definitionsméngden blir saledes

5 —5/3 1

Df:}—oo,——[u}l,oo[. 45— 0+ +

3 r—1 | — - 0 +
Detta ses enklast genom att gora en ordentlig % —1 L8 0 4
teckentabell. Tabellen till hoger visar att uttryc-  3x + 5 =

ket ar positivt precis da x < —5/3 eller = > 1.

For x € Dy géller att

-1 -1
y=1n<3$+5) & ey:3x+5 & (Br+5)e! =x-1
T x

~1—5e¥ 1+ 5e

y_1:_1_ Y = = .
& (e ) be! & v — 1 T

Eftersom vi finner exakt en 16sning for varje y ar f injektiv och ett uttryck for inversen
ges av

1+ 5eY
1 .

5 14 5¢?
Svar: D; = |— ——| U]l i (y) = .
var f :| OO, 3|: ] 700[7 f (y) 1_3€y

5. Tva Euler-omskrivningar visar att

15T —ibx 13x —i3x

. e’ —e e +e 1, . , . .

sin bz cos 3x = - = — (e’&” 4 e T2 _ o ZS‘”)
21 2 43

L . .
=5 (sin 8z + sin 27)



och
iTx —i7x 19 —19x
: : et —e et —e 1, . . . »
sin 7z sin 9x = : : — _ - (6116x —e 2r 6z2x te 7,16x)
2 21 4

1
=—3 (cos 16z — cos2x) .

Alltsa giller att

1
sin 5z cos 3z + sin Tz sin 9z = 3 (sin 8x 4 sin 2z — cos 16x 4 cos 2z) .

Vinsterledet i ekvationen given i uppgiften kan dédrmed ekvivalent skrivas om enligt
2sin bz cos 3z + 2sin 7x sin 9 = sin 8x + sin 2x — cos 16x + cos 2.

Vi noterar att hogerledet i ekvationen med en additionsformel kan skrivas om enligt
V2 sin (23: + 2) =2 (cos % sin 2x + sin % cos 2:1:) = sin 2x 4 cos 2z,

sa ekvationen kan darfor ekvivalent formuleras som

Sin 8 + sin 2z — cos 16x + cos 2z = sin 2x + cos 2z < sin &r = cos 16x

= cos<g—8a:>:<30816x & 16x:i<g—8x>+27m

T ™ T ™
—+ — eller 2=——+ —

< TTR T 16 4

dar n € Z.

1
Svar: — (sin 8x + sin 2z + cos 2z — cos 16x);
T ™

™
= — +— Z, eller &t = —— + — Z.
T 48+12,n€ , eller x 16+4,n€

1 3
. Lat « = B — ~, dar f = arctan— och v = arccos | ——— |. Da géller enligt kind
B—n B 3 gl ( \/ﬁ) g g

additionsformel for tangens att

1
tan 3 —tany  § —tany

1 +tanftany

tan o = I )
1+ gtanfy

Eftersom v = m — arccos (_—> medfor att 0 < v < 7/2

V13

och cosv = 3/+4/13, sa vi ser direkt ur en hjilptriangel att

2
anv 3 ( )

och diarmed blir v

3
tan (arccos ( 3 )) tan(m — v) tanv 2
— || = T—v)=— =—-.
V13 3




Saledes erhaller vi att

1
tan o = tan (arctan g — arccos (—

Eftersom -
tana=1 <& a:Z—i—mT,nEZ,
sa maste

1 3 T
o = arctan 5 —arccos | ——— | = —+nw

VAEV

for nagot heltal n. Vi uppskattar storleken pa ingaende arcusfunktioner:

0 < arctan » <
arctan — —
52

och

7T<accos(_3> <
— I ey .
2 V13

Alltsa géller
T m

—T=0-rm<a<_-—-—=-=0
T T<a<o—g
sa det foljer att n = —1 dr nodvandigt. Salunda blir
G 37
YTy

3
Svar: _or

4
. Alla x > 0 med x # 1 uppfyller att

z—1

<lhz<z-1
T

enligt kinda olikheter for den naturliga logaritmen. Om vi later t = z — 1 sa foljer det att

t
1—+t<ln(1+t)<t, t>—1medt7£0.

Darmed géller att

n n 1 — e 1 —e ™
Zln(1+6_k)< eh=e! S ‘

1—e1 e—1
k=1 k=1

eftersom den dverskattande summan #ir geometrisk med n termer, kvoten e~! och forsta
term e~!. Detta medfor att

(e—=1)) m(l+e*)<l-e"<1, n=123,...
k=1



Da termerna i summan &r positiva foljer att summan alltid ar storre én eller lika med
forsta termen. Detta ger att

et e—1

(e—l)i:ln(l—irek) >(e—1Dn(l+e')>(e—1) = >

1
ltel e+1 4

eftersom 2 < e < 3. Man kan &ven notera att den undre grénsen &r oberoende av n, sa
det maste ricka att enbart ta med den forsta termen om olikheten ska gélla for alla n =
1,2,3,...

Svar: se ovan.

Anmairkning. Man kan &dven visa den undre skattningen analogt med hur den ovre
hanteras. Det géller att

n

n —k no -k -1 —n —n
e e e 1—e 1 1—e
In(1 k) > > - = . - .
;n( +e) ;Hek ; 2 T 2 1-el 2 -1

dér vi dven utnyttjat att 1 +e % < 2 for k = 1,2,..., ur vilket det foljer att

(6—1);1n(1+6_k)>%(1—6_") >%(1_%) -1

1 1
o> _Zdie>2.
e 2

n

eftersom —e " > —e



