Losningsforslag TATBO01 2025-10-31

1. (a) Vi kvadratkompletterar uttrycket och finner att

2
flz) =42 —5—32° = 3(33 —%x—i—g):—?)((x—g) —%—I—%)

2 11
sa maximum intraffar da xz = 3 och storsta vardet ar 3

1
(b) Vi ser att summan &r geometrisk med 100 — 3 4+ 1 = 98 termer, kvoten 1 och forsta
1

termﬁzﬁ,sa
100 1
4_1 (Z) _1 4 —98_1 —196
I S LA 1]

(¢) Lat z = x + 1y, x,y € R. Da géller att den givna ekvationen ar ekvivalent med
B+i)(z+iy)+5(x—1y)=3+y & 8B8r—y+i(lr—2y) =3+y
sa likhet géller om och endast om

8r—y=3+y och x—-2y=0.

3 3
Déarmed blir 8z — 2y = 3 och z = 2y, ur vilket det foljer att x = - och y = T2
3 L 31
saz=—-+—
714
11 1 3
: —— — (1 —2719¢ =4 —.
Svar: (a) 3 (b) 12( ) (c) z 7+ ”

2. Forst skriver vi om olikheten for att fa nagot som ar enklare att studera. Eftersom
P +dr+3=(x+2) -1=(+3)(z+1)
sa ser vi att
4 — 2 x—2 - 4 — g2 T —2
2 +4r+3 7 x+3 (x+1)(x+3) ~ z+3
< (z—2)(x+1)+2°—-4 22 —2-6
(z+1)(z + 3) S+ D)(z+3)

Vi kvadratkompletterar téiljaren och faktoriserar:

zxZ—x—(a:z((x—}l)Q—‘f_g) 2(%2) (1—2)= (20 +3)(x—2),

22° —x —6 (22 +3) (x — 2)
i@ =" T GrD@+d)

Vi gor ett teckenschema for det funna braket ovan.
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3
—3 -3 ~1 2
r+3 - 0 + + + +
2x + 3 - - 0 + + +
x+1 — — - 0 + +
x—2 - - - — 0 +
(22 + 3)(z — 2)
@t D@+3) | A -0+ & -0

3
Tabellen visar att uttrycket ar icke-negativt precis da r < —3, —5 <z < —lellerz > 2.

Svar: z < —3, —g <z < -—1leller x> 2.

3. (a) Vi ser direkt ur enhetscirkeln att
cos(3z—1)=cos(2r —5) <« 3r—1==+(2z—-5)+2mn, n€Z,
sa
r=—4+2mn

eller

6 2
S5r=6+2mm <& $:g+%n.

(b) Vi har Dcos = R7 ‘/cos = [_L ]-]7 Darccos - [_17 1] och Varccos = [07 ﬂ-]-

(c) Enligt definition &r v = arccos(—1/4) €10, 7, sa sinv > 0 och trig-ettan ger ddrmed
bara den positiva losningen

15
sinv = V1 —cos?2v = /1 —1/16 = %.

< e . 1
Alternativt, eftersom 7/2 < arccos(—1/4) < m, sa later vi v = m — arccos <_Z>

Vi har nu att 0 < v < /2 och cosv = 1/4, sa vi ser
direkt ur en hjéalptriangel att

V2 -12 /15

Sme= Ty A N v

och darmed blir

—_

1 V15 2V
sin ( arccos (| —= | | =sin(r —v) =sinv = —. g
4 4
6 2mn V15

Svar: (a) v = —4+2mn, n € Z, eller x = R + —n €Z (b)seovan (b) R

4. Ekvationen kan formuleras om enligt
8% — 4"t —3.2712 195 =0 & (29 —4.(29)?-12-2°+32=0.
Vi later t = 2% > 0 och l6ser ekvationen

22— 42— 12t +32=0



genom att forst testa fram en rot. Exempelvis ¢ = 2 &r en 16sning. Polynomdivision
med t — 2 (utfor den!) visar sedan att

£ —4t* — 12t + 32 = (t — 2)(t* — 2t — 16).
Kvadratkomplettering av den andra faktorn i hogerledet visar att
P—2—16=(t—17=-17=0 < t=1+V1T < t=1+V1Tellert=1-1T.
Eftersom t > 0 sa kan inte ¢t = 1 — v/17 vara en 16sning. Diremot &r
t=2"=2 & zx=1

och

In(1 + /1
f— 2 1417 e g OHVIT) 1+2 )
n

l6sningar (dar vi har ekvivalenser eftersom x — 2% &r injektiv).

In(1 + /17)

Svar: x=1leller g = ———=.

In2
. : . I 3r —2 .
. For att f(z) ska vara definierad maste vi kriva att ¢t = 3 > 0 (for att v/t ska vara
l‘ —
definierad).
Definitionsméngden blir saledes
2 3
2 — —
Dy =|—o0, | U §,oo. 3 4
3 4
3r—2 |- 0 + +
Detta ses enklast genom att gora en ordentlig dr—3 | - — t
teckentabell. Tabellen till hoger visar att ut- 97 — 2 L0 - 8 4
trycket dr icke-negativt precis da z < 2/3 el-  4x —3 —~
ler x > 3/4.

For x € Dy géller att

[3x — 2 9 3T —2 9
Yy 3 = v y— & (dx —3)y" =3z

3y? — 2
=,
4y?2 — 3

s 24 -3)=31 -2 <

Eftersom vi finner hogst en 16sning for varje y ar f injektiv och ett uttryck for inversen

ges av
_ 3y? — 2
1 _

Notera att vi endast har en implikation vid kvadreringen ovan. Vill vi skriva ekvivalens
maste vi ha med villkoret att y > 0.

2 3 3y? — 2
:Dp=|—o0, | U |5, 00(; fHy) = 55—
Svar: Dy :|OO,3:|U:|4,OO|:af () 4y? — 3



6. (a) Ekvationen i uppgiften kan skrivas
8 _ 8 __ _ i
224+8=0 & 2z=-8=28",

dér vi skrivet hogerledet pa poldr form. Lat nu z = re®, diar » > 0 och ¢ € R. Da

maste
=1 =87 & {TS =5 =0 (1)
8¢ =m+2mn, n € Z.
Detta visar att r = 8/8 = 23% och ¢ = g + %, n € Z.
Vara losningar blir nu Im

2 =938 ) n=0,1,2,....7T.

Héar har vi valt att endast numrera de 16sningar
som #r unika (ndr n = 8 far vi samma l16sning
som nér n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z
godtycklig.

(b) Ur definitionen foljer det att

Re

cosh2r =3 & ——— =3 & e +e¥=6
& 6P r1=0 & (X-3)"=38

o =343 o 2x:1n<3i\/§>,

1
sax = 3 In (3 + \/§> Notera att 3 — v/8 > 3 — v/9 = 0. Vi observerar dven att

ln<3—\/§>=1n( ):—1n(3+\/§>,

1
3+8
sa losningarna kan skrivas
x:j:%ln <3+\/§>,
vilket visar pa symmetrin kring y-axeln (hur ser grafen for cosh ut?).
Svar: (a) z = 23/86i(%+%), n=0,1,....7 (b)x= %ln <3i \/§> = i%ln (3+\/§>.
7. Vi anvénder oss av hjilpvinkelmetoden och skriver om vénsterledet enligt
V2 cos 5z — V6 sin 5z = C'sin(5z + 1),
med C' > 0 och ¥ € R. Da ska alltsa, enligt additionsformeln for sinus,
C'sin(5z + 1p) = C (sin 5z cos 1 + cos b sin 1h) = v/2 cos 5z — /6 sin 5z.

Genom att, till exempel, lata z = 0 och = = 7/10, erhaller vi sambanden

{C’sinw = V2,
Ccosy = —/6.
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For att bestamma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att
C? = C*(sin® ¢ + cos? ) = (V2)? + (—V6)? = 8.
Alltsa dr C' = /8 = 2v/2 och vi finner ¢ genom att losa

V6 V3
W2 o 2
vzl e v

sin = — ==
(4 Yol

cosyy = 5
= F+2m7r, m € 7.

5
Rita en enhetscirkel for att se detta! Vi valjer ¢ = %

Darmed kan vi sédga att

5
\/§cos5x—\/ésin5:v: 1 < 2\/§sin (5$+—7T) =1

6
& osin (a:+5—7r) = L
6 2v/2
5x+5—7rzarcsini+27m ned
6 22 ’ ’
& eller
5&:+—7T:7r—arcsin—+27rn, n e 7.

6 22
Alltsa blir

5 5T . . 1 49 o T n 1 . 1 n 2mn
r=—— arcsin —-—= ™ xr = ——= — arcsin ——-— —_—
6 2v/2 6 5 2v/2 5
eller
5 5T . 1 49 - T 1 . 1 n 2mn
r =T — — — arcslil ——= ™ r = — — — arcsinl ——= —_—.
6 2v/2 30 5 22 5
S T n 1 . 1 n 2mn c 7 ol T 1 . 1 2mn
var.: r = —— — arcsin —— —., N eller r = — — — arcsin
6 5 2v/2 5 ’ 30 5 2v2 5

+—,neZ



