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1\ 2
la) Forutom rena réknefel var vanligaste felet att att tro att hogerledet i ekvationen (a: — 2) +

3\* 9 .
(y + 2) =35 ir cirkelns radie (FEL) nér det i sjilva verket r radien® (RATT).

1\? 3\> 3
En del skriver cirkelns ekvation pa formen \/ (a: — 2> + (y + 2> = ﬁ vilket forstas

inte ar fel, men det verkar lite onodigt att krangla till ekvationen med ett rotmérke
1\? 3\> 9 .
istallet for att halla sig till formen (ﬂs - 2) + (y + ) =3 (RATT) som i ekvation

2
1.24 pa s 25.

1b) En del riknar fel pa antalet termer. Summan bestar ju av term nr 1 t o m 13 (13 st)
samt term nr 0, -1 och -2 (3 st). Totalt alltsa 13 + 3 = 16 termer (RATT).

En del raknar ocksa fel pa kvoten. Delar vi term nr k& + 1 med term nr k far vi
22(k—|—1) 22k+2

S = gmk = 22 = 4 (RATT) och inget annat.

En del anvander formeln for en geometrisk summa utan att forst konstatera att summan
ar geometrisk (FEL). Den hdr gangen bestdmde vi oss for att inte dra podng for detta
fel. Hur vi gor nésta gang har vi &nnu inte bestamt.

1c) Standardformuleringen "Utveckla’ vallade bekymmer for nagra. Att utveckla betyder i
detta sammanhang att skriva om en produkt av summor till en summa av produkter,
ofta med hjalp av distributiva lagen, binomialsatsen, konjugatregeln och liknande. I
detta fall utnyttjar man enklast binomialsatsen.

Nagra réknade ocksa fel pa potenserna av i vilket ofta ger upphov till teckenfel. For att
undvika sadana fel kan man observera att i = ¢'2, d v s ¢ har belopp 1 och argument

g Nér vi multiplicerar ¢ med sig sjidlv manga ganger flyttar vi oss alltsa ett kvarts varv

i enhetscirkeln for varje faktor, vilket omedelbart ger att i! = i, i2 = —1, i*> = —i och
i* = 1 varefter cykeln bérjar om fran borjan.

Det var ockséa en del som inte férenklade sitt uttryck fardigt. Speciellt vanligt var det
att svara med brak som inte var fullstindigt forkortade (FEL) vilket man naturligtvis
aldrig ska gora.

2a) En del slarvar med villkoren pa z. T ex missade en del villkoret > 0 och fick ddrmed
villkoret # > —2 (FEL) for att V.L. ska vara definierat istéllet for det korrekta x > 0
(RATT).
Nagra anviander ocksa riaknelagarna fel och skriver att —Ilnz + In9 = —1In(9z) (FEL).
I sjilva verket &r ju —Inz +1n9 = —(Inz — In9) = — mg (RATT).
Ett annat vanligt fel ar smérre riaknefel av olika slag. Detta borde inte kunna intraffa

utan att upptickas forutsatt att man ar noga med att kontrollera sina svar genom
insadttning i ursprungsekvationen.

Néagra som gjort en sadan kontroll finner att deras kandidat inte l0ser ursprungsekvatio-
nen trots att kandidaten ar > 0 och drar av detta slutsatsen att kandidaten ar en falsk



2b)

3a)

3b)

3c)

16sning trots att det rader ekvivalens i rékningarna for z > 0 (FEL). Eftersom ekvi-
valens rader i intervallet > 0 &dr det ju oméjligt att det dyker upp falska 16sningar som
tillhor detta intervall, s4 den enda rimliga slutsatsen av en sddan misslyckad kontroll &r
att det ar felrdknat nagonstans. Detta fel maste da forstas sparas upp och korrigeras.

Manga missar att x mycket val kan vara negativt och gér omskrivningar som bara &ar
giltiga d& = > 0, t ex Inz? = 2Inz (FEL) och (2%)"/? = 2 (FEL). Dessa omskrivningar
hade visserligen varit korrekta om = > 0 men da &ven x < 0 ar en mdjlighet fas istéllet
Inz? = In|z> = 2In|z| (RATT) och (z2)'/2 = |z| (RATT). Bittre &r dock att inte
gora liknande omskrivningar utan rakna t ex som i 16sningsforslaget.

En del ser cos2x = cos (5: — 33;) och cos2x = cos <— <577T — 3:1:)) som tva separata

) 5
ekvationer och skriver att cos 2z = cos [ = — 3z | & 2z = & — 3z + 2n7 (FEL) och

) 5
att cos2x = cos <— (;T —3:L">> &2 =— (;T —3l’) +2nm, n € Z (FEL).

Problemet ar att cos2x = cos (;T — 3x> och cos2x = cos | — 577T — 3z ar samma

ekvation (eftersom cosv = cos(—wv) for alla v) och det ar darfér helt omojligt att
5

de har olika 16sningar. Det géller daremot att cos2x = cos 77r -3z | & 2z =

5 . 5 5
+ <;T — 3:1:> +2n7m (RATT) och att cos 2x = cos <— <,;T - 3$>> S2r=x (;T — 3z
onm (RATT).

Manga tappar bort l16sningar da de dividerar bort en faktor fran ekvationen utan att
sin 2z

undersoka om den faktorn kan bli 0. T ex skriver manga att = 2sin2z &
x

1 in 2
= 2 (FEL) istillet for " = 2sin 2z <
cos 2x cos 2x cos 2x

=2 eller sin2z = 0 (RATT).

)
En del pastar att arccos <_6> ar en vinkel i en réatvinklig triangel (FEL), men det

s 5 ™ 5 . ,
géller ju att arccos 5 > arccos( = 5 ty 5 < 0 och arccos ar strangt avtagande,
sa vinkelsumman i en sadan tankt ratvinklig triangel skulle alltsa bli > T + T — 7 vilket

ar orimligt. Om du trots detta resonemang fortfarande ar tveksam, ta fram papper och
penna och forsok sjéalv rita en triangel dar en vinkel ar rét och en vinkel ar trubbig.

Da kommer du att se varfor det &r helt omdjligt att arccos (_6> ingar i en ratvinklig

triangel!

5 V11
En del pastar att arccos <—6> = arctan (—5> (FEL) men dven detta ar omojligt

V11 Vi1

da V.L.> % enligt ovan, men H.L.= arctan (—5> < arctan(0 = 0 ty 5 < 0 och

arctan ar strangt vaxande.



5
En del anvander diverse raknelagar for att skriva om arccos (_6> vilket naturligtvis

inte ar fel, men det géller ju i sa fall att antingen anvanda raknelagar vi bevisat i kursen
(antingen pa foreldsningarna eller i kursboken) eller att sjéalv bevisa de riknelagar som

. o o ) ) . .
anvands. Att bara pasta att tan [ arccos r = —tan ( arccos g t ex, ar alltsa

inte godkint dven om just detta pastaende rakar vara sant.

Téank pa att bevisbordan alltid ligger pa den som hévdar nagonting, aldrig pa lasaren.

1 3
Efter att ha héarlett ekvationssystemet cosv = ——, sinv = > (vi antar att hjalpvinkel-

omskrivningen utfors pa formen f(x) = C'sin(x 4+ v) som i losningsforslaget) ar det
manga som kranglar till det for sig i on6dan genom att anvinda sig av en tredje ekvation
tanv = —v/3, som &r en konsekvens av dessa tva.

Detta &r forstas inte fel men som vi ska se dr det verkligen att krangla till det for

. C . : . 3
sig. Om vi ndmligen betraktar det ursprungliga systemet cosv = —3 sinv = > ger

2
en snabbt ritad enhetscirkel att detta har l6sningarna v = g 4+ 2nm, n € Z, medan
ekvationen tanv = —v/3 har l6sningarna v = —g +nm, n € Z.

Genom att 10sa tan-ekvationen hittar vi alltsa dubbelt sa manga kandidater (2 per
varv) som systemet har 10sningar (1 per varv). Vi har alltsa hittat odndligt manga
falska losningar, vilket i och for sig inte ar konstigt. Vi forvantar oss ju inte att en enda
ekvation ska vara ekvivalent med ett system av tva ekvationer.

Gor man pa detta sitt ar det alltsa helt nédvandigt att de kandidater man hittat

kontrolleras genom insattning i det ursprungliga ekvationssystemet d v s i
1

. . . 7r
ekvationerna cosv = — =, sinv = —. GOr man detta finner man att v = ——+nmw, n €

2
Z ar en riktig 16sning till systemet om n ar udda och en falsk 16sning till systemet om

n ar jamnt. Losningarna till ekvationssystemet ges darmed av v = —g + 2k +1)r =

2
% + 2k, k € Z precis som tidigare.

V3 2T

Annu ett vanligt fel var att siga att systemet cosv = —3 sinv = 5 Sv= 3 (FEL).

Aven om vi bara behdver en av systemets losningar for vara fortsatta rikningar, far
vi inte misshandla ekvivalenspilen pa detta sdtt. En ekvivalenspil betyder ju i detta
sammanhang att det enbart star 16sningar till systemet till hoger om pilen och att detta
ocksa dr samtliga losningar till systemet. Det ar alltsa absolut forbjudet att pasta att
ekvivalens rader och sedan tappa bort l6sningar.

1 3 2 ..
Vi maste alltsa skriva cosv = —3 sinv = \2[ Sv= % +2nm, n € Z (RATT). Forst
darefter ar det fritt fram att vélja ut den l6sning man vill anvdnda genom att t ex sétta
2T
v=—.
3
1

2 .
En del skriver visserligen att cosv = — =, sinv = o ev= g +2nm, neZ (RATT)

men ritar ingen figur (FEL). Ténk pa att for att en 16sning ska vara fullstdndig maste de



ba)

5b)

6a)

pastaenden som gors motiveras. Det dr inte meningen att lasarna (d v s vi examinatorer)
sjalva ska behova rita de figurer som ar nédvéandiga for att kunna folja det resonemang
som fors.

Ett sista vanligt fel var att tro att storsta vardet bara antas i en enda punkt d v s dar

2w
x + — = — (FEL) men sin och cos &r ju periodiska funktioner, sa om ett vérde antas

i en punkt sa antas detta virde per automatik i odndligt manga punkter. Det korrekta

2
éirdéirférattx—i—g:g—i—er, n € Z.

2
En del loser ekvationen x + g = g och far den enda losningen = = —% och sager sedan

T
att detta innebar att samtliga punkter dar storsta vardet antas blir x = ~% +2nmw, n €

Z (FEL). I detta fall rakar visserligen detta felaktiga resonemang av en slump ge rétt

2
svar, men tank om vi istillet hade haft f(x) = 2v/3sin <29: + ;)

2
I sa fall hade storsta virdet antagits i de punkter dar 2z + g = g +2nt, neld &

T
r=——4nm, n€Z dv s intervallet mellan tva nirliggande maxima far lingden
och inte 2.

Det &r alltsa absolut nédvandigt att ha 2nm med redan fran borjan. Det fungerar inte
att bara haka pa denna term pa slutet.

Inget speciellt att kommentera.

1
En del skriver direkt om hogerledet med Euler och far uttrycket 3 (sin(k + 3)x + sin(k — 3)x)

och pastar sedan att nagon eller bada dessa termer maste vara identisk med nagon av
termerna i motsvarande uttryck for vénsterledet (FEL). Detta &r naturligtvis nonsens.
Det ar fullt maéjligt att en ekvation har en 16sning trots att ingen term i vénsterledet ar
identisk med nagon term i hogerledet. Ett motexempel &r t ex ekvationen sin x+cos 2z =
sin3x + cos4x dér alla ingaende termer ar olika, men ekvationen har &nda losningen
x = 0 (och oéndligt manga andra dessutom).

Aven hir dr det manga som hanterar ekvivalenspilar oforsiktigt. Som sagt ar det viktigt

att inte tappa bort l6sningar ifall man pastar att ekvivalens rader, sa efter att x = —%

satts in i bada leden vilket ger ekvationen sin 5= 9 ar det viktigt att observera att
k 3 k k .

sinl—;r = £<:>—7r _ 2nm, n € Z eller —W:w—z+2mr, n € Z och det gar

inte att pasta att ekvivalens rader om inte alla dessa mojligheter finns med.

Som synes har vi gjort en informell uppdelning av uppgift 6) i 6a), 6b) och 6¢) behand-
lande f, g respektive h. Har behandlar vi alltsa f.

En del pastar att f inte dr definierad i nagon punkt, alternativt ar definierad endast
da z =1 eftersom Inx > 0 (FEL) sa det blir negativt under rotmérket (FEL), men om
0 <ax<1érjulnz <0 vilket innebar att —Ilnax > 0 for 0 < z < 1. Det star alltsa
nagot positivt under rotmérket, sa f ar véaldefinierad.



6b)

En del skriver att y = v—Inz < ¢y?> = —Inz (FEL) men det higra pastaendet r
ju ekvivalent med att y = £v—Inz och d&a minustecknet inte finns med i vénstra
pastaendet rader bara implikation hir: y = vV—Inz = y*> = —Inz (RATT).

I detta sammanhang fortjanar det att ndmnas att i denna rakning klarar vi oss med
implikation férutsatt att vi bara hittar en 16sningskandidat. Implikation at héger bety-
der ju att det visserligen kan ha smugit sig in falska losningar, men att vi i vart fall inte
har tappat bort nagon 16sning. Rdkning med implikation dér vi bara hittar en kandidat
garanterar alltsa att ekvationen y = v/ — Inx har hdgst en 16sning fér varje y och darmed
har f en invers. Daremot racker ett sadant resonemang inte till fér att ta reda pa for
vilka y som f~!(y) dr definierad. Vill vi ta reda pa det maste vi se till att fa ekvivalens
i rdkningarna.

Ett annat sitt att hantera kvadreringen ar att konstatera att om y < 0 saknar ek-
vationen y = v —Inxz l6sning och om y > 0 star det positiva tal pa bada sidor om
likhetstecknet och vi kan darfor kvadrera med bibehallen ekvivalens. Det géller alltsa
att y=+v—Inz < y?>=—Inz, y >0 (RATT).

Detta sétt att resonera har fordelen att vi, eftersom det inte dyker upp nagra ytterligare
villkor pa y i rdkningarna, kan konstatera att Vy = D-1 = [0, ool.

En del l6ser ekvationen y = v/ —Inxz korrekt och far den enda losningen z = eV’
(RATT sa langt) men séiger trots detta att f saknar invers (FEL) med motiveringen
att ekvationen x = e_yQ, nu med y tolkad som obekant istallet for x har mer &n en
16sning. Detta &r visserligen sant i meningen att om vi plockar fram samtliga losningar
till denna ekvation sa far vi y = +v/— Inx vilket &r tva olika l6sningar for 0 < x < 1.
Problemet med resonemanget &r att det inte &r intressant hur manga losningar denna
ekvation har totalt. Det som &r intressant dr hur manga losningar ekvationen har som
ligger i Dy-1 = Vy och visag ovan att D1 = V; = [0, 00[, d v s den ena ldsningen ligger
eji Dy-1 = Vy. Det foljer att ekvationen z = ¢~ bara har en 16sning i Dy-1 = Vy
namligen den givnha y = v —Inz.

En del missar pa prioriteringsreglerna och skriver att eV = (e¥)? = €2 (FEL). Priori-
teringsreglerna sager ju att i uttrycket ¥’ ska y forst kvadreras och sedan ska resultatet
exponentieras, medan (ey)2 betyder att y forst ska exponentieras och sedan ska resul-
tatet kvadreras. Operationerna ska alltsa utforas i motsatt ordning i de bada uttrycken
och de ar darfor ej lika.

En del siger att y = sinz < x = arcsiny (FEL) men det géller ju att y =sinz < o =
arcsiny + 2nm, n € Z eller x = m — arcsiny + 2nw, n € Z (RATT).

Manga ger visserligen ratt svar (d v s att invers saknas) men lyckas inte motivera detta
pastaende.

T ex séger en del att sin bara ar inverterbar pa intervallet [—7/2,7/2] (FEL) men sin
dr ju inverterbar pa en hel massa intervall. Studerar men grafen for sin (rita denna
och se efter sjalv!) kan man t ex se att sin &r inverterbar pa varje intervall av formen
[—7/2+ 27k, /2 + 27k] dér k ar ett godtyckligt heltal samt pa alla intervall som &r en
delméngd ett sadant. Manga andra mojligheter finns ocksa (kan du se nagra?).

Néagra andra skriver att eftersom sin varken ar strangt vixande eller strangt avtagande
pa [0, 7 sa saknar g invers (FEL) men det finns manga funktioner som varken &r stréangt



6¢)

7)

vaxande eller strangt avtagande men som dnda har invers. Ett exempel pa en sadan ar

Ytterligare andra skriver att eftersom det finns flera y till varje = sa saknar g invers
(FEL) men det ska ju vara tvirtom! Eftersom ekvationen y = sinz har mer &n en
16sning z till varje y med 0 < y < 1 (d v s 'det finns flera x till varje y’) sa saknar g
invers (RATT). Vart att tdnka pa ar att om det vore sant att det finns flera y till varje
x sa vore g inte ens en funktion eftersom en funktion bara far anta ett varde i varje
punkt.

En del sdger att g saknar invers men ger inte nagon motivering alls eller sdger bara att
detta &r latt att se (FEL) men pastaenden som inte motiveras ordentligt finns det ju
ingen anledning att tro pa. Ténk aterigen pa att bevisbérdan ligger pa den som kommer
med ett pastaende och inte pa lasaren.

Aven hir gor manga felet att pastd att y = cosz < & = arccosy (FEL) men det géller
ju att y = cosx < xr = Lt arccosy + 2nm, n € Z.

En del byter definitionsméngd och dirmed funktion, genom att pasta att 37 < z <
4 < m < x < 27 (FEL) men detta &r ju tva olika intervall (rita bada pa tallinjen sa
ser du) och t ex (da 3.14 < m < 3.15) &r ju = 10 en punkt i det vénstra intervallet
som inte ligger i det hogra och z = 5 ligger i hogra intervallet men inte i det vanstra.

Ménga svarar ocksa med att z = h~'(y) = arccosy (FEL) och missar att detta leder
till en motsédgelse, ty i sa fall vore ju Vj,-1 = Varccos = _[0, 7] (FEL) samtidigt som vi vet
att om h har en invers sa dr V-1 = Dy, = [3m,4n] (RATT).

Inget speciellt att kommentera.



