Losningsforslag TATM79 2017-08-15

1. (a) Forst skriver vi om olikheten for att fa nagot som &r enklare att studera:

2 <1 o 2x2—(x2—9)<0
2—-9 T x z(z?2-9) —
z*+9

< =ty ="

Vi gor ett teckenschema for det funna uttrycket.

-3 0 3
r+3 - 0 + + +
x — - 0 + +
z—3 - - - 0 +
x>+ 9 + + + +
2+ 9
onery Bt A - A

Vi ser ur tabellen att uttrycket ar icke-positivt precis da r < —3 eller 0 < z < 3.

(b) Summan dr geometrisk med kvoten e och 99 termer. Saledes blir

100
i , 09 1 pl0l _ 2
E e =e =
e—1 e—1
k=2

(¢) Eftersom ordningen inte spelar nagon roll, sa finns precis

14 14-13-12
= = 4
<3) 3.2 50

unika kombinationer. Micke hdvdar bestamt att 6verenskommelsen géllde per dag och

tanker nu spendera néstan hela det kommande aret med att testa alla kombinationer.
101 _ 2
e’ —e

Svar: (a) x < =3eller0 <z <3  (b) 7
e j—

(c) 364.

2. (a) Lat t = 2*. Da géller att

8 — 42 =97 o P U=t o tP-2-1)=0
& t=0,t=1+2

Eftersom t > 0 sa kommer endast t = 1 + /2 ge en losning:

In(1 + /2
F=2" =142 o xzn(l;z\/—).
1k

(b) Observera att det inte finns nagon logaritmlag for produkter av logaritmer. Diaremot
sa galler att
Inz?-Ina2*=24 < 2lnz-3lmz=24 < (Inz)’=4
& hr=4+2 & z=¢2
In(1+ v/2)

Svar: (a) —m3 (b) 2.
n



3. (a) Tangens &r periodisk med perioden 7 och tan (j:%) = 41, sa

tan’r =1 & tanzx=+1 <& x:ig—l-mr,nez.

Vi kan sla ihop dessa fall enligt

T nm
=— 4 — Z.
T 4+2,n€

1 s o
(b) Eftersom cosa = 3 och m < a < 27, sa maste

3 3
Da blir
<+7r> T . .7 1\/§+2\/§\/§ V2+4
cos|a+ —) =cosacos— —sinasin— = -—— 4+ —— = ———.
4 4 4 32 3 2 6
(c) Vi ser direkt att
cosv = cos4
v = arccos(cos4) & & v=21—4
0<v<m
eftersom cosv = cos4 dr uppfyllt precis da v = 4 + 2n7 eller v = —4 4 2n7 for nagot
heltal n. Endast v = 27 — 4 ligger i ratt intervall.
2+4
Svar: (a) % + %, neZ (b) \/_6+ (c) 2 — 4.

4. Vi anvander Eulers formler for att skriva om vénsterledet enligt

4 cos x sin 2z cos 3z = % (eix + e*ix) (eizx — e’m) (ei3x + e’iS”)

— le (€i3a: . e—iac + ei:c . 6—i3a:) (ei?):v + 6—@'330)

— 2i (€i6m +1-— ei2x _ 67i4x + ei4:v + 67i2x — 1= efi6x)
)
= sin 6x + sin4x — sin 2.
Saledes kan ekvationen vi vill 16sa skrivas som

sin 6x + sindx — sin 2 = sin4dx + cos3x —sin2x < sinbx = cos 3z

& cos<g—6x>:c083x & g—6x+27m:j:3x

s T 2mn
9 = — + 2mn r=—+—
o 2 o 18 9
T T 21
3r = = +2mn r=_—42"
2 6 3
dér n ar ett godtyckligt heltal.
2 2
Svar:xzi—i—ﬂ,nez,ellerxzz—i— Wn,nGZ.

18 9 6 3



5. Vi borjar med att reda ut storsta mojliga definitionsméngd Dy for f. Vi vet att Int endast
ar definierad da ¢ > 0, sa vi maste kréva att

2—e">0 & x<In2.

Alltsa blir Dy =| — o0, In2].
Inversen finner vi genom att lésa ut « ur sambandet y = f(z). Lat © € D;. Da géller att

T

y=f(z) & y=z—-In2-¢€) < ey:2€
_633
& 2 —e"e! =" & ex(l—l—ey):Qey
- 2eY 2eY
& e = & r=1In .
1+ev 1+ev
1 2eY
Svar: Dy =| — oo, In2[ och f~(y) :1n1+ " =y+1In2—1In(1+¢Y).
e

5
6. Lat v = arccos (—\/%) sa att a = 2.

T . .
Om vi nyttjar att 5 < 7y < 7 sa ser vi direkt ur

en hjilptriangel (i figuren &r v = 7 — 7) att

tan(7r — 'y) =

Bl
S

vilket medfor att

tanﬂy:—tan(w—y) :—i. 1

V5

Uttrycket tan e kan vi nu berédkna genom additionsformeln for tangens:

2tany _2\% 5 \/5
tano = = - =
1 —tan?y 11— % 2v/5 2
Vidare ar det klart att dven tan g = — Dérmed foljer att

tana =tanfS < a=pf+nw

for nagot heltal n. Eftersom a och 3 &r en givna vinklar finns det bara ett n som &r rétt. Det
aterstar alltsa bara att bestdmma n och for att géra det maste vi ha en uppfattning om

o T .. ..
hur stora o och 3 &r. Da 5 < 7y < (ty arccos ér strangt avtagande) kommer 7 < a < 27.

T
Vidare ar —— < 8 < 0 eftersom arctan &r strangt vixande. Sa for att a = S + nw for

nagot heltal n maste n = 2. Fér n = 1 blir hogerledet for litet och for n = 3 for stort.
Alltsa ar x = 2.

Svar: ©x = 27.



7. Eftersom p(z) har grad tre sa har p(z) tre rotter (om vi rdknar med multiplicitet). Om
vi betraktar y = p(x) for x € R, sa ser vi att p(x) &r strangt vixande, sa det kan hogst
finnas en reell rot. Vi forsoker se om kurvan y = p(z) skéir z-axeln nagonstans. Vi testar
och finner att p(—3) = —19 och p(—2) = 1. Saledes finns det en reell rot a €] — 3, —2]
dér p(a) = 0. Eftersom p(z) har reella koefficienter sa kommer alltid icke-reella rotter som
komplex-konjugerade par, sa ovriga tva rotter maste vara pa formen o + i3 med «, 8 € R.
Vi vill alltsa visa att o > 1. For detta &ndamal sa betraktar vi faktoriseringen av p(z):

p(2) =(z—a)(z—a—if)(z —a+iB) = 2° — (a + 2a)2* + (2aa + o* + %)z — a(a® + B?).
Eftersom z%-termen saknas i p(z) sa maste dirmed a + 2« = 0. Enligt ovan dr a < —2, sa
0=a+2aa<-2+4+2a0 & 2<2a0a & 1<a

Detta var precis vad vi skulle visal

Svar: Se ovan.



