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1. (a) Summan #r geometrisk med kvoten ¢ = 2/3 och 48 termer. Alltsa,
i ok _il 2 2 1- ()" r2\° (2"
gtl L3 3k 31 12 \3 3 ‘
k=3 k=3 3

(b) Fran definitionen av binomialkoefficienter ser vi att

B n ([ n\ nn-1) 5 B
36—(n_2)—<2)—T & nT—n—-72=0
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dér endast n =9 &r en 16sning ty ( nﬁQ > ar bara definierat for n = 2, 3,4, ...
(c) Lat z = a + bi dér a,b € R. Da maste
Ad+i)a+bi)—2i(a+bi))=4—-2i & da—4bi+ai+b—2ai+2b=4—2i
< da+3b— (a+4b)i =4 — 2i.

da+3b=14 a=10/13
= =
a4 4b =2 b=4/13.

10 + 4
Alltsa ges den enda losningen av z = 1—;) iy

Svar: () @)3 (1 - <§>4g> D)9 (o) 2= 10;)4".
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2. (a) For att alla logaritmer ska vara definierade kriavs att —3 < z < 5 Antag att z

uppfyller detta villkor. Da géller (eftersom In &r injektiv) att

In(z+3)+In2—-—2)=n(2—-42) < h((z+3)(2—2))=In(2—4x)
& (v+3)2-z)=2—-4z
& 2*-3r-4=0
P
22

1 1
dédr x = 4 inte uppfyller att z < 3 men r = —1 uppfyller —3 < z < 7

(b) Logaritmlagar och det faktum att exp och In &r varandras inverser visar att

e3n3 _ o—In3 B en3® _ eln% B 33 _ %
— - — ;
In <4 (e‘ln2)2) +(Ine3)® 1, <4 <€ln%) ) 4 (—3) In (1) + (=3)
33— %
= S=-1+ 1%
(—3) 31 81
80
Svar: =—1 b) ——.
var: (a) x (b) a1



3.

4.

(a) Da —cost = cos(m —t) (= cos(t — m) = cos(t + 7)) foljer det att

cos3x +cosbr =0 <& cos3z = cos(m — bx)
& I3r =7 —5xr+2mn, n € Z.

Losningarna ges alltsa av
T ™

x:§+I,n€Z, eller x:g—l—ﬂn,nez.

1 m
b) Vi ser att a = arcsin — € ]0, — [
. N
Eftersom 0 < a < 7/2 kan vi direkt rita upp en
1
ratvinklig hjalptriangel dar sina« = —. Ifran denna V8

V8 1

triangel kan vi se att tana = —. Qo

VT

VT
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(c) Eftersom cosv = ——= och 7 < v < 27, sa maste (trigonometriska ettan)

V3
sinv——[1- (%) S

Darfor blir
V2 -1 22

sin2v = 2sinvcosy = -2+ — - — = ——.

V3 V33

Svar: (a)x:z—kﬂ,nez, ellerng—ﬂm,nez, (b) — (¢) —.

8 4 NG 3

(a) Vi borjar med att reda ut storsta mojliga definitionsméngd. For att logaritmen ska

vara definierad maste vi kriva att 7 — 3z > 0, sa x < 3 Vidare far ndmnaren inte
bli noll, vilket skulle ske da

(7 — 6_1) .

Wl

I+In(7-32) =0 & In(7-32)=-1 & T7-3v=¢' & =

7 1
Definitionsméngden D ges saledes av z < 3 och x # 3 (7 — 6_1). For o € Dy géller
att

1
1+ 1In(7 - 3x)

1 1
& —=14In(7-32) & 7—3x:exp(——1)
) Y

(i)

1 1
Vi finner hégst en 16sning for varje y, vilket innebér att f~'(y) = = <7 — exp (— — 1>> :
()

Yy
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(b) Da £1 € D, = R och g(—1) = g(1) = 6 kan g inte vara injektiv och dérmed saknas
invers.
Svar: (a) z < 37 # 5(7 —e ) [y = 3 7T—exp|——1 (b) invers saknas.
Y



5. Vi anvédnder Eulers formler for att skriva om vénsterledet enligt

) ) ) 6i22¢ _ €—i2x 6i3:p _ e—i3m €i5r _ e—i5m
sin 2x sin 3x sin bx = - - -
2 21 21

1 . ) ) . . )
— _8_ (61533 — e _ g + e—z5x) (ez5:p _ 6—252)
i
1 ) ) ) . ) )
— _g (611050 —1— 61490 =+ 6—7,6&0 o 67,655 + 6—14:{3 +1— e—lex)
1
=12 (sindx + sin 62 — sin 10z) .
Ekvationen vi vill 16sa kan da skrivas som
sin4x + sin 6x — sin 10z = sin4z < sin 10x = sin 6x
7
10z = 6z + 27mn =
& eller & eller
10z =7 — 62 + 27n p= ™
16 8’
dér n ar ett godtyckligt heltal.
1
Svar: — (sin4x + sin 6x — sin 10x); z = ﬂ, n €7Z,eller x = - + @, n € 7.
4 2 16 8
6. Det komplexa talet 47 — 4 ligger i andra kvadranten och kan skrivas
4i — 4 = /3264 = 41/2eB7/4,
Pa samma sétt, '
1 —iv/3 = 2e7/3,
Detta medfor att .
4i—4 — 0\/2¢im(3/4+1/3) _ 9, /9,i131/12
1—iV3
Lat nu z + 2i = w och w = re*, déir r > 0 och ¢ € R. Da maste
W = P — 91/2e137/12 o r’=2v2, r>0,
50 = 137/12 + 2mn, n € Z.
13 2
Detta visar att r = (2v/2)Y/° = 23/1% o¢ch ¢ = 6_(;T + g, n € Z.
Im
Eftersom z = —2i + w blir nu vara lésningar
2= —2i 4 2310 (GTHET) = 0.1,2,3,4.
Re

Hér har vi valt att endast numrera de 16sningar
som dr unika (ndr n = 5 far vi samma 16sning
som nér n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z
godtycklig.

Svar: z = —2j + 23/10 ei(%JrMTﬂ), n=20,1,23,4.
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7. Vi borjar med att skissa hur funktionen ser ut. Om k£ =0 och 0 < z < 7 dr f(x) = cosx.
Om k =0o0ch —7 <z <0 é&r f(r) =2 — cosz. Vi ser att uttrycken "hakar i” varandra
nir r = 0 eftersom cos0 = 2 — cos 0. Samma beteende upprepas niar k = +1, +2, ..., med
skillnaden att funktionen har skiftats 4k enheter i vertikal led.

Vi definierar intervallen I och Ji, k € Z, enligt

Iy = [(2k — V), 2kn[ och J, = [2km, (2k + 1)7].
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Vi ser i figuren att &ven om funktionen inte ar periodisk, sa finns det en form av periodisk
symmetri. Mycket riktigt ar f(x + 27) = f(z) — 4 for alla x € R. Vidare vet vi att
om —7 < x < 0 sa géller att

flx+m) =cos(zr+m)=—cosx=2—cosz—2= f(zr)—2,

vilket visar att f(z+m) = f(x)—2 for alla x € R. Det ricker alltsa i princip att betrakta
till exempel intervallet Jy dar 0 < x < 7. For x € Jy ar f stringt avtagande, sa f

maste vara stringt avtagande pa hela R. Saledes dr f injektiv och har en invers f—!.
Lat y = f(z) sa att x = f~(y). Da &r

fa+m)=flx)=2 & z+r=f'(fz)-2) & [y +r=F"y-2)
For € J giller sedan att
y=f(r)=cosz & fl(y)=arccos(y), —1<y<l1
Alltsa kommer

[y — 2k) = arccos(y — 2k), 2k —1<y<2k+1.



Men da vi vet att f~!(y — 2k) = f~1(y) + km, sa maste
f'(y) = arccos(y — 2k) — km, 2k—1<y<2k+1.
Inversen kan alltsa skrivas

f'(y) = arccos(y — 2k) —km, 2k—1<y<2k+1, kcZ. (2)

Hur ser da inversen ut? Som bekant (eller hur?) ges grafen av speglingen av y = f(x) i
linjen y = x, vilket stimmer 6verens med det uttryck vi fatt fram ovan.

-9 -8 -7 -6

Svar: Figuren och uttryck for inversen finns ovan.

Alternativ II. Det gar dven att direkt angripa varje intervall I}, och Jy for att hitta
ett uttryck for inversen, men det blir lite mer otympligt. Lat £ € Z. Vi undersoker varje
delintervall som f(x) &r definierad pa. Vi borjar med att undersoka f(x) nir x € Ij. Da
géller att
y=f(r) & y=2—-4k—cosz & cosr=2-—4k—y
& = tarccos(2 — 4k —y) +2mn, n€Z,

eftersom y €|1 —4k,3 —4k] sa 2 —4k —y € [—1,1]. Vi soker = € I, sa den enda losningen
som uppfyller kraven &r

r = —arccos(2 — 4k —y) + 2k, 1—4k <y <3 —4k, (3)

bt



dér vi valt minuslésningen samt n = k. Alltsa ar f~'(y) = 27k — arccos(2 — 4k — y)
for y €]1 — 4k,3 — 4k]. Det &r ocksa klart att f(x) ar stringt avtagande pa intervallet
eftersom cos ar strangt vixande pa detta intervall.

Om z € Jg, dvs 2km < z < (2k + 1)7, sa géller att

y=f(r) & y=—-4k+cosx <& cosz=4k+y
& o = farccos(4k +y) +2mn, n€Z,

eftersom y €] — 1 — 4k, 1 — 4k] sa 4k +y € [—1,1]. Vi behover ha = € J, sa
x = arccos(4k +y) + 27k, —1—4k <y <1— 4k, (4)

dér vi valt den positiva l6sningen samt n = k, eftersom detta dr den enda mojligheten.
Alltsa dr f~!(y) = 27k + arccos(4k +y) for y €] — 1 — 4k, 1 — 4k|. Aven hir &r f stringt
avtagande.

Vi ser att funktionen hénger ihop i skarvarna och att minpunkten i féregaende intervall Iy,
blir maxpunkten i nésta intervall J,. Funktionen &r alltsa inverterbar pa hela R. For att

uttrycka definitionsméngden for f~! i ”viixande” ordning (som vi normalt gor) ersétter
vi 7—k” med "k” i (3) och (4) ovan och erhaller da att

_ —27k 4 arccos(y — 4k), —14+4k <y <144k,
fl(y)z{ e kezZo ()

—2mk — arccos(2 + 4k —y), 144k <y <3+ 4k,

Ovning: visa att (5) och (2) representerar samma funktion.



