Losningsforslag 2019-08-20

1. (a) Lat oss stuva om i ekvationen for att sedan kvadrera bada leden (observera att det
da bara blir en implikation!):

20 + Va2 4+24 =3 V2424 =3-2x

=
= 2°4+24=(3-22)*=9— 127 + 42°
=

v —4x —5=0
& r=-—1 eller x=05.
Eftersom vi har en implikation maste svaren testas. Om x = —1 ser vi att

VL=2-(=1)+/(-1)2+24=-2+V25=-2+5=3
sa x = —1 ar en losning. Om x = 5 &r

VL =2-5+4+Vv52+24 =10+ v49 = 17.

Eftersom vénsterled och hogerled inte stdmmer 6verens dr detta ingen losning.

(b) Enligt binomialsatsen sa giller att
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Svar: (a) z = -1  (b) §x5_§x3+5x_?+ﬁ_ﬁ'

2. (a) Vi borjar med att hitta definitionsméngden D;. For att bada logaritmerna ska vara
definierade sa maste
r+1>0 & z>-1
och

2c—5>0 <& x>g.

Saledes ges definitionsméngden av z > 5/2.
For z € Dy sa giller att

y=flz) < yzln(x—i—l)—ln(2x—5):ln(2xxt15)

1
& ey:;;Jr_S & 2r—5)=x+1
1+ 5eY
& 2 —1)=14+5e" < = .
x(2e ) + 5e T= o



Alltsa kommer
B 1+ 5eY

C2ev — 17

7 w)
(b) For att en l6sning ska kunna existera maste = > 0. For x > 0 giller att

xlnx _ eln(mlnx) — e(h’mc)2

sa

" =e & (nz)’=1 & hr=+1 & z=c%"
1+ 5eY
2V —1

Svar: (a) D; = } g 00 { och f~(y) (b) z = e*!

3. (a) Eftersom tang = /3 sa giller att

tan(l —2) =V3 & 1—x:%+7m

1
& le—%—nnzl—ﬂ(§+n>,nez.

(b) Vi ser att

1 1
1 =2cos’z —sinz =2 (1 — sian) —sinz & sinfz+ §sinx —5= 0.
Lat t = sinz. Ekvationen . .
P —t——=0
* 2 2
har l6sningarna ¢t = —1 och ¢ = 1/2. Alltsa erhaller vi
. T
sinr =—-1 & :c:—§+27m
samt
i L &S o 7T+2 n eller x 7T+2n
sinx = — = —+27 = — + 27n.
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Notera att losningarna kan sammanfattas enligt x = s + 5
Svar:

1
(a)le—ﬂ(g—i-n), nez
s m o
(b) —3 +27n, x = 6 + 27n, eller x = 3 +2mn, n € Z.
4. Vi anvinder oss av hjéalpvinkelmetoden och skriver om vénsterledet i

2cos3v —2sin3v = —

V2

som C'sin(3v 4+ ¢) med C' > 0. Da ska alltsa, enligt additionsformeln for sinus,

C'sin(3v + ¢) = C (sin 3v cos ¢ + cos 3z sin ) = 2 cos 3v — 2sin 3.



Genom att, till exempel, lata z = 0 och = = 7 /6, erhaller vi sambanden

{C’sinv = 2,

Ccosv = -2
For att bestimma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att
C? = C?(sin® ¢ + cos® p) = 8.
Alltsa ar C' = /8 ett lampligt val, och vi finner ¢ genom att losa

2 1

= 5
1\/§ V2 & cp:f—i-QmT,nEZ.

cosy =

sinp = —

V2

3
Vi viljer p = Zﬂ Vi ska nu 16sa ekvationen

3 1 3 1
\/gsin<30+£> :E & Sin(3v+£) =1

( 3 1
3v + Zﬂ = arcsin <Z> +2nm, n € 4,

& eller

3 1
3v + Zﬂ = 1 — arcsin (Z) + 2nm, n € 7.

\

Vi erhaller alltsa losningarna

T 1 ) 1 2nm s 1 ) 1 2nm
v=——+4—arcsin | = | + — eller vV=-———-arcsin| — | + —

4 3 4 3 123 4 3
for n € Z.
1 1 2 1 1 2
Svar: v = —%—i-garcsin <Z> —1—%, n €7, eller v = 17T—2 — garcsin (Z) —|—g, n € 7.

. Vi skriver namnare och téljare fér w pa poléar form:
V3 —3i = V1273 = 2¢/3e7™/3 och V2 —iV2 = 27"/,

sa enligt regler for (den komplexa) exponentialfunktionen géller att

—im/3
w— 2\/36' /4/ — 3 (1/4-1/3) _ | [3,-im/12
2e'm

Vi soker nu de z € C sa att
25 — \/§€7’L’7T/12.

Lat nu z = re®, diir r > 0 och ¢ € R. D4 maste

, , 5_al/2 S
2,5 _ T,567,5<p _ \/ge—m/m r 3 y ' Z 0,
5o =—7m/12+ 2mn, n € Z.

2
Detta visar att r = 3110 och ¢ = —g—o + %, n € 7.



6.

Vara l6sningar blir nu

2= 3V0(-H+%) = 0,1,2,3,4.
Hér har vi valt att endast numrera de 16sningar
som dr unika (ndr n = 5 far vi samma 16sning
som nér n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z

godtycklig.

Svar: w = V3¢ /2 och z = 31/106i(7%+2%), n=20,1,2,3,4.

(a) Dcos =R och V;:os = [_17 ]-] samt Darccos = [_]-7 1] och V;zrccos = [07 ﬂ-] .

(b) Summan &r varken aritmetisk eller geometrisk och det forefaller inte finnas nagot
elementért sitt att dela upp den pa for att erhalla artimetiska eller geometriska
summor, sa vi skriver ut lite termer och undersoker om vi kan se nagot monster.

Summan
100

Z (arctan(k + 1) — arctan(k))

k=2
kan — om vi stuvar om lite — utvecklas enligt
arctan(3) + arctan(4) + --- + arctan(100) + arctan(101)
—(arctan(2) + arctan(3) + arctan(4) + - - - + arctan(100))
= / teleskopsumma / = arctan(101) — arctan(2).
Vi kan forenkla resultatet genom att observera att

~ o 101-2 99
C14101-2 203

tan (arctan(101) — arctan(2))

o
203

99
tanv = & wv=arctan | — | +nm, n € Z,

203

sa maste 9
arctan(101) — arctan(2) = arctan <ﬁ) +nm

for nagot heltal n. Vi uppskattar storleken pa ingaende arcusfunktioner:

m
0 < arctan(2) < arctan(101) < 3

Hér har vi anvant att arctan ar strangt vixande samt kénda standardvinklar. Alltsa:

0 < arctan(101) — arctan(2) <

Y

NN

sa det foljer nu att n = 0 &r nodvéndigt.

Svar: (a) se ovan  (b) arctan 99 :
203



7. Vi borjar med att notera att, for 1 < k < n, sa ar

noy n! _ n! - (n—1)!
k(k:)—k'(n—k)!k!_(n—k)!<k—1)!_”‘((n_1)_(k_1))g(k_1)!
n—1
:n(k_l).

Med denna likhet i bagaget kan vi saledes skriva om summan:

kzi%k(Z)pk(l—p)”"“: -(8)po(l—p)n—f—kzi;k;(Z)Z)k(l_p)n—k

=np(p+ (1—p)"" =np,

dér vi utnyttjade binomialsatsen i den nést sista likheten.
. - n k(1 \n—k _
Svar.kz_%k:( A )p (1 —=p)" " = np.

Anmairkning. Det som beréknas i denna uppgift ar vdintevdrdet for en slumpvariabel som
ar binomialfordelad med parametrarna n och p. Situationen &r den att ett forsok déar en
héndelse intraffar med sannolikheten p upprepas precis n ganger. Varje forsok upprepas
oberoende av de 6vriga. Sannolikheten att precis k stycken av dessa n forsck resulterar i
att héndelsen intréaffar ges av just

( . >pk(1 —p)"

Ni kommer stéta pa detta nér ni ldser en kurs i sannolikhetslédra senare. I en sadan kurs
far ni dven hogst sannolikt (...) se ett "enklare” argument for att véantevérdet blir just
produkten np.



