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1. (a) Om vi kvadratkompletterar uttrycket finner vi att

1\* 1 3\* 9
Py =r-3y+2 & (x——) —Z+<y+—) -5 =2

1 3 3
sa medelpunkten ar <§, —5) och radien —.

V2

(b) Vi ser att summan ar geometrisk med 13— (—2) 41 = 16 termer, kvoten 4 och forsta
term 274, sa

i22,€_2_4 4161 2%
= B 4—-1 48 °

(c) Enligt binomialsatsen sa giller att

G- (5e) =2 (0)(5) =

15 5 15 3 1
S (1 + iz — ZZQ - 5@'23 + 1—624 + 1—6iz5 — az(i)

5, 15, 3 . 1

15
— _1_3 19 9 9 1Y 9 L 6
312+4z —|—222 6° " 16% +64Z
Svar:
. (1 3 .3
(a) Medelpunkten dr | =, —= ) och radien —
27 2 V2
232 _ 1
b
15, 5., 15, 3.. 1,
(c) =1 —3iz+ 17 +22z 6° T 16% +64z.
2. (a) Hogerledet &r definierat da  +2 >0, x +6 > 0 och > 0, sa lat z > 0. Da géller
att

In(z+2)—In(x+6)—Inz+mm9=0 < InO9(z+2))=In(z(x+6))
& 9(r+2) =z(x+6)

ty In dr injektiv. Alltsa maste
9r+18=2+6x < 2°—-3x—-18=0 < zx=6ellerz=—3.
Endast x = 6 uppfyller kravet ovan.
(b) Om z # 0 sa géller att
1
ezlne® — 3 o §ln$2 =n3 & h2*=mh3* < 22=32

ty In &r injektiv, sa x = £3.
Svar: (a) 2 =6 (b) . = +£3.



3. (a) Viser direkt ur enhetscirkeln att

5 5
cos (2z) = cos (%T - 3x) & F2r = 77T — 3z +27mn, n € Z,
sa,
5 5% 49 - s n 2mn
r=—+2mn r=—=+—
7 7 5
eller
on + 27mn
r=— i
7
(b) Vi ser att
sin 2x

tan2x = 2sin2x &

1
=2sin2rx & sin2;1:-< —2):0
Cos 2% Cos 2x

sa endera ar

. ™
sin2xr =0 <& 2x=mn,ned <& x:7,n€Z,

eller sa ar . - 5
L9 o L =eoser 0,
cos 2x cos 2x

vilket ger att

1
(3032.7::5 & 2:1:::|:%+27m,n€Z & xz:l:g—}—ﬂn,nez.

)
(c¢) Lat v = arccos _6) Da dr v €]r/2, 7] ty —5/6 < 0 och arccos &r striangt avta-

gande. Alltsa blir

cosv——E
6
och )
5 25 11
) 2
sin“ v Ccos” v ( 6) 36— 36’
sa
) V11
va:T

med positivt tecken da sinv > 0 om v €|7/2, 7[. Alltsa blir

VII6 VI

tanv = =
anwv ~5/6 z
Svar:
2 5)
(a) §+$,nez, eller%—l—an,nEZ
(b) 71'2_717 n € 7, eller :I:g +7n, n € Z.



4. Vi anvander oss av hjéalpvinkelmetoden och skriver om funktionen enligt

d.

f(x) = 3cosz —V3sinz = C'sin(x +v),
med C' > 0. Da ska alltsa, enligt additionsformeln for sinus,
C'sin(z 4+ v) = C (sinz cosv + coswsinv) = 3cosz — V/3sin .,

Genom att, till exempel, lata z = 0 och = = 7/2, erhaller vi sambanden

Csinv = 3,
Ccosv = —+/3.

For att bestamma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att
C? = C?(sinv 4 cos?v) = 32 + (—V/3)2 = 12.

Alltsa dr C = /12 = 2/3 ett lampligt val, och vi finner v genom att l6sa

1
cosv = ——
2’ 2
& v:—ﬁ+2m7r,m€Z.
. V3 3
simmv = 7

Rita en enhetscirkel for att se dettal
27
Vi véljer v = 3 Vi kan nu representera f(z) som

f(z) = 2V/3sin (x + 2%)

som antar maximum precis da

2
m+§=g+27m,nez & xz—%—i—%m,nez.

Det storsta virdet blir givetvis C' = 24/3.

T
Svar: Det storsta viirdet dr 2v/3 vilket antas precis da x = ~% +2nm, n € Z.

(a) En Euler-omskrivning visar att

3 5 eiSm _ e—i3:v eiQw + e—i2x 1 €i5z _ e—i5a: + ei;t _ e—ix
SINN OX -+ COS 2T = = -
21 2 2 24

I :
=3 (sin bz + sin ).

(b) Om z = —17T—2 ar en losning sa maste

o (3(~53)) o (2 (—53)) = (-3 ) oo (3 (-13)



vilket ar ekvivalent med att

kr w

E:§—|—271'm,m€Z k=4+424m, m e Z
eller = eller

k 2 - '

1_72T:§—|—27rm,mez h=8t2dm me

Endast k = 4 ligger i det intervall vi ar intresserade av. Vi kunde givetvis ocksa helt
enkelt ha testat alla k i intervallet direkt i likheten och sett vilka som fungerade.

6i4.’E _ 67i4:p 61’3:)3 + efiBm
29 2
ei7a: _ e—i?x + ei:c _ e—ia:
21

(sin7x 4 sinz) .

En till Euler-omskrivning visar att

sin kx - cos3x = (
1
2
1
2

Med k = 4 sa ska vi saledes l6sa ekvationen
1 . . 1, . . . .
) (sinbx +sinz) = ) (sin7z +sinz) < sinbr =sinTz

vilket géller om och endast om

Sr =Tx+2mn, n € Z
eller
dSr=m—"Tr+2mn, n € Z

sa vi erhaller l6sningarna © = —nn, n € Z, eller x = % + %T, n € 7Z. Vi noterar
att n = —1 i den andra losningsskaran gor att vi far tillbaka x = —%.
. : T nw
Svar: (a) 5 (sinbx +sinz)  (b) k=4 ochz=—mn,neZ, eller x = 3 + 5 "€ Z.

. Med 0 < x <1 sa giller att y > 0 och

2

y=f(z) & y=vV-lhzr < y¥’=-lnx < z=cV.

[0, 7[ kan inte vara inverterbar da funktionen inte &r

e e : L. m 1 . 3w
injektiv pa Dyg; till exempel ér sin — = — = sin —.

12 4

Med h(xz) = cosx och x € Dy, = [3m, 47| sa ar

Funktionen g(x) = sinz med D,

y=h(z) & y=cosz <& x=ZLarccosy-+2mn, n¢€ Z.

Vi noterar att arccosy € [0, 7] da Vipecos = [0, 7] (med Dy, = [37,47]), sa v = 4w —arccos y
ar det enda alternativet som gor att x € Dy,

Svar: f!(y) = e ¥, g~ saknas och h™(y) = 47 — arccos y.



7. Forst noterar vi att hogerledet alltid dr negativt, sa for att kunna ha en losning sa
maste x < 0. Vi antar darfor att x < 0. Vidare ser vi att vénsterledet da kommer att
befinna sig i intervallet | — m, 0] och hogerledet i intervallet |—m, —5 [ Eftersom tan &r

injektiv pa méngden
{tGRI—ﬂ'<T,<O, t#—g},
sa kan vi med ekvivalens (med punkten —7/2 undantagen) studera ekvationen
tan (arctan 3x + arctan 5x) = tan <—g + arctan a:) :

For att 6vertyga oss om att tangens ar injektiv pa méngden ovan, betrakta foljande figur.

)
y =tanx
r : x

- T

2
En additionsformel for tangens visar att
3r+5 8 1
tan (arctan 3x + arctan bx) = rror ’ T #F Et—.

1—1522 1 — 1522’

V15

Vidare giller att

T sin (—% + arctanz)  — cos(arctan z) 1 1
tan <——+arctanx> = = — - -
2 cos (—2 4 arctan ) sin(arctan x) tan(arctan x) x

Notera hér att vi inte kan anvénda additionsformeln for tangens fér att hantera hogerledet
(varfor?). Vi soker nu losningar till

8x 1 1
— = 2 & =1 & z=4—
1- 1522 2 v Y

1
dér endast den negativa losningen kan vara intressant. Att Y- faktiskt l6ser ursprungsekva-

tionen foljer nu av att tan ar injektiv pa méangden {t € R: —w <t <0, t # —7/2}.

1
Svar: @ = ———.

VT



