Losningsforslag matematisk grundkurs 2020-10-28

1. (a) Forst skriver vi om olikheten for att fa nagot som &r enklare att studera:

2 2 _ _ 2 _
x+122 N *+1—-2(2x 1):95 4:6—1—320
20 — 1 20 — 1 2¢ — 1

Vi ser vidare att
2’ —dr+3=(x—-2°-1=(z—-3)(z—1)

sa vi ska undersoka nar

(x —3)(x—1) >0
20 — 1 -
Vi gor ett teckenschema for det funna uttrycket.
1/2 1 3
2r — 1 -0 + + +
r—1 — - 0 + +
x—3 — — - 0 +
(x—=3)(x—1) ®
— 0 — 0
21 — 1 ~ 7 *

Vi ser ur tabellen att uttrycket dr positivt precis da 1/2 < o <1 eller z > 3.

(b) Summan dr aritmetisk och vi ser att for att fa sista termen lika med 620 sa maste
620=3n+2 <& n=206

vilket innebéar att vi har 200 termer 1 summan. Salunda erhaller vi

620 + 23
s—z 3k +2) = 2+ - 200 = 64300.

Svar: (a) 1/2 <z <1eller z >3 (b) 64300.

2. (a) Viser direkt ur enhetscirkeln att

2x+ﬁz5m—ﬁ+27m, n e,

7 3
sin <2$+§):Sin (5:)&—%) = eller
2x+zz7r—5x+z+27m,nez,
7 3
sa
a3 7T+ 9 - _107r 2mn
7 T3 T3 3
eller
. _47r +2 - _257r+27m
Ty Ty YT T



(b) Enligt en additionsformel for cosinus &r

- ™ my V2 V2
cos (v— —> = COS VU COS (—) + sinwvsin (—) = — .CosvU+ — -sinv
4 4 4 2 2
2 V2 1
=+ —=—-1(4- 2)
3+ 6 6( V2
eftersom
1 2v/2
c0s2v:1—sil12v:1——:§ = cosv:——\/_
9 9 3
ty /2 < v < msacosv < 0.
(c) Da
1117T_1107T+7T_10 n +7T
0 10 10 T
sa ar

. 1117 L ( ks )
sin 0 )= sin 10
och darmed blir

n (s (g m (s (35)) =
arcsim | s { —— —= —arcsin | sin { — = ——
10 10 10

eftersom arcsin ar udda och —7/2 < 7/10 < 7/2.
100 2mn 25m 27mn 1 T
Svar: — = — Z, eller — + — Z b) —= <4— 2) -
var: (a) 63 3 n e eer147—|— - n e (b) 5 V2 (c) 10
3. (a) For att samtliga ingaende logaritmer ska vara definierade sa maste 3 + = > 0
och —z > 0,sa —3 <z <0. For —3 < x < 0 sa géller att

In(3+2)—2In(—2)+md=0 < In(4B+2))=2In(-2)=Inz>
& 43+ 1z) =27
& 0=2’-4dz-12=(r—-2)>-16
& =2

ty In &r injektiv och x =6 > 0.
(b) Enligt algebrans regler &r

y/? 3y1/4 AN 2\3/2(, —1\1/8 7/243/4,,—1,6,-3.3/2,3 —1/8
— (3?) — | (@) (y )" =y e TN S T

z Y

T/443/8,,~1/2,,.6+3/2 T/4+2/8,,.7

=y y =y

— 2
Svar: (a) x = —2 (b) z79?.
4. Lat v = arctan(v/2 + 1). Enligt additionsformeln for tangens &r

2tan v 2(v2+1) 2vV24+1) V241

tan 2v = = = = -
1 —tan?wv 1—(\/§+1)2 1—(2+2\/§+1) 14++v2

Da ar

tanf =tan2v = -1 <& 6:—%+n7r, n €7z,



D.

dér vi maste bestdmma heltalet n. Vi uppskattar storleken pa den ingaende arcusfunktion:
0
0<v< 5 = 0<pf<m

sa ddarmed foljer det att n = 1 &r nodvéndigt. Den eftersokta vinkeln ar alltsa

T 3w
P=r—31=7
3w
Svar: —.
var: -
(a) For a > 0 definieras /a enligt
y=+va < y*=aochy>0.
(b) Eftersom
_sinh(z) (e —e®)/2 e —1
v cosh(z)  (e*+e2)/2 e +1
sa galler att
1 1
ye**+ 1) =e* -1 & H(l-y)=1+y & x:§ln1+y.
Y
Eftersom vi bara finner ett alternativ for varje y sa ar funktionen injektiv och ett
uttryck for inversen ges av
_ 1. 1+y
1
=—In——.
() -
(c) Da
L, ) 9 16
sin(arccos(3/5)) = 1 — cos®(arccos(3/5)) =1 — — = —
25 25
sa foljer det att sin(arccos(3/5)) = 4/5 eftersom sin(arccos(3/5)) > 0. Fran defini-
tionen av e? ser vi nu att
5etarecos(3/5) — 5 cos(arccos(3/5)) + i5 sin(arccos(3/5)) = 3 + 4i.
1. 1
Svar: (a) se ovan  (b) x = 5 In 1+_y (b) 3 + 4i.
)
Notera att

AN .
N3 T 5 7 _ (1+4)° _ (ﬁem“) _ 425/ _ V2 i5m/4
(1-V3i)32" = (-1-1)° & 27 =— — = — — = — —— = —e¢
(1 — \/32)3 (2@*”/3) 8e~1m 2

dér vi enklast ser omskrivningarna genom att rita en enhetscirkel (rita en ordentlig figur!).
Lat nu z = re?, dir r > 0 och ¢ € R. Da maste

- 1

) 2 r'=—,r>0,
P QR P g TN /2 (1)
To =5n/4+2mn, n € Z.
1\"" 5t 2
Detta visar att r = (E) =27V och Y= 2—2 g, n € 7.



Vara l6sningar blir nu Im
s =0 VM (EH) 2 0.1,2.3,....6.

Hér har vi valt att endast numrera de 16sningar
som dr unika (ndr n = 7 far vi samma 16sning
som nér n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z
godtycklig.

Svar: » = 27114 (i(5+%7) ,n=0,1,2,3,...,6.

. Eftersom g = f~! s maste z = f(g(r)) = g(x)* + g(x). Pa grund av detta giller att

i ( Z )Q(SL’)"H’C = i ( Z ) (9(x))"*(g(2)*)* = / binomialsatsen /

k=0 k=0

= (glx) + gla)®)" = "

Alltsa blir summan i uppgiften en geometrisk summa med kvot x. Har dr 0 < z < 5/8
da z € D, = V; =|0,5/8[ (f &r stréngt vixande). Forsta termen &r 1 och vi har N + 1

termer:
N 1 _ xN+1
D =
n=0
1— :L.NJrl
Svar:



