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1. (a) Beloppen definieras enligt

20 —1 >1/2 2 — <
S T e N D o=
rT—2, x2>2.

1—-2x, =<1/2,

Intressanta punkter for beloppen som ingar i ekvationen ar x = 1/2 och x = 2. Vi

delar upp i tre olika fall.
Fall 1: x < 1/2. Da &r

2z—1|+]2—z|=4—2 & 1-2242—zx=4—2 & 2u=-1 &

vilket uppfyller att = < 1/2. Detta &r alltsa en 16sning,.
Fall 2: 1/2 < x < 2. Da ar

2z —-1|+2—2|=4—-2 & 2u—-142—-z=4—-2 & 2r=3 &

vilket uppfyller att 1/2 < z < 2. Detta &ar alltsa en 16sning.
Fall 3: x > 2. Da ar

2r—1|+]2—z|=4—2 & 2—-14zx-2=4-—2 < do=7 &

vilket inte ligger i ratt intervall, si x = 7/4 &r en ingen 16sning i detta fall.

(b) Summan &r aritmetisk med forsta term 6 och sista term 994. Vi summerar vart fjarde

n

heltal, sa summan har (till exempel) formen 2(2 + 4k). Vi finner antalet termer n

k=1
genom att betrakta sista termen:

94 =2+4n <& n=248.

Summan kan ddrmed berdknas enligt kidnd formel:

248

4
D (2+4k) = 0 +299 - 248 = 1000 - 124 = 124000.
k=1

1 3
Svar: (a) z = —5 eller x = 2 (b) 124000.

2. Svar:
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3. (a) For att samtliga logaritmer ska vara definierade sa maste vi ha x # 0 och x +3 > 0,
sa vi antar att x > —3 och x # 0. Da géller att

Inz? —2In(z+3)=2In2 < Inz?=In4+In(z+3)*=In(4(z +3)%
& 2? =4(x +3)?
& 37° + 243+ 36 = 0,

eftersom In &ar injektiv. Vi ser héar att
33 +242+36=0 & 0=a2?48c+12=(z+4)°—4=(z+2)(x+6),

sa v = —2 eller x = —6. Av dessa mojligheter dr det endast © = —2 som é&r en
16sning.

(b) Da In &r injektiv foljer det att
n(l—e*)=-7 & 1-e=¢' & e=1-¢' & 2z=h(l-¢).
1
Notera hiir att 1 —e™" > 0sa x = 3 In(1 — e~ ") &r definierad.
1
Svar: (a) x =—-2 (b)) z = iln(l —e ).

4. En Euler-omskrivning visar att

] ] . eiaz o e—ix €i2x o €—i2:r; ei4x _ 6—7L4x
sinz - sin 2z - sindx = - - -
21 2 21

— _i (62'390 o e—ix o eia} + 6—2’396) (ei4x - e—i4x)
i

— _8_ (ez7m —e W _ esz + 6—252: _ €z5r + e—z3z + L e—z?x)
1

1
=7 (—sin7x + sin 3z — sinzx + sin 5x) ,

sa ekvationen kan ekvivalent skrivas om enligt

4sinz -sin2z -sindx =sin3x —sin7x <  sinx = sinbx

< br=x+42mn eller 5r=7m—x+ 27mn,

dar n € Z. Alltsa kommer losningarna ges av

™ T TN
= — cller 6z = 2 & ==+ —.
x 5 eller T =T+ 2mn x 6+ 3

Svar:x:—wzn,nEZ, ellermzz—i——wgn,nez.

5. (a) Da funktionen x — 2% dr injektiv foljer det att

3

&= 2214'9”2 = 23x3 & 2+ z? = 31’3 = 3133 —2? =2 = 0,

sa x = 0 eller

12 1\* 2
32° —1r—-2=0 <& 0:x2—§x—§:(x——> _®



vilket &r uppfyllt for x = 1 eller z = —2/3.
Alternativt kan man logaritmera bade sidorna i ekvationen:

3

4T . 97" — Qv o zrzhnd+22n2=2Im8 < 2xrln2+22In2=323In2
& 33 —a?—22=0,

vilket vi sedan loser pa samma sétt som ovan.

(b) Enligt definitionen av €™ for x € R sa giller att

ee" = (cosx +isinz)(cosy + isiny)
= cosz cosy — sinx siny + i(cos x siny + sin  cos y)
= cos(z +y) +isin(z +y) = @Y,
vilket skulle visas. Vi anvéinde additionsformlerna for cos och sin i nést sista likheten.
Svar: (a) 2 =0,z =1, eller x = —-2/3  (b) se ovan.

6. Definitionsméngden for arcsin x dr [—1, 1], sa vi maste forst krava att —1 < x < 1. Vidare
géller att definitionsméngden for Int ges av ¢ > 0, sa

t=arcsinz >0 < 0O<zxz<lIl.
Dessutom maste vi undvika nolldivisioner, sa vi observerar att
1 +In(arcsinz) =0 < In(arcsinz) = -1 <  arcsinz=e ' << 1 =sine !,

sa r # sine™! #r nodviandigt. Med andra ord blir

Dy =]0,1]\ {sine '} ={zeR:0<z <1ochxz#sne'}.

Om z € Dy sa géller att

1 — In(arcsin )

y=f(z) & y= & (1 +In(arcsinz))y = 1 — In(arcsin z)

1 + In(arcsin z)
l-y
l+y

: l—vy . -y
~ arcsim T = exp m = T = sln | exp m .

Notera sérskilt implikationen ovan! Vill vi skriva ekvivalens maste vi lagga till villkor.
Men eftersom vi finner hogst en losning for varje y, sa innebér detta att f &r injektiv

1—
samt att ett uttryck for inversen dirmed ges av f'(y) = sin (exp (Fy))
Y

&  (y+1)In(arcsinz) =1—y < In(arcsinz) =

Svar: (a) Dy =]0,1]\ {sine™' }; £ () = sin (exp (“—y»

14y

7. Eftersom zg, 21, 22 ar nollstéllen till polynomet p(z) sa giller det att

p(z) =2 +ar +bz+c=(2—2)(z — 21)(2 — 2)
= (22 —(20+21)2 + zozl)(z — 29)

= 23 - (Zo “+z1 + 22)22 -+ (2021 + 2p%29 + 2122)2 — Z2p%1%9,

3



ur vilket det foljer att
a=—(z0+ 21+ 22), b= 2021+ 2020 + 2122, samt ¢ = —zpz12o.

Da vi soker ett polynom ¢(z) med nollstéllena zpz1, 2922 och zjz9, sa ges ett sadant
polynom (till exempel) pa formen

q(2) = (2 — 2021) (2 — 2022) (2 — 2122)
— (z2 — (2021 + 2022)z + 2(2)2122) (z — z129)
= 2% — (2021 + 202 + 2122) 2% + 202122(20 + 21 + 22)2 — 2527725
=22~ b2+ (—o)(—a)z —F =2 —b2? +acz —
Notera att svaret inte &r entydigt. Vi kan multiplicera polynomet ¢(z) ovan med vilket

tal a # 0 som helst utan att férédndra vilka nollstéllen vi har.

Svar: Till exempel ¢(z) = z* — b2* + acz — .



