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1. (a) Vistuvar om lite i olikheten och finner att

r—1 x-3 N (x —1)(x —=5) — (x —3)(x — 2)

< <0
r—2 x-5 (x —2)(x —b)
& —r 1 <0 <« vl >0
(x —2)(x —5) (xr —2)(x —b)
dér vi nu gor ett teckenschema for det funna uttrycket.

—1 2 5
r+1 - 0 + + +
x—2 — - 0 + +
x—>5 — — — +

r+1

— 0 2 - 2

@—2)(—5) AR T

Vi ser ur tabellen att uttrycket ar positivt precis da —1 < x < 2 eller = > 5.

(b) Summan dr geometrisk med 90 — 10 + 1 = 81 termer, kvoten 272 = 1/8 och forsta
term 7-2739 sa

90
1 _ 2—3~81 1 _ 2—243
Z 7.973k _ 7,930, — —7.9730, 78 — 927 (1 _ 27243) )
k=10

(¢) Eftersom |v/3 —i| = \/(\/5)2 +(—=1)2 = V4 = 2 sa ser vi att

dar vi enklast ser omskrivningen genom att rita en enhetscirkel (rita en ordentlig
figur!). Darmed foljer det att

(\/5 o Z')99 — 2996—’L997T/6 — 299€—i(167r+7r/2) _ 299€—i7r/2 — _2992"

Svar: (a) —1 <z <2ellrz>5 (b)27% (1-27%)  (c) —2"i.
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3. Enligt kéinda trigonometriska formler sa ser vi att

1 + cos 6z

4 cos? 3z sin2r = 4 ( 5

) sin 2x = 2sin 2z + 2 cos 6 sin 2x.

En Euler-omskrivning visar sedan att

6z —i6x 2z —i2z
. e +e et —e 1, . : 4 ,
2cosbrsin2x = 2 ( ) ( 5 > = — (618I o 62423 + 67141 o e—z&p)
7

2 21

= sin 8x — sin4x,
sa ekvationen given i uppgiften kan ekvivalent skrivas om enligt

4cos®3rsin 2z = sin 2z + sin8x < 2sin 27 + sin 8z — sin4x = sin 2z + sin 8x
< sin2x = sindx
& 2x=4x+ 2mn eller 20 =7 — 4x + 27n,

dar n € Z. Alltsa kommer losningarna ges av

r=—mn eller 6x=7m+4+2mn < x:%—i—?,
diar n € Z.
Svar: x = —7n, n € Z, ellerxz%%—%,neZ.
4. For att f(x) ska vara definierad maste
— 1 —1
In [ — >0 < - >1 & a (:CJF): >0 & r<-1
r+1 r+1 x+1 r+1
dér vi utnyttjat att In dr stringt vixande. Notera dven att z/(x+1) > 1 > 0 sa logaritmen

ar definierad da x < —1. Med andra ord blir Dy =] — 0o, —1].
Om z € Dy sa géller att

y=f(z) & y= ln(xil) = y2:1n<mj_1>

s e s (z+1)e =2

s oz -1 =—¢ o z=

3 = 2
ey —1 1—ev

Notera sérskilt implikationen ovan! Vill vi skriva ekvivalens maste vi lagga till villkoret y >
0 Men eftersom vi finner hogst en 16sning for varje y, sa innebér detta att f ar injektiv
2
Y

samt att ett uttryck for inversen dirmed ges av f~'(y) = Tt
—e
. eV’
Svar: Dy =| — oo, —1[; [ (y) = o
5. Eftersom polynomet har reella koefficienter och z = —i &r en rot sa kommer dven z = i

att vara en rot. Ddrmed maste (z —i)(z +¢) = 2% + 1 vara en faktor. En polynomdivision
visar att p(z) = (22 + 1)(—2% + 42 — 9). Vi faktoriserar den andra faktorn:

— Az 9= — (P-4249) = — (227 +5) = = (: = 2—iv5) (- 2+iV5).

2



6.

Polynomet kan diarmed faktoriseras enligt

p(2) = —(z = i)z +9) (= 2= iV5) (2 =2+ V5)

och ekvationen p(z) = 0 har l6sningarna z = +i samt z = 2 + i1/5. Den reella faktorise-
ringen ges av

p(z) = — (22 + 1)(2% — 42 +9).

Svar: p(z) = —(22 +1)(22 =42 +9); 2 = 44, 2 = 2+ 4/5.

(a) Vi ser att
In ((ez)Q) =2In(e") = 2z = In (*")
vilket medfor att
(ex)2 _ 621‘
eftersom In ar injektiv.
(b) Enligt kénd formel sa géller att
2tanw
tan2r = ———
1 —tan“x
sa med t = tanx kan vi ekvivalent formulera om ekvationen i uppgiften enligt
6t 2
—ptit3=0 e 612 +2(1—12)+3t(1—-t*) =0 << 42 4+2+43t-3t° =0,
savida t # 0 och t # +1. Vi gissar en rot och finner att ¢ = 2 &r ett nollstélle.
Polynomdivision visar sedan att
2 3 2 1\* 2
AP 4243t —3t° = (t—2) (=3t* -2t — 1) = =3(t — 2) t+3) +3
2%;0
dér det enda reella nollstéllet ar ¢ = 2. De eftersokta losningarna ges dédrmed av
t=tanr =2 <« 1z =arctan(2)+nnm, n € Z.
Svar: (a) se ovan  (b) x = arctan(2) + nm, n € Z.
Notera att om z ér reell sa giiller att (4z® —3z)*> > 0sa2? <1 & |z| < 1 dr nddvindigt

for att ett reellt x ska losa ekvationen. Med tanke pa summan av kvadrater sa forefaller det
inte orimligt att substitutionen z = cost kan foérenkla. Eftersom |z| < 1 sa kan alla reella
16sningar representeras pa denna form. Med hjélp av Eulers formler och binomialsatsen
ser vi att

sa

it —it\ 3
deos®t =4 (%) =

= cos 3t + 3 cost,

(eit +67it)3 _ (eiSt 4+ 3¢t 4 3t _i_efz'?;t)

1
2

4cos®t — 3cost = cos 3t



och dédrmed giller att

coth+(4cos3t—3cost)2:1 & cos?t+cos?3t =1
& cos?3t =1—cos’t = sin’t

& cos 3t = Esint,

sa endera ar

cosSt:Sint:cos(g—t) & 3t:j:(g—t)+27m, n €7,

eller sa ar

Cos3t:—sintzsin(—t):cos<g+t> & 3t:i<g—|—t>+27m, n € Z.

Darmed finner vi

T T ™
t:<——t> 2 t=—+4+ —
3 5 +2mn & g 5
eller
3t:—<z—t>+27m == t:—z+7m
2 4
eller
T T
3t:<§+t>—l—27m & t:Z+7m
eller
3t=—(ﬁ+t>+27m & t:—z+ﬂ
2 8 2

Genom att rita en enhetscirkel kan vi se vilka vinklar som ger olika vérden for cosinus.

Im
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.

Vi ser har att mojligheterna ges av

3
) x:icos—ﬁ
8

[

T T
r==+cos—, x==+cos— ==
8 4

dér 7/4 &r en standardvinkel. For de 6vriga vinklarna kan vi (till exempel) med hjélp av
formler for dubbla vinkeln ta fram att

V2 T (2 7T> 5 2(7?) | o o T 2—1-\/§<:> T 242
— =cos—=cos [2-=) =2cos” =) — cos* — = coS— = ———
2 4 8 8 8 4 8 2




eftersom cos(7/8) > 0. Pa samma sétt finner vi att

2 3 3 3 3 2—-v2
—izcos—wzcos (2%) = 2 cos® (%) -1 & COS—W:—\/_

2 4 8 2

eftersom cos(37/8) > 0. Ekvationen &r en polynomekvation av grad 6 sa det finns hogst 6
olika rotter och vi har ddrmed nu funnit samtliga sex losningar till ekvationen:

V2 V2+12 V2 -2

Y

vZ o V2+V2

S r=+— x =
var: x 2,:1: 5 , T

— i—v2_\/§
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