Losningsforslag matematisk grundkurs 2024-08-20

1. (a) Vi stuvar om lite i olikheten:

2—-1" xz-1 2-1 x-—1 2 —1
2> 4+x—6
— < 0.
2 -1

Kvadratkomplettering och faktorisering av téljaren visar att

1\* 25 1 5 1 5
2 — — — —_— = — — —_— = — —
“+x—6 (IE+2> 1 (x+2+2) (x—l—z 2) (x4 3)(x —2)

och ndmnaren kan i sin tur skrivas 2 — 1 = (z 4+ 1)(x — 1). Vi gor en teckentabell.

-3 -1 1 2
r+3 - 0 + + + +
r+1 — - 0 + + +
r—1 — - - 0 + +
r—2 — - — - 0 +
(x+3)(x—2)
o - 2= g - 0
(x+1)(z—1) N TR *

Ur teckentabellen ser vi att uttrycket ar negativt da —3 <z < —1leller 1 <z < 2.
(b) Lat z = x + 1y, =,y € R. Da giller att
32—iz =2i+Rez <& 3(z+iy)—i(rx—iy) =2i+r <& 3r—y = x och 3y—x = 2.

Dérmed maste y = 4/5 och z = 2/5, sa z = 2/5 4 4i/5 &r den enda losningen till
ekvationen.

2 4
Svar: (a) —3<ax < —lellerl <z <2 (b)z:g+i5.

2. (a) Ekvationen kan formuleras om enligt

e3® 412

=3e"+4 & e 4+12=3e" 44" < -3 — 4" +12=0.
633

Vi later ¢ = e* > 0 och 1oser ekvationen
3 —3t2 —4t+12=0

genom att forst testa fram en rot. Exempelvis ¢t = 2 &r en 16sning. Polynomdivision
med ¢t — 2 visar sedan att

-3t — At +12=(t —2)(t* =t —6).

Kvadratkomplettering av den andra faktorn i hégerledet visar att

1\? 25 1 5
tQ—t—G:(t——) —_Z=0 & t——:i§ & t=—2ellert =3.



Eftersom ¢ > 0 sa kan inte t = —2 vara en l6sning. Déaremot ar
t=e"=2 & z=In2

och
t=¢"=3 & 2=1In3

l6sningar (ddr vi har ekvivalenser eftersom exp &r injektiv).
(b) For att allt ska vara definierat maste

2—e">0 <& x<In2

eftersom exp ér stréngt vixande. Vi stuvar om i ekvationen och finner att
In2+e")+mn2—-¢e*)=0 < In((2+€e")(2—-¢%))=0
& 2+eN2-e")=1 & 4-e*=1

1
s =3 & 2r=h3 < x:§ln3

eftersom In &ar injektiv. Vi noterar héir att
1 1 1
§ln3 < 51114: 5-21112 =In2

da In ar stréngt vixande, sa detta ar en l6sning.

1
Svar: (a) In2 eller In3  (b) 3 In 3.

3T 2mn Tm
. : = A e 7 eller 7 = -~ 42 Z
3. Svar: (a) x 70+ - ,n € Z, eller z 10+ ™m, n € (b)

4. En Euler-omskrivning visar att

3xr _ ,—13x b _ —idx 5x —idx
4sin3x -sindx - cosbr =4 € .e ¢ ‘e S
21 21 2

- (eiYm . e—im . eix + e—i?m) (€i5m + e—i5m)
2

1, . ) , p ) p p p
— _5 (6112:1: + esz - 6241 —e 6T 616:1: —e 4x Te 12T te 112:17)

V8 22 o
3

= cos4x + cos 6 — cos 2x — cos 12z,
sa ekvationen kan ekvivalent skrivas om enligt

cos2x + 4sin3x - sindx - cosbxr = cosbxr <& cosl2x = cosdx
& 12z =4x 4+ 2mn eller 12x = —4x + 27n,

déar n € Z. Alltsa kommer losningarna ges av

™ ™
r=— celler z=—.

4 8
Hér ser vi att den forsta losningsskaran aterfinns i den andra.

™
Svar: x = R n e 7.



D.

(a) Enligt additionsformel for tangens foljer det att
3+7 10 1
S 1-3.7  -20 2
Saledes maste o = arctan(—1/2) + nr = nm — arctan(1/2) for nagot n € Z. Vi
uppskattar storleken pa ingaende arcusfunktioner:

0 < arctan(1/2) < arctan3 < arctan7 < g,

dér vi anvant att arctan ar stringt vixande. Alltsa maste

0+0<arctan3+arctan7<g+g & O<a<m,

sa det foljer att n = 1 &r nodvéindigt (den enda mojligheten for att ovanstaende
olikhet ska gélla). Salunda blir v = 7 — arctan(1/2).

(b) Vi ser att

L 1 - et +e " 1
coshz = — _— ==
2 2 2

& (ez—1>2—|—§—0,
2 4
vilket saknar reella 16sningar da vénsterledet ar > 3/4.

Svar: (a) m — arctan(1/2) (b) 16sning saknas.
For att f(x) ska vara definierad maste vi kriva att
42" -8>0 & ("+1)P2-9>0 & (“+4)(e"—2)>0 & —2>0
eftersom e” 4+ 4 > 0. Vidare giller att

e">2 & x>1In2
eftersom exp ar strangt vixande. Definitionsméngden blir saledes

D; = [ln2, oo[

For x € Dy géller att

Y=V 127 -8 = =428 & (12 =y>+9
&S e =—1+y?+9

ef=-1+vVy’+9 < len(—1+\/y2+9)

ar en losning eftersom e* > 0 och —1 — /92> + 9 < 0. Da vi finner hogst en 16sning for
varje y ar f injektiv och ett uttryck for inversen ges av

f(y)=In (—1 + \/W) :

Svar: Dy = [In2, cof; f~'(y) =In (—1 +Vyr+ 9).

dar endast

3



7. Lat zo = a+1if, dir «, f € R. Eftersom p(z) har reella koefficienter sa ar dven zy = a— i3
ett nollstélle. Vi ser att p(£2) # 0 sa det foljer att 5 # 0 och att zg # Zp. Alltsa &r

(z—2)(z—%0) =2 —z2(a+if+a—iB) + |2 =2* — 20z +4

en faktor i p(z), dir vi utnyttjat att 29| = 2. DA existerar det ett polynom 2% + bz + ¢ sa
att

p(2) = (2 — 20z +4)(2* + bz +¢) = 2* + (b — 22)2° + (c — 2ab + 4)2 + (4b — 2ac)z + 4c,
ur vilket det foljer att
4c=24, 4b—2ac=-10, c—2ab+4=4, och b—2a=-1.
Sa ¢ =6 och b+ 1 = 2a, vilket visar att
M—20c=-10 o 4b—6(b+1)=-10 < b=2

Dérmed dr o = 3/2. En kontroll visar att dessa virden dven uppfyller att ¢ —2ab+4 = 4.
Vi har nu visat att
p(2) = (2% — 32+ 4)(2* + 22 +6) (%)

och

7
o= = 52:4—a2::l,

2

sa

347
2

ar nollstéllen till den forsta faktorn i hogerledet av (x). Vidare géller att

0=2242246=(2+12+4+5 < z=-1%xiV5.

Svar:

L
3 ;ﬁ, —1+iV5,

Alternativt. Det ar &ven mojligt att bestimma uppdelningen i (x) genom en polynomdi-
vision av p(z) med z? — 2az + 4, dir « viljs sa att resten blir noll.



