Losningsforslag matematisk grundkurs 2025-01-10

1. (a) Summan #r aritmetisk med 81 termer. Den forsta termen &r 40 och sista termen
ar —200, sa summan blir

69
40 — 200
> (7—3k) = ——— 81 =—80-81 = —6480.

2
k=—11
(b) Linjens ekvation kan skrivas y = kx + m, ddr 2 = —k + m och —2 = 2k + m.
Genom att losa detta ekvationssystem finner vi att & = —4/3 och m = 2/3, sa
—4
linjens ekvation blir y = Tx Cirkelns ekvation ges av (z —1)*+ (y—1)? = 4. Vid

skédrningspunkter mellan linje och cirkel maste bade linjens och cirkelns respektive
ekvation vara uppfyllda, sa

1 —42\? 1 1622
(:U—l)z—l—(Tx) =4 < x2—2x+1+w—4
2 26
s 2522 —10r—26=0 < xz—gx—%:()
o (o122 L 1=
5) 25 5
Yy

Skérningspunkterna ges ddarmed av

(1+3\/§ 2—4\/5)

5 5
och
(1—3¢§ 2+4\/§> x
5% ’ 5 '

Svar: (a) 6450 () (1 +53\/§7 2—54\/§> . (1—53\/3’ 2+§\/§>.

2. Ekvationen kan formuleras om enligt
8" —3-4"+2=0 < (29 -3-(2)*+2=0.
Vi later t = 2% > 0 och loser ekvationen
=32 +2=0

genom att forst testa fram en rot. Exempelvis ¢ = 1 ar en l6sning. Polynomdivision
med ¢ — 1 (utfor den!) visar sedan att

33t +2=(t—-1)(t* — 2t —2).
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Kvadratkomplettering av den andra faktorn i hogerledet visar att
t?—2%-2=(t-17-3=0 & t=1%£vV3 & t=1+V3ellert=1-3
Eftersom t > 0 sa kan inte ¢t = 1 — v/3 vara en 16sning. Déremot &r

t=2"=1 & x=0

och 3
In(1
t=2"=14+vV3 & x:—n< +v3)
In2
l6sningar (dar vi har ekvivalenser eftersom x +— 2% &r injektiv).
In(1
Svar: x =0 eller z = M
In2
3 2 2 2 3
3. Svar: (a) e (b) x = % +2mn, n € Z, eller z = —2—7g + %n’ neZ (c —%.

4. (a) For att f(z) ska vara definierad maste vi kréva att

7—2xr>0 och 10—2x>0,

7
sax < 5 ar nodvandigt. Definitionsméngden blir saledes
7
D;=|—00, =|.
=)=l

For x € Dy galler att

7T—2x N T2
10 — x 10 —x
(10 —x)e! =7 —2x
r(—2+¢Y) = =7+ 10eY

=7+ 10e¥ 7 —10e¥

—2+4ev  2—ev

y =1In(7—2x) — In(10 — x)

y=1In

(N

Da vi finner hogst en losning for varje y ar f injektiv och ett uttryck for inversen
ges av
7 — 10eY
—1 _
(b) Vi kvadratkompletterar och finner att
0=2"-424+48=(2-2°+4 & 2-2=42 & z=2+2i

7 7 — 10e?

_[; Fly) =" (b)2+2i

Svar: D;,=|—
var: (a) Dy } 00, 3 5o



5. Ekvationen kan formuleras om enligt
sinz = 2sin3z + V3cosz <  sinz —V3cosx = 2sin 3.
Vi anvéander oss av hjdlpvinkelmetoden och skriver om vénsterledet enligt
sinz — V3 cosz = C'sin(z + 1),
med C' > 0 och 9 € R. Da ska alltsa, enligt additionsformeln for sinus,
C'sin(z 4 ) = C (sinz cos ¥ + cosxsin ) = sinz — V3 cos .
Genom att, till exempel, lata z = 0 och x = 7/2, erhaller vi sambanden

Csiny = —\/§,
Ccosyp = 1.

For att bestamma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att
C? = C%(sin®1p + cos?p) = (—V3)2 + 1 =4.

Alltsa dr C' = 2 och vi finner ¢ genom att l6sa

cosy = —

& wz—g—l—Zmﬂ,meZ.

siny = —

Rita en enhetscirkel for att se detta! Vi véljer ¢ = —%.
Darmed kan vi sédga att
sinz — \/gcosm =2sin3z <& 2sin <$ — g) = 2sin 3z
x—g:3x+27m, n e,

& eller

x—gzw—3x+27m, n e 7.

Alltsa blir

2x——§—27rn & x——g—ﬂn
eller
4x:4—7r+27m & :c:z—i-ﬂ.
3 3 2
I det har laget kan vi faktiskt se att den forsta 16sningsskaran ingar i den andra.
T ™
Svar:a::§+7,n€Z.



1
6. Lat « = f — v, ddr § = arctan2 och v = arccos <—\/—1_0) Da giller enligt kénd addi-

tionsformel for tangens att

tanf —tany 2 —tanvy
l+tanfBtany 1+ 2tan~y’

tana =

Eftersom v = 7 — arccos <_—> medfor att 0 < v < 7/2

V10

och cosv = 1/4/10, sa vi ser direkt ur en hjilptriangel att

tanv =3 \KQ v

och darmed blir

—1 3
tan [ arccos | —— =tan(m —v) = —tanv = —3.
(seeeos (55 ) = tantr

Saledes erhaller vi att

1 2—(—
tan o = tan <arctan2 — arccos (——)) & = —1.

Vi0)) 1+2-(=3)
Eftersom
T
tana = -1 & a:—z+n7r, n €7,
sa maste
tan 2 ( 1> L
a = arctan2 — arccos | ——— | = —— + n7w
V10 4

for nagot heltal n. Vi uppskattar storleken pa ingaende arcusfunktioner:
T
0 < arctan?2 < 5
och

T < < -1 > <
— arccos | — Tr.
2 V10

m m
r=0-T<a<——==0
m m (0] 9 9

sa det foljer att n = 0 &r nodvéndigt. Salunda blir

Alltsa giller

T
a=——
4

T
Svar: a = ——
var: « :

7. Vi noterar att sint &r inverterbar pa de maximala intervallen (de som har storst lingd)

T T
som har formen [_5 + 7N, 5 + ﬂn] for alla n € Z. Dar ar sint endera stréangt vixande
eller stringt avtagande. Det gar inte att utvidga intervallen och bibehalla injektiviteten.



Vidare ar e strangt vixande for alla x, sa sammanséittningen sine” &r inverterbar om
och endast om
T e T
—§+7m§e < §+7Tn

for nagot heltal n. Har ser vi att n < 0 inte ger nagra mojliga x. Om n = 0 finner vi att

<e' <

ro| 3
o] 3

= <In-—
z <In
-~ 2 9
sa ett mojligt intervall som &r en delméngd av |0, oo[ blir 0, In(7/2)]. Om n > 0 sa giller

T T T
+7m§e””§§+7rn = ln(—§+7rn> §x§1n<§+7m>.

| N

Dessa intervall har ldngden
™ T 14
In (z—l—ﬂn) —1In <—z—i—7m> =In|-2—— o =In i =In —2”1+
2 2 —5 +7n —5-+ T —5 +1

och dér ser vi att ndmmnaren i braket ar positiv och stringt vixande och téljaren &r positiv
och strangt avtagande. Saledes ér laingden av dessa intervall stringt avtagande da n vixer.
Storsta intervallet av dessa blir darfér ndr n = 1 (med ldngden In 3). Detta dr ett lingre

intervall &n nér n = 0 eftersom 3 > g sa In3 > In(m/2).

Darfor maste

Dy = [m (—%M), In (g—Hr)] _ {m (g) In <3§)} .

For x € Dy géller att e € [1/2, 31/2], sa e — 7 € [—m/2, w/2]. Darfor kommer

y =sine’ = —sin(ez — 7r) & sin(ex — 77) =—y
& €' — 7 =arcsin(—y) = —arcsiny

& = In(m — arcsiny).
Ett uttryck for inversen ges saledes av

f ' (y) = In(x — arcsiny).

Svar: Dy = {ln (g) , In <3§)}, f'(y) = In(x — arcsiny).



