Losningsforslag matematisk grundkurs 2026-01-05

1. (a) Lat oss stuva om i ekvationen for att sedan kvadrera bada leden (observera att det
da bara blir en implikation!):

T+ V22 +4x+6= V2r24+4r+6=1—2x

=
= 20 +4r+6=(1-2)>=1-2x+2?
& P +62+5=0
& (2437 =4 & z=-3+2
& x=-5 eller z=-1
Eftersom vi har en implikation maste svaren testas. Om x = —5 ser vi att
VL = 54 /2(=5)2 +4(=5) + 6 = =5+ V36 = -5+ 6 = 1 = HL,
sa x = —b ar en l6sning. Om x = —1 ar
VL= —1+42(-1)2+4(-1)+6=-1+V4=-1+2=1=HL.
Eftersom vénsterled och hogerled stammer Gverens sa dr dven z = —1 en losning.

(b) Vi stuvar om lite i olikheten och finner att

r+2 x+1 (z+1)* = (z+2)? 2z + 3
< < 0< < <0
r+1 x+2 (z+1)(z+2) (x+1)(xz+2)
dér vi nu gor ett teckenschema for det funna uttrycket.
—2 —3/2 ~1
xr+2 - 0 + + +
2 + 3 - - 0 + +
r+1 — — - 0 +
3r + 2
- 2 0 - B
@r@+2) | = ~ T

Vi ser ur tabellen att uttrycket dr negativt precis da x < —2 eller —3/2 <z < —1.
Svar: (a) z = —Hellerx =—-1 (b) x < —2eller —3/2 <z < —1.
2. (a) For att samtliga logaritmer ska vara definierade sa maste z > 0, z > 1, x > —1
och z <7, det vill séiga 1 <z < 7. For 1 < x <7 sa giller att
Inz—In(zx—1)—In5=In(z+1) — In(7 — x)
< Ine+In(7—2)=mhd+n(z+1)+In(x—-1)
& In(z(7T-2) =In(G+1)(z-1) < Tz—2>=50"-1)

7\° 49 5
0=62>—Tr—5=6 - ——= ==
< o (<x 12> 144 6)

o (oo T\ -l
12) 144

7 13
-4+
T
eftersom In &r injektiv. Endast x = 5/3 uppfyller ekvationen da —1/2 < 1.

& & x=-1/2 eller z=5/3
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(b) Ekvationen kan formuleras om enligt

CEC 40T o mhi=d(F 1) & 3= o H=

2 2
5 1 5
= X D(S) = X 2n<3>

dér vi har niist sista ekvivalensen eftersom x — €** #r injektiv.

Svar: (a) 7 = 5/3  (b) = %m (g)

W] ot

3. (a) Enligt additionsformel for cos, cos(u —v) = cosu cosv + sin usin v, sa erhaller vi att

™ ™ s ™ s .om . T
Cosﬁzcos<§—z>:cosgcoszjtsmgsmz
1 V2 VB V2 V2V
S e T T

(b) Lat v = arcsin(1/5).

Eftersom det géller att 0 < v < 7/2 och sinv = 1/5, sa
vi ser direkt ur en hjalptriangel att

11 1 V6
VEZ—12 V24 2v6 127 v

tanv =

(c) Enligt definition ar arcsin(1/2) = 7/6 € [—1,1], sa

: 1
sing = aresin 5 =

S

& x = arcsin <g> +2nm, n € Z, eller v = m — arcsin (%) +2nm, n € Z.

V2 ++/6 1
— (b) N

(c) x = arcsin (g) +2nm, n € Z, eller x = m — arcsin <%> +2nm, n € Z.

Svar: (a)

4. Tre Fuler-omskrivningar visar att

2% —i2x 3x _ ,—13x 3x _ ,—i3x
4cos 2z sin? 3z = 4 e ¢ .e ‘ ‘e
2 21 21

(615:17 — e + e _ e—z5x> (6133: _ 6—1393)

— _2 (ei8x o eiQCL‘ o €i2:r: + 6—2’430 + €i4:r: o e—i?x o e—i2:r; + 6—i8x)
= — (cos8x + cosdx — 2 cos2zx) .
Alltsa giller att

4cos 2z sin? 3z = cos2x — cosdr & cos8x = cos 2x

& 8xr = 2x + 2nm eller 8x = —2x 4 2nm,
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dar n € Z. Vi finner alltsa 16sningarna

6r =2nmt & x:n—ﬂ
3
eller o
10z =2nmr < x:?.
Svar:x:%,nEZ,ellerx:%,nEZ.
z+1

5. For att f(z) ska vara definierad maste vi kriva att ¢t = € [—1,1] (for att arcsint

ska vara definierad). Definitionsméangden ges dérfor av de = dér

1 1—(z—2
R R o el k) R S SDIGME
xr— 2 x—2 x—2
och 1 1 1 2 w1
TT S o TPl g5y o IEitTTe ol
T — 2 x— 2 T — 2 x—2

1
< .:c§§ eller z > 2.

1/2 2
Vi ser enklast det sista fallet genom att —5 51— (/) T T
gora en ordentlig teckentabell. Tabellen till r—9 | — _ 4
hoger visar att braket dr icke-negativt pre- 5 ]
cisdaz < 1/2eller x > 2. x—2 + 0 - B +
x —
S& Dy = | —o00, 1/2] och for = € Dy giller att
. [(r+1 . r+1 .
y = arcsin = siny= & (v—2)siny=x+1
x—2 x—2
1+ 2si
< z(—14siny) =1+2siny < x= w
—1+siny

Eftersom vi finner hogst en 16sning for varje y ar f injektiv och ett uttryck for inversen
ges av

_ 14 2siny

1 _

1) = —1+siny

Notera implikationen ovan. Vill vi skriva ekvivalens behovs villkor pa .
_ 14 2siny

Svar: Dy =]—o0, 1/2]; 7 (y) = ————.

6. Vi formulerar om ekvationen enligt

5 3i—+/3
2420

Eftersom |3i —v/3| = 1/(—Vv/3)2 + 32 = V12 = 2/3 och |2+ 2i| = V22 + 22 = /8 = 2/2

sa ser vi att A
3i— V3 23 e/ \/§ 512
2+2i 2,2 e/ 2 ’

2+2)2°+V3=3 & =
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dar vi enklast ser omskrivningarna till polar form genom att rita en enhetscirkel (rita en
ordentlig figur!). Ekvationen i uppgiften kan saledes skrivas

3 .
5 __ Y b /12
z 5 (& .

Lat nu z = re®, diir r > 0 och ¢ € R. D4 maste

5 _
r’=+/3/2, r >0,
S5 — B \/geiE)fr/lQ o= (1)

)
5g0:—7r—|—27m, n e 7.

12
2
Detta visar att r = (1/3/2)"° = (3/2)"1° och ¢ = % + %, n € Z.
Vara l6sningar blir nu
Im
3 1/10 Yy 2nm
z = (5) ez(§+T), n=0,1,23,4.

Hér har vi valt att endast numrera de 16sningar Re

som dr unika (ndr n = 5 far vi samma 16sning
som nér n = 0 etc). Observera dock att for ek-
vivalensen i ekvation (1) maste vi ha n € Z
godtycklig.

3 1/10 ' o
SV&I’ z = (5) 61(§+ 5 )7 n = 07 17 27 3’ 4

. Eftersom Inz < x — 1 for alla > 0 och z # 1 sa foljer det att

¢ =exp(elnm) = exp (eln (g : e)) = exp <e (111 (g) —|—lne>)
= exp <eln (g) +e) < exp (e (g—l) +e) = exp (eg—e—i—e) =e"

eftersom exp ar strangt vixande.

Svar: 7° < €.



