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Kapitel 1

Notation, logik, ekvationer och polynom

1.1 Logik och vanliga symboler

@ Lite logik

e Implikation: P = (). Detta betyder att om P &ar sant sa ar () sant. Utldses P medfor @
eller P implicerar ). Exempel: x > 4 = 2> > 16.

e Ekvivalens: P < (). Detta betyder att P ar sant om och endast om () sant. Med andra
ord: P = @ och Q = P. Exempel: 2> =4 < o = £2, dvs v = 2 eller x = —2.

/A Logiska utsagor!

Observera att P och () ér logiska utsagor. Det ér alltsa saker som kan vara sanna eller falska.
Typiskt for oss ar saker som att P till exempel &r utsagan att x = 7. Detta kan vara sant
eller falskt (z kan vara 7 eller nagot annat). Déaremot kan P inte vara ett pastaende i stil
med rdd eller w. Uttryck av typen 7 = 2 dr nonsens. Samma sak med (z — 1)? = 2% — 2z + 1.
Pastaendet saknar logisk mening. Aven om det i sista exemplet gar att gissa vad det skulle
betyda sa kan man inte skriva sa. Anvéand likhetstecknet néar ni menar likhet!

Det finns &ven speciella méangder av tal (siffror alltsa) som vi kommer att anvinda oss av.

N: De naturliga (hel)talen: 0,1,2,3,....
Z: Alla heltal: 0,+1,+2,4£3,.. ..

Q: Alla rationella tal, dvs brak E, dar p och ¢ ar heltal och g # 0.
q

R: Alla reella tal. Inkluderar Q och édven alla irrationella tal som v/2, 7, e, etc.

C: Alla komplexa tal z = a + bi dir 2 = —1 och a,b € R.

Se &ven till att speciellt studera tallinjen och olikheter i boken!

1.2 Ekvationslosning

Oftast nér vi forsoker 16sa en ekvation handlar det om att anviinda omskrivningar och férenklingar
tillsammans med logik for att hitta alla 16sningar till en given ekvation.
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L

@ Exempel
Vi ser att

2¢ — 9 9 1
x5 —dr & w-9=2Ar & 9= & z=-=—.
Kontroll: VL = (2(—1/2) —9)/5 = —2 och HL = 4(—1/2) = —2. Alltsa &r z = —1/2 en
16sning, och eftersom vi har ekvivalenser i alla steg dr detta den enda losningen!

Kontrollen i exemplet &r egentligen overflodig da vi rdknat med ekvivalens hela vigen. Men, da
det alltid finns en risk for slarvfel nar man raknar forsoker vi alltid att kontrollera vara svar. Det
ar ocksa vart att ligga pa minnet att vissa metoder vi kommer att anvinda krédver en kontroll
for att verifiera att ”"16sningar” som hittas inte &r falska.

Lite repetition av omskrivningar vi sett tidigare.

@ Vanliga omskrivningar

Kvadratregeln: (a + b)? = a® + 2ab + V°.
Konjugatregeln: (a — b)(a + b) = a® — b*.
Kvadratkomplettering: z* + bx + ¢ = (z + b/2)? — (b/2)* + .

Till exempel kan vi med konjugatregeln reda ut vad som giller for tva tal a och b om a? = b2.

4

@ Exempel
=0 & a@-vV¥=0 & (a+ba—b=0
& a+b=0ellera-b=0 & a=—-bellera=0 <& a==b.

Observera att om vi vet mer, till exempel a och b ar positiva, sa ar a = b.

<>

e

Vi har hér utnyttjat en mycket anvindbar princip som géller for de méngder tal vi betraktar i
denna kurs, ndmligen att om ab = 0 sa maste endera a = 0 eller b = 0. Det enda séittet att fa
noll ur en produkt ar att en av faktorerna ar noll.

Kvadratkomplettering ar ett verktyg vi kommer att anvéinda ofta. Det mest typiska ar nog att
helt enkelt 16sa en andragradsekvation.

L

@ Exempel
Los 22 + 6z +1=0.
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Losning.
Vi kvadratkompletterar och utnyttjar konjugatregeln:

246r+1=(@+32-9+1=(z+3)?—8=(z+3)%—(V3)?
— [ konjugatregeln | = (z + 3 — V8)(z + 3 + V8).

Alltsa maste
P +62+1=0 < z+3—+vV8=0ellerz+3+V8=0.

Tag for vana att summera resultatet i ett kortfattat men tydligt svar.

Svar: © = —3 + /8 ir de enda l6sningarna.

Bestam storsta och minsta virde av 1 + z — 22

-\@’- Exempel ]

Vi kvadratkompletterar:

1+x—x2:1—(x2—x):1—((x—1/2)2—(1/2)2>:Z—(x—1> .

Hér ser vi tydligt att uttrycket som storst blir 5/4, vilket intréiffar endast da x = 1/2. Daremot
kan uttrycket bli hur litet som helst (minsta virde saknas alltsa)!

W Kvadratroten

Definition. Om a > 0 sa definierar vi y/a som det tal x sa att

2
x°=a,
= &
55/ {a: > 0.
Det foljer fran definitionen att y/a > 0 for alla a > 0.
B\ Kvadratrotter och negativa tal?

e Inga negativa tal! Saker som y/—4 &r nonsens och inte nagot vi nagonsin kommer att
anvinda i denna kurs. Mojliga tolkningar i form av komplexa tal hanteras pa annat sétt.

Det finns kurser i komplex analys dér detta problem studeras och problemet 6verlamnas
dit.

e Vi far aldrig(!) nagot negativt fran kvadratroten heller. Till exempel sa dr v/9 = 3.
Aldrig 43 eller nagot annat vansinne. Tecken fore kvadratroten kommer alltid fran
nagot annat. Ofta handlar det da om en ekvation vi forsoker 1osa. Till exempel 22 = 9,
som har 16sningarna x = +1/9 = +3. Tecknet hir kommer alltsa fran ekvationen, inte
kvadratroten!
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L

@ Exempel
Los x — 1 =2z + 1.

Alternativ 1. Vi rdknar med implikationer och kan dédrmed kvadrera lite hur vi vill. Priset vi
betalar for detta &r att alla eventuella l6sningar vi finner maste kontrolleras. Utan kontroll har
vi inte visat nagot (och didrmed riskerar vi noll podng pa den uppgiften pa en tenta). Alltsa,

r—1=vV2r+1 = (r—-1)0=22+1 & 2°—-2r+1=22+1
& 2P—4r=0 < z=0ellerz=4.

Nu maste vi testa och ser da att om z = 0 sa skulle

0—1=v2-0+1=1,

vilket inte gar da —1 # 1. Om 2 =4 &r VL =4 — 1 =3 och HL = /24 + 1 = /9 = 3. Detta
ar alltsa en 16sning!
Svar: Endast x = 4 loser ekvationen.

Alternativ 2. Detta ar lite bokigare. Tva problem:

1. Vi maste ha 2z +1 > 0, eller z > —1/2, for att kvadratroten skall vara definierad. Detta
krav &r dock mindre problematiskt (pa grund av att om vi hittar en losning som uppfyller
nedanstaende krav sa kommer uttrycket i kvadratroten att bli icke-negativt) &n nésta
krav.

2. Viénsterledet maste vara icke-negativt: x — 1 > 0, eller z > 1, eftersom vi vet att
kvadratroten alltid ar icke-negativ.

Dessa villkor ger att = > 1 (varfor bara den?). Med detta villkor kan vi faktiskt rikna med
ekvivalenser i varje steg (undersok dettal). Detta villkor visar dven att den falska l6sningen = 0
ska tas bort.

7

Det ar inte sa att det alltid kommer forekomma en "falsk” 16sning och en som stdmmer!

L

Exempel

15
Los ekvationen \/21‘2 — 7x +2=1-—2x.

Losning. Atminstone tva alternativ finns. Vi kan reda ut ordentligt precis vilka intervall som
ar mojliga att finna 16sningar i for att darmed kunna rdkna med ekvivalenser. Eller sa ar vi
lite slarvigare och anvénder implikationer i stéllet, da till priset att alla funna l6sningar maste
testas i ursprungsekvationen. Vi anvénder alternativ 2 och finner att

15 15
\/2x2—7x—|—2:1—2x = 2x2—7$+2:(1—2x)2:1—4m—1—4a72

7 7 1
= 2x2+§x—1:() = x2+1x—§:0
& o= 17

=—
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1 15 1 1
Lo=y/c——42=4/>=2
v 58 " \/; 2’
HL—1-2(1) =L

1) 2

Vinsterled och hogerled stammer 6verens, sa detta &r en 16sning. Om x = —2 blir

VL. =vV8+15+2=+25=75,
HL =1-2(-2)=5.

1
Om z = 1 blir

Alltsa ar dven x = —2 en l6sning.

1
Svar: x = —2 eller x = T

1.3 Cirklar

Lat (a,b) € R? vara en punkt i planet. Avstandet r fran en annan punkt (z,y) till (a,b) ges

som bekant av
r= V= aP+ - b

enligt Pythagoras sats. Om vi ritar ut alla punkter (z,y) som har samma avstand r till
punkten (a,b) erhaller vi en cirkel.

Y

z,y)

Med kravet att r > 0 kan vi kvadrera ekvationen ovan med ekvivalens (uttrycket inne i roten &r
aldrig negativt) och erhaller da cirkelns ekvation:

r= VPt G -0F & rP=(e-a)+(y— b

Cirkeln har radien r (ingen kvadrat) och centrum i punkten (a, b).

L

¢

Undersok om ekvationen z2 + 2z + y? — 4y = 0 beskriver en cirkel, och bestdm i sa fall dess
radie och centrum.

Exempel
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Losning. Tekniken &r att kvadratkomplettera z-termer och y-termer var och en for sig och
analysera resultatet:

P +2r+y"—dy=0 & (z+1)P-1+@y—-22-4=0 & (z+1)2+(y—27°=5.

Alltsa #r detta mycket riktigt en cirkel. Centrum ligger i (—1, 2) (observera tecknen och
ordningen) och radien #r v/5 (observera att det &r 72 som dr konstanten i hogerledet).
Svar: Ja, det dr en cirkel med centrum i (—1, 2) och radie v/5.

:@’.

Undersok var linjen y = 2 + 2 skér cirkeln med centrum i (—1, 2) och radie /5.

Exempel

Lo6sning. Linjen skér cirkeln precis dér linjens ekvation och cirkelns ekvation géller samtidigt, sa

(z+ 1)+ (y—2)?%=5, - 222 + 21 — 4 =0, - (x —1)(z+2) =0,
y=2+uwu, y=2+uz, y =2+

Om z =1 blir y = 3 och om x = —2 blir y = 0.
Svar: (1, 3) och (-2, 0).

8

10



Kapitel 1. Notation, logik, ekvationer och polynom 1.4. Polynom

1.4 Polynom

Lat oss borja med att formellt definiera vad vi menar med ett polynom.

Polynom
Definition. Ett polynom p(z) &r ett uttryck av typen

() = anz™ + ap_12™ "t + - - 4 ag2® + a1z + ay,

dar ag, ay, . . ., a, ar konstanter och n ett icke-negativt heltal. Om a,, # 0 séger vi att polynomet
har grad n.

',
N

- Exempel
e Exempel pa polynom ar 22, 7, 1 + x + 2°, 2% + 423, etc.

3

e Exempel pa uttryck som inte &r polynom: z'/2, sinz, 273 etc.

Ofta nér vi arbetar med polynom sa &r vi intresserade av vilka nollstéllen polynomet hér. Detta
eftersom det oftast ar ett delsteg i att faktorisera polynom. Lat oss definiera nagra termer till.

W Vanliga bendmningar

Definition. Ett polynom p(z) séges ha ett nollstille nér x = a om p(a) = 0. Speciellt for
polynom kallas nollstéllen ofta for rétter. Ett polynom har alltsa en rot x = a om z = a ar ett
nollstélle. Vidare kallas konstanterna ag, aq, ..., a, for polynomets koefficienter.

o

Exempel

Los ekvationen z° = .

Losning. Vi skulle kunna gissa fram losningar. Till exempel x = 1 verkar fungera. Sen kan vi
dessutom ganska direkt se att 2 = —1 loser ekvationen da (—1)® = —1. Ar detta alla l6sningar?
Nej, lite mer analys visar att d&ven x = 0 loser ekvationen. Hur vet vi da nér vi ar fardiga? Lat
oss omformulera fragan:

=2 & P-2=0 & 20°-1)=0

& zx—1)(z+1)=0.
Alltsa ar mycket riktigt z = 0 och x = +1 de enda l6sningarna. Det sista vénsterledet kallas
for faktoriseringen av x® — x.

1.4.1 Polynomdivision

Fungerar i princip som for heltal. Tanken &r att reducera graden pa téljaren sa den dr mindre
an graden for ndmnaren.

11



1.4. Polynom Kapitel 1. Notation, logik, ekvationer och polynom

@ Exempel
23 —4z+1
r—3

Forenkla

Losning. Vi stéller upp, till exempel, enligt foljande.

22 +3x +5
x—3) 2’ —4xr +1
— 2% + 322

3x? — 4x
— 322+ 9z

or +1

—br + 15

16

Proceduren fortsatter till dess att vi far kvar nagot som har lagre gradtal 4n ndmnaren. I detta
fall gick det inte jamnt upp utan vi fick en sa kallad rest. Vad vi kan utlisa ur detta &r att

3
x> —4x+1 16
=243+ 5+ —.

x—3 xr—3
Kontrollera att detta stammer genom att skriva allt pa samma namnare! Ta for vana att gora
detta efter varje polynomdivision. Det &ar latt att fa teckenfel!
Hade resten varit noll hade det inneburit att x = 3 hade varit ett nollstélle till taljaren. Allmént
galler att

p(x) = (z —a)q(z) +r,
dar p(z) har grad n, ¢(z) har grad n — 1, och r &r en konstant (resten). Vi ser fran denna
representation att

pla)=0 <& r=0.
Det vill siga, x = a ar ett nollstélle till p(z) (sa p(a) = 0) om och endast om polynomdivisionen
med x — a gar jamt upp (resten blir noll; » = 0). Detta &r i princip det faktorssatsen séger.

<>

Q@ Faktorssatsen

Sats. Foljande tva pastaenden ar ekvivalenta.

(i) Polynomet p(x) innehaller faktorn x — a, det vill siga p(z) = (x — a)q(x) for nagot
polynom ¢(x).

(ii) = = a ar ett nollstélle till p(z), det vill sdga att p(a) = 0.

Vi betraktar ett exempel.

L

@ Exempel
Faktorisera polynomet p(x) = 22° — 42 + 8z + 14.

12



Kapitel 1. Notation, logik, ekvationer och polynom 1.4. Polynom

Losning. Proceduren vi anvénder &r foljande. Forst gissar vi en rot. Lampligtvis testar vi heltal
da uppgifterna som ges brukar vara konstruerade pa det séttet. I ett allmént fall far man helt
enkelt lata en dator gissa. Men, det finns en teknik for att gissa systematiskt om man har
heltalskoefficienter i polynomet; se slutet pa foreldsning 3. Vi testar x = 0, vilket inte fungerar
(vi har en konstantterm sa da kan x = 0 aldrig vara ett nollstélle). Vi testar = £1 och ser
att © = —1 faktiskt &r ett nollstélle.

Nista steg ar polynomdivision dar vi delar bort den kédnda faktorn x + 1 (som motsvarar
nollstéllet © = —1).

222 —6x + 14
r+1) 22°—42% +8z+14
— 223 — 222
— 622 + 8z
622 + 6
14x 4+ 14
— 14z — 14
0

Det gick jamt upp sa x = —1 maste vara ett nollstdlle. Nu vet vi alltsa att
p(z) = (x+1)(20% — 62 +14) +0 = 2(z + 1)((x — 3)® +5),

dér vi har kvadratkompletterat den sista parentesen Ar vi klara? Ja, det &r vi faktiskt (om
vi inte ska blanda in komplexa faktorer, vilket vi aterkommer till senare). Anledningen till
kvadratkompletteringen dr att vi nu enkelt kan se att (x — 3)* +5 > 5 for alla . Denna faktor
blir alltsa aldrig noll!

Svar: p(z) = 2(z + 1)((x — 3)* + 5). Kontrollera genom att multiplicera ihop!

5% Exempel
Faktorisera polynomet p(z) = 2® — 322 + 3z — 1.

Losning. Samma teknik som ovan. Vi gissar och finner att x = 1 &r en rot. Polynomdivision:

22— 2z +1
v—1) 2% -3 +3z—1
— 3 422

i
222 — 2x

rz—1

—xz+1

0

Alltsa maste p(z) = (z — 1)(2? — 22 + 1). Den sista faktorn dr ett andragradsuttryck och det
kan vi faktorisera med kvadratkomplettering: 7> — 2z + 1 = (z — 1)%. Alltsa &r p(z) = (v — 1)%.
Svar: p(z) = (z — 1)3. Kontrollera genom att multiplicera ihop!

13
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Kapitel 2

Absolutbelopp, olikheter och summor

2.1 Absolutbelopp

W( Absolutbelopp

Definition. For varje reellt = definieras absolutbeloppet |z| enligt

2] x, x>0,
€Tl =

—x, x<0.
Exempelvis har vi |3] = 3 och | — 4| = 4. Beloppet tar alltsa bort tecknet! Det ar alltsa en direkt

konsekvens av definitionen att |z| > 0 for alla 2. Dessutom kan vi uttrycka va? = |z| (visa det!).
Man kan sa klart skissa hur beloppsfunktionen ser ut.

y
y = |z

/A Strikt olikhet?

Observera att vi lika gérna hade kunnat definiera |z| som x da > 0 och —z da x < 0, eller
till och med x da x > 0 och —x da < 0. Bada dessa definitioner skulle se lite mer ordentliga
ut eftersom vi inte har med fallet z = 0 tva ganger, men eftersom |0] = 0 i alla tre fallen sa
orsakar inte var definition ovan nagon logisk kullerbytta. Man kan tycka att det kanske ser lite
fult ut att definiera samma fall tva ganger, men vi tillater oss detta for att inte riskera att
glomma bort nagot fall.

Ur definitionen foljer det ocksa att

Ty, T2Y,
v~y =
y—z, x<y.
Vi kan alltsa tolka |« — y| som avstandet (alltid icke-negativt) mellan punkterna x och y pa den

reella axeln. Ett specialfallet ges av |z — 0] = |z| som alltsa dr avstandet fran x till origo.

15



2.1. Absolutbelopp Kapitel 2. Absolutbelopp, olikheter och summor

|z — 9|
Y A ~
| |
X Yy
3 Likheter och olikheter

Om d > 0 &r en konstant sa giller foljande.
lz]=d & x==4d

lz| <d & —-d<|z|<d
lz| >d & z<—dellerz>d

Hur 16ser vi da ekvationer och olikheter som innehaller absolutbelopp? Typiskt ar att vi delar
upp 1 olika fall, tillrackligt manga for att vi ska kunna skriva uttrycken utan belopp i varje fall.

N

Q" Exempel
Los |z| = 2|z — 1| — |z + 1].

Loésning. Vi borjar med att skriva ut hur beloppen definieras:

r+1, z+12>0, T, x>0,
lz+ 1| = och |z| =
—(z+1), z+1<0, —x, x <0,
x—1, r—12>0,
samt |z — 1| =
—(z—-1), z—1<0,
Lat oss betrakta den reella tallinjen.
Fall 1 : Fall 2 : Fall 3 : Fall 4
e e e :
Intressanta punkter dér beloppen kan véxla tecken: x = —1 (da x + 1 véxlar tecken), z = 0

(da z vaxlar tecken), och x = 1 da (x — 1 véxlar tecken). Vi maste alltsa dela upp i fyra olika
fall.
Fall1, » < —1:

lz| =2z —-1|—|z+1] & —-z=-2@-1)+@@+1) < 0=3.

Gar inte. Det finns ingen 16sning i detta intervall.
Fall2, -1 <z <0

|| =2z -1 —|z+1 < —-zaxz=-20-1)—-(x+1) & =z

N | —

16
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1
Eftersom 5 ¢ [—1,0] sa ar detta ingen l6sning.
Fall 3, 0 <z < 1:

|z =2z —1|—-|z+1] < z=-2@-1)—-(z+1) < =z

1
Eftersom — € [0, 1] sa &r detta en 16sning.
Fall 4, x > 1:
lz] =2z =1 —-|z+1 < z=2z-1)—-(z+1) < 0=-3.
Gar inte. Det finns ingen 16sning i detta intervall.

Figuren nedan visar hur situationen ser ut grafiskt. Detta gor vi enklast genom att undersoka
hur uttrycken ser ut i vart och ett av de fyra fallen.

Yy
.y = |zl
12
1
ey =2lr 1] — |z +1]
| | | | - x
—2 —1 1 2

Vi ser att uttrycken skér varandra i en enda punkt, som verkar ligga vid x = 1/4. Vi ser dven
ovan att det ofta blir ’horn” i brytpunkterna. Detta dr normalt. Vad som inte ska ske dr att det
blir hopp. Detta eftersom beloppsfunktionen &r kontinuerlig — ett begrepp vi aterkommer till i
en senare kurs. Kan du se i figuren varfor z = 1/2 dyker upp som ett forslag pa 16sning?

1
Svar: x = 1 ar den enda losningen.
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2.2. Olikheter Kapitel 2. Absolutbelopp, olikheter och summor

2.2 Olikheter

Att 16sa olikheter skiljer sig en del fran att 16sa likheter. I allménhet brukar det vara svarare,
och ett problem &r att man maste vara forsiktig med att forkorta bort saker. Vi betraktar ett
exempel for att belysa hur vi angriper problemet.

@ Exempel

Los olikheten

4
<gx-—2
r+1

Losning. Tekniken vi rekommenderar ar att flytta allt till ena sidan av olikheten, fora upp allt
pa gemensam namnare, faktorisera, gora en teckentabell, och sist men inte minst kontrollera
rimligheten. Saledes,

4—(z—-2)(z+1)

<r—-2 & —(z-2)<0 & <0
z+1 =7 z+1 (v )< r+1 -
(2 _ 2
- 4—(z*—x 2)§0 N x+x+6§0
x+1 r+1
- —(x+2)(x—3)§0 (x—|—2)(x—3)20.
r+1 r+1
Observera tecknet i sista steget! Vi gor en teckentabell for det sista vénsterledet.
—2 -1 3
x+2 - 0 + 4+ + + +
r+1 - - = 0 + + +
x—3 - - - = = 0 +
(x4 2)(x — 3)
- 0 g 0
1 + & +

Vi ser ur tabellen att uttrycket ar icke-negativt precis da —2 < x < —1 eller x > 3. Observera
vart det blev strikt olikhet (varfor?)!

Kontroll. Har kan vi till exempel plocka punkter i de olika intervallen som finns och se till att
vart pastaende stdmmer overens med det vi utgick fran.

4
r=-3 _3+1:—2>—5
x——%: ﬁ:—8§—3/2—2:—7/2
x=0: %:4>0—2:—2
r=4: $:§<4—2:2

Observera att denna kontroll inte bevisar att vi har gjort ritt (det kan fortfarande vara allvarliga
fel vid faktorisering och identifiering av nollstillen etc), men den visar dnda att svaret inte
ar orimligt. Ett vanligt fel pa tentor och duggor ar att man av nagon anledning svarar med
komplementintervallen. Detta ger alltid noll poéng oavsett anledning. Genom kontroll av typen
ovan kan man enkelt undvika att svara med komplementintervallen.

Svar. —2 <x < —1 eller z > 3.
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Kapitel 2. Absolutbelopp, olikheter och summor 2.3. Summor

[ 5. Olikheter och multiplikation

Se upp med att multiplicera olikheter med uttryck som kan skifta tecken! Till exempel kan
det vara lockande att forlanga olikheten i foregaende exempel med x + 1. Da skulle vi i sa fall
kunna undersoka

4<(z-2)(z+1)=2*-2-2 & z*-2-62>0.

Vi ser att ndmnaren x + 1 har férsvunnit i jamforelse med ovan, och ddarmed kommer var nya
teckentabell att sakna den informationen. Punkten x = —1 &r inte ldngre intressant och resten
av tecknen riskerar att bli fel. Detta ar sa klart helt at skogen. Den enda rdddningen &r att
betrakta tva fall: x +1 > 0 och z + 1 < 0 och reda ut ett i taget. Detta skulle fungera, men i
allménhet brukar sadana l6sningar innehalla andra fel sa det brukar ofta bli noll poéng pa en
tenta dnda. Undvik alltsa denna teknik!

Annu enklare, visst &r 2 < 47 Alltsa maste 2-2 < 2 -4, eller 4 < 8. Inget konstigt hér, det
gick bra att multiplicera olikheten med 2. Men vad hidnder om vi multiplicerar med —27 Da
skulle —2 -2 < —2 -4, eller —4 < —8. Detta stdmmer sa klart inte!

2.3 Summor

Vi ska nu diskutera ett bekvamt sétt att skriva summor pa, speciellt i de fall da termerna som
summeras har nagon form av upprepande monster.

&

En summa S brukar skrivas

S:Zak:a1+a2+---+an_1+an.
k=1

Symbolen Z betyder att vi ska summera termerna a; da summationsindexet £ startari k =1,

sen okar k ett steg i taget till dess att kK = n och vi har da summerat n stycken termer.

Det ar inget speciellt att borja med k = 1, summor kan starta i vilken punkt som helst (det blir
olika vérden pa summan sa klart).

N

- Exempel

S (P +k)=(2+2)+ (32 +3) + (42 +4) = 38.

Observera att det inte forekommer nagot k i svaret! Summationsindexet (bokstaven vi anvénder
for att beskriva hur termerna i summan varierar) forsvinner alltid. Att vi anvénde bokstaven k
ar inte heller nagot speciellt. Faktiskt sa &r

4

S+ k) =) (52 + 1)

4
k=2 =2
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2.3. Summor Kapitel 2. Absolutbelopp, olikheter och summor

Summor kan delas upp (de &r ju summor!) och gemensamma faktorer i alla termer kan brytas
ut. Alltsa,

Z(ak—i-bk):Zak—l—Zbk och ank:cZak,

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
dér ¢ &r en konstant.
Déremot kan inte summor multipliceras enkelt (eller delas upp om det dr en summa av produkter).
Vad skulle till exempel gélla

(i a’f) ' (i bk) =7 eller zn: ag - b =7
k=1 k=1

k=1

/B Antal termer i summan

5
Hur manga termer innehaller summan Z (2k 4+ 1)? Vi borjar pa k = —2 och slutar pa k = 5.
k=—2
Alltsa kommer k att anta vérdena

—2 -1 01 2 3 4 5

vilket &ar 8 stycken. Vi kan riakna ut detta genom 5 — (—2) 4+ 1. Ofta missar man +1, sa var
forsiktiga!

2.3.1 Aritmetiska summor

Aritmetisk summa
Definition. En summa dér det ar konstant skillnad mellan paféljande termer kallas aritmetisk.

I en aritmetisk summa géller alltsa att
d:a2—a1:a3—a2:a4_a3:...

ar en konstant.

L

@ Exempel
Berdkna summan S =1+3+5+7+09.

Detta kan vi direkt gora i huvudet sa klart, men vi illustrerar en generell teknik. Genom att
summera tva stycken likadana summor (och skriva det kreativt genom att reversera ordning pa
den ena) uppstar foljande monster:

S =1 + 3 + 5 4+ 7 + 9
S =9 + 7 4+ 5 + 3 + 1
28 = 10 + 10 + 10 + 10 + 10

Vi har alltsa visat att 25 = 5 - 10 eller att S = 25. Generellt géller for en aritmetisk summa

alltid att :
forsta termen + sista termen
= - antal termer.

2
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Kapitel 2. Absolutbelopp, olikheter och summor 2.3. Summor

2.3.2 Geometriska summor

Geometrisk summa
Definition. En summa dér det &r en konstant kvot mellan paféljande termer kallas geometrisk.

Detta innebér alltsa att
I R
1= aq a9 as

ar konstant och att summan nodvéndigtvis har formen
S=a+aq+aq’+aq® + - +aqg"

om S har n + 1 termer (notera antalet!) och a ar forsta termen.

L

@ Exempel
Berakna summan S=1-2+4 — 8 + 16.

Detta kan vi aterigen direkt gora i huvudet sa klart, men vi illustrerar ater igen en generell teknik.
Om vi multiplicerar summan med kvoten ¢ = —2 och drar bort detta fran ursprungssumman
uppstar foljande monster.

S =1 — 2 + 4 — 8 + 16
—25 = — 2 4+ 4 — 8 + 16 — 32
S—(=28) = 1 4+ 0 + 0 + 0 + 0 + 32

Vi har alltsa visat att 35S = 33 eller att S = 11. Generellt géiller for en geometrisk summa att

1 — qn+1

a- ————, 1
a+aq+ag’+--+aq" = 1—g¢q a7
a(n+1), q=1
Observera har att
1 — qn-‘rl qn+1 -1

1—g¢q - q—1

Y

sa bada varianterna ger samma svar.

2.3.3 Andra sorters summor?

, /8 Aritmetisk eller geometrisk?

Observera att de allra flesta summor varken &r aritmetiska eller geometriska! Det &r alltsa
4

inte fifty-fifty att chansa pa tentan och hoppas pa det béasta. Till exempel Z k* &r varken
k=1

eller, men kan enkelt riknas ut dnda eftersom det bara ar fyra termer.

Men om en summa innehaller fér manga termer for att berdknas for hand da? Vissa fall kan
man &nda hantera, till exempel f6ljande halvluriga variant (gammal tentauppgift!).
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2.3. Summor Kapitel 2. Absolutbelopp, olikheter och summor

5% Exempel
27

Berékna summan Z(?)k + 3F).
k=3

Losning. Summan bestar av en aritmetisk del och en geometrisk del (kontrolleral). Vi delar
saledes upp summan i tva delar och beriknar enligt standardformler:

27 24
3-343-27
S (3k +3%) = § 3k;+§ 3 — + 2P 34 )+ Y 3
k=3 k=0
325 —-1 27
= 1125+ 3* 2 = 1125 + 7(325 —1).

27
Svar: 1125 + 3(325 —1).
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Kapitel 3

Komplexa tal

3.1 Komplexa tal

4

Definition. Det imaginira talet ¢ uppfyller att i2 = —1.

Detta ér alltsa ett tal vars kvadrat ar negativ. Det kan saledes aldrig vara ett reellt tal utan
ar ett helt nytt slags objekt. Mark vil att vi inte nagonstans skriver att ”/—1 = i”. Detta
av den enkla anledningen att vi endast definierat /z for x > 0. Ett alternativ vore givetvis
att utvidga definitionen av kvadratroten till att inkludera negativ tal (du kan sikert se den
utvidgningen framfor dig), men det objekt du da erhaller &r inte den kvadratrot vi introducerat
tidigare. Exempelvis sa &r det inte lingre sikert att vab = v/av/b (fundera éver vad som hiinder
om bade a och b &ar negativa). Du kommer att fa podngavdrag i denna kurs om du skriver
kvadratroten ur nagot negativt.

Vi infér nu de komplexa talen z = a + bi, dér a och b &r reella tal (a,b € R). Ett komplext tal
har alltsa tva dimensioner: en reell koordinat a (kallas realdelen) och en imagindr koordinat b
(kallas imaginérdelen). Vi kan representera det komplexa talplanet, vilket skrivs C, som ett
tva-dimensionellt plan med en real-axel och en imaginér-axel.

Vi kan representera komplexa tal i det komplexa talplanet med figurer av denna typ.

Im

Re

Avstandet r = v/a? + b? har en naturlig tolkning och anvinds som definition av det komplexa
absolutbeloppet; vi aterkommer till detta.
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3.1. Komplexa tal Kapitel 3. Komplexa tal

<>

e

Komplexa tal uppfyller samma "regler” som reella tal gor (addition, multiplikation etc) med
den extra forutsittningen att i2 = —1.

Nér vi ska rdkna med komplexa tal gor vi alltsa som vanligt, men vi kan hela tiden forenkla
uttryck som innehaller 2.

4

@ Exempel
2—)(14+4)=2+8 —i—4°=2+Ti+4=6+Ti.

Komplexa tal dr en anviandbar konstruktion. I denna kurs och efterféljande analyskurs kommer
vi att:

(i) Faktorisera polynom fullstéandigt i (komplexa) faktorer av grad 1.

)
(ii) Gora trigonometriska omskrivningar och férenklingar.
(iii) Beriikna integraler.

)

i
(iv) Losa differentialekvationer.

Tillampningar finns inom vitt skilda omraden som exempelvis elkretsteori, reglerteknik, trans-
former, elektromagnetism etc.

Definition. Lat z = a + bi, dér a,b € R. Da definierar vi f6ljande begrepp:
(i) Realdelen Re z = a;

(ii) Imagindrdelen Im z = b (observera att det inte dr nagot ¢ i imagindrdelen utan endast
koefficienten fore i i z);

iii) Absolutbeloppet |z| = Va2 + b;
(iii)

(iv) Konjugatet Z = a — bi (vi har bytt tecken pa imaginérdelen).

/A Absolutbelopp
Observera att absolutbeloppet vi definierat ovan téacker en storre klass tal dn det vi sag pa
forra foreldsningen. Om z = a +bi &r reell sa dr b = 0, och da kan vi berékna att |z| = va? + 0.

Vi vet enligt tidigare att va? = |a|, dir detta belopp ar det vi introducerade pa foreldsning
tva. Den nya definitionen reduceras alltsa till den gamla om vi endast betraktar reella tal.

En kuggfraga som blir fel ibland.

/A Komplext eller reellt belopp?
Bestédm |3 — 4].
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Kapitel 3. Komplexa tal 3.1. Komplexa tal

Felet som kan intriffa dr att man slarvigt ténker sig att 3 — 4 &r ett komplext tal och
bildar v/32 +42 = /25 = 5. Detta ar sa klart helt galet; vi ser direkt att 3 —4 = —1,
sa|3—4|=|-1]=1.

3.1.1 Komplexa identiteter

Till exempel kan vi bevisa identiteten |z|* = 2Z genom att lata z = a + bi, dir a,b € R, och se
att

2
VL = |z|* = |a + bi|* = (\/@2 + 62> =a® + b

samt

HL = 2%z = (a + bi)(a — bi) = a® — abi + abi — b*i* = a* + b?,

sa vanster- och hogerled stammer 6verens for alla z € C. Vi kan visa foljande egenskaper pa
samma sétt (gor det som en 6vning!).

B

Direkta foljder av definitionerna ovan inkluderar
@) |2 = 27

(i1) |zw| = |z[|wl;

(i) zw = zw;
Z+Z 2=7
s Imz = :
29

(iv) Rez =

Vad menar vi da med att tva komplexa tal &r lika (som potentiellt hénder i punkt (iii) ovan)?
Definitionen &r ganska naturlig.

Likhet

Definition. Talen z = a + bi och w = ¢+ di &ar lika om och endast om de har samma real- och
imaginardelar, dvs att
a=c och b=d.

| Vi skriver da att z = w.

Vi anvénder oss av denna definition nér vi loser ekvationer som involverar komplexa tal.

L

Exempel
Hitta alla z € C sa att 3z — 21z — 5+ 107 = 0.
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3.1. Komplexa tal Kapitel 3. Komplexa tal

Losning. En variant for att 1osa ekvationer som innehaller komplexa variabler dr att anséitta
att z = a + bi och utnyttja definitionen ovan genom att undersdka realdelen och imaginérdelen
for ekvationen som ett system av ekvationer med tva obekanta. Denna metod é&r inte alltid den
biista. Det kan bli brutalt hemska kalkyler (om vi till exempel skulle ha 27+ - - - eller dylikt), sa
finns det en annan metod brukar det vara den det &r meningen att anvinda. Men i fall som
denna ekvation blir det faktiskt enklast. Salunda, lat z = a + bi dar a,b € R. Da maste

3a+bi)—2i(a+bi) —5+10i =0 <&  3a+ 3bi — 2ai — 2i(—bi) — 5+ 10i = 0
& 3a—2b+i(3b—2a) =5 — 10i.

Vi undersoker nu realdel och imaginérdel separat:

3a—2b=5 a+b=-5 a=—1
= =
—2a+3b=-10 3a—2b=5 b=—4
Alltsa ges den enda losningen av z = —1 — 44. Kontrollera detta!
Svar: z = —1 — 44.

4

Definition. Om 2z, w € C och w # 0 sa definierar vi — = —.
W wWw

5% Exempel
3—i  (3-i)(2-3) 3-11i 3 11

2+3i (2+3)(2-3i) 4+9 13 13"

3.1.2 Geometriska tolkningar

Eftersom komplexa tal kan representeras som punkter i ett plan sa kan vi ibland tolka operationer,
olikheter och ekvationer geometriskt. Till att borja med kan addition av komplexa tal goras som
vektoraddition.

Zl+22:6+4i

Re




Kapitel 3. Komplexa tal 3.1. Komplexa tal

Om z,zy € C sa kommer till exempel samband av typen |z — z9| = d och |z — 29| < d att
representera en cirkel respektive en ifylld disk.

Im

z=a-+bi

Hur kan vi se detta? Vi kan ansétta att z = a + bi och zy = a¢ + byt dér a, b, ag, by € R och se
vilken form uttrycken tar. Till exempel:

4> = |z — z0]2 =la+bi —ay — boil? = |(a —ag) + (b — bo)i\z = (a— a0)2 + (b— b0)2,

nagot vi kdnner igen som cirkelns ekvation!

3.1.3 Triangelolikheten

En mycket anvéndbar olikhet (sa anvéndbar att man ofta kriver att mer abstrakta rum ska ha
denna egenskap) dr triangelolikheten.

<>

el Triangelolikheten
Om z,w € C sa giller att |z + w| < |z] + |w].

Geometriskt dr detta ganska klart. Uttrycken |z| och |w| kan tolkas som katetlangderna i en
triangel dér langden pa hypotenusan ges av |z + w|. Forsok rita en triangel diar hypotenusan
ar langre 4n summan av kateternas langder! Det gar dven att visa rent algebraiskt. Tanken
bygger pa att visa |z +w|?* < (|z]| +|w]|)?. Utveckla viinsterledet som (z +w)(z + w) och utnyttja
att Re(zw) < |zw| (varfor ar detta sant?).

N

¢ Exempel
Antag att z ligger i en disk med centrum i punkten 3i och radie 7. Visa att z ligger i en disk
med centrum i punkten —4 och radie 12.
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3.2. Polynomekvationer Kapitel 3. Komplexa tal

Vi borjar med att formulera det hela med belopp. Vi vet att |z — 3i| < 7 da detta dr precis den
olikhet som beskriver att z ligger i en disk med centrum i punkten 3: och radie 7. Sen vill vi
undersoka |z — (—4)]:

lz+4]=1[(z=30)+(3i+4)| < |z —=3i| + |3 +4| < T+ 3+ 4] =T+ VI + 16 = 12.

Hér har vi kreativt lagt till noll i form av —3i + 37 for att pa sa sétt skapa z — 3¢, som vi sedan
kan uppskatta.

3.2 Polynomekvationer

Polynom
Definition. Ett polynom p(z) &r ett uttryck av typen

p(2) = ap2™ + ap 12"+ -+ a2 + ayz + ag,

dar ag,ay, . .., a, ar (mojligen komplexa) konstanter och n ett icke-negativt heltal. Om a,, # 0
sdger vi att polynomet har grad n.

Det dr en liten skillnad i jamforelse med foreldsning 1: vi har ersatt variabeln x med variabeln z
och téanker oss nu att konstanter i allmédnhet &r komplexa. Anledning att anvinda variabeln z &r
for att markera att vi kommer att arbeta med komplexa tal.

3.2.1 Andragradsekvationer med komplexa koefficienter

N

Q" Exempel

Finn alla (reella och komplexa) 16sningar till ekvationen 2% + 2(1 + i)z — 3 — 2i = 0.

Lésning. Vi kvadratkompletterar for att fa en enklare ekvation:
2421442 —-3-2i=(24+1+i)* - (1+49)2?-3—-2i=(2+1+4)*-3—-4i=0.
Lat w = z+ 1+ 4 och skriv w = a + bi dér a, b € R. Vi loser

a? - =3

wr—3—-4i=0 & a*>+2abi—-1*—-3—-4i=0 <&
2ab =4

Alternativ 1. Vi soker w sa att w? = 3+ 4i. Detta innebér da att |w?| = |3+ 4i| = v/25 = 5. Nu
vet vi att w = a + bi dr ett komplext tal, sa |w?| = |w|* = a® + b*. Dessa tva samband visar
alltsa att a? + b* = 5. Det foljer da att 2a® = 8, eller att a = £2.

Alternativ 2. Vi ser att a, b # 0 och att b = 2/a. D& maste a*> — (2/a)? =3 & a* — 4 = 3d®
gilla (ekvivalens ty a # 0). Vi later t = a® och ser att

t?—3t—4=0 & (t—-4)(t+1)=0.

Endast t = 4 < a = +2 ger intressanta 16sningar da t = a? > 0.

Om a = 2 sa blir b =1 och om a = —2 blir b = —1. Vi far alltsa losningarna w; = 2 + i
och wy = —2 — 4, vilket i sin tur ger z; = 1 och 25 = —3 — 21.
Svar: z = 1 och z = —3 — 2i. (Genomfor dven en kontroll!)
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3.2.2 Polynom av hégre ordning

Faktorsatsen géller fortfarande.

<>

%@ Faktorsatsen

Sats. Foljande tva pastaenden ar ekvivalenta.

(i) Polynomet p(z) innehaller faktorn z — zy, det vill sdga p(z) = (z — 20)q(z) for nagot
polynom ¢(z).

(i) z = 2o ar ett nollstélle till p(z), det vill sdga att p(z9) = 0.

Ett mycket viktigt resultat dr algebrans fundamentalsats (och dess foljdsats).

<>

3 Algebrans fundamentalsats

Sats. Varje polynomekvation p(z) = 0 med grad n > 1 har minst en rot.

Ett korollarium till denna sats dr att ett polynom p(z) av grad n har precis n stycken rotter om
vi réknar med multiplicitet (dvs en dubbelrot rdknas som tva rétter etc).

N

@ Exempel
Polynomet
p(2) = 422(2 — 1)(z + V2)(z +4)°

har grad n = 7 (varfor?) och har rotterna z = 0 (dubbelrot), z =1, z = —v/2, samt z = —i
(trippelrot).

€

For att bevisa algebrans fundamentalsats skulle vi behéva en del verktyg vi tyvérr inte har
tillgang till. Det finns manga varianter for ett bevis som bygger pa allt fran komplex analys
(till exempel via maximumprincipen, via argumentprincipen eller som kanske dr enklast via
Liouvilles sats), abstrakt algebra (till exempel genom att visa att utvidgningen Rl[i] &r algebraiskt
sluten eller via Galoisteori) eller ren topologi (till exempel med kontinuerlig deformeration och
vindningstal).

En trevlig egenskap for polynom med reella koefficienter &r att det finns en anvédndbar symmetri
for komplexa rotter.

<>

e Komplexkonjugerade rotpar

Sats. Om ett polynom p(z) har reella koefficienter (viktigt) och z = a + bi dr en rot sa ar
aven z = a — bi en rot. Med andra ord,

pz)=0 & p(E)=0

da p(z) har reella koefficienter.
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3.3. Gissning av nollstéllen vid heltalskoefficienter Kapitel 3. Komplexa tal

Bevis. Lat o € C vara ett nollstélle for p(z), dvs p(a) = 0. Da géller att

p(@) = a,(@)" + an1(@)" " + - + a2(@)® + a1 @ + ag

:anm+an_1m+"'+CLQO[2+(11@+CL0

= apQ" + ap_ Q" + -+ a0 + a1+ ag

=pla) =0=0,

ddr vi utnyttjat att of = (@)*, a+b=a+bsamt att for 3 € R sa ar Bz = Bz. Alltsa ar @
ocksa ett nollstélle for p(z). O

Ett allvarligt principfel som bor undvikas ér att anvénda foregaende sats nér koefficienterna
inte dr reella. Med andra ord:

/8 Reella koefficienter
Observera att denna sats endast géller da p(z) har reella koefficienter. Till exempel p(z) = 22—iz
har roten z =i, men z = —¢ &ar ingen rot. Testa!

3.3 Gissning av nollstéllen vid heltalskoefficienter

Som utlovat kommer hér en systematisk metod for att veta vilka rationella 16sningar som &ar
mojliga om vi har heltalskoefficienter i ett polynom.
Lat

p(z) = apx™ + ap_12" "t + - 4 ag2® + ayz + ag

vara ett polynom dér koefficienterna a,,, a,_1, ..., as, ai, ag ar heltal. Om x = — &r en rationell

q
rot (r och ¢ &r heltal, r och ¢ har inga gemensamma delare sa p/q &r fullt forenklad, och ¢ # 0)
sa maste r vara en faktor i ag och ¢ en faktor i a,. Detta foljer av att

r

rh 7nn—l r
p(—)zO = an—n+an_1ﬁ—l—---—|—a1——l—ag:0
q q q q

n n r"_l r
< apr = —q (an1 —I—--~+a1§+ao)

n—1

S apr" = —q (@™ a4 ")

(2 (G o+
pl=-)]=0 & a=-rla tap1—— o Fa-
q q

samt att

n qn 1
S aeq" = =71 (apgr™ " F a1 g+ o+ arg™ )

r o .
dér r och ¢ ar relativt prima. Med andra ord, om — &r ett nollstélle sa ar ag = r-ky och a,, = q- ks

q
for nagra heltal k; och ks. Hur anvénder vi detta i praktiken?

@ Exempel

Faktorisera polynomet p(z) = 223 — 322 + 2z — 3 i reella faktorer.
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,
Om z = — &r en rot till p(x) sa maste alltsa r vara en faktor i siffran 3. Méjliga vérden pa r

ar r = £1, 43. Vidare, ¢ maste vara en faktor i siffran 2. Mojliga virden pa q dr ¢ = £+1, +2.

Fran dessa mojligheter kan vi skapa alla mgjliga kombinationer for —:
q

T 41 43 4t 43
q 2 2

Detta &r alltsa alla mojligheter for att ha en rationell rot. Enda heltalsrétterna som ar mojliga
ar alltsa +1 och 43, och testning visar att ingen av dessa &r en rot. Skulle vi bara gissa pa
mafa kan vi alltsa halla pa ganska ldnge! Testar vi resten av mojligheterna finner vi att 2 ar ett

nollstiille. Polynomdivision ger att p(z) = (z — 3/2)(22? 4 2). Den sista faktorn &r strikt positiv
sa vi ar klara.

Svar: p(z) = (v — 3/2)(22* + 2).
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Kapitel 4

Polynomekvationer och binomialsatsen

4.1 Polynomekvationer

/8 Repetition
Lat
p(2) = ap2™ + ap 12"+ -+ a2 + ayz + ag,
vara ett polynom.
e Om a, # 0 séger vi att polynomet har grad n.
e Riknat med multiplicitet har p(z) precis n nollstéllen om a,, # 0.

e p(z) =0 < (z— 2) dr en faktor i p(z).

e Om ay,ay,...,a, € R och p(z) = 0 sa giller att p(zy) = 0.

L

@ Exempel
Faktorisera polynomet p(z) = 32* — 1523 + 2422 — 182 fullstiindigt i komplexa faktorer.

Losning. Vi borjar med att bryta ut 3z och far att p(z) = 3z2q(z), dir ¢(z) = 2% — 522 + 82 — 6.
Vi gissar sedan en rot, och finner att ¢(3) = 0. Alltsa maste z — 3 vara en faktor i ¢(z).
Polynomdivision ger att ¢(z) = (2 — 3)(2? — 22 + 2):

22— 2242
z—3) 2*—-5224+82-6
— 23 4 322
— 222 + 82
222 — 62
22 —6
—22+6
0

Det aterstar salunda att finna roétterna till 22 — 2z + 2. Vi loser ekvationen

0=2"-2242=(2-10-142=(2-1>+1 & (2-1°=-1,
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varvid vi ser att z — 1 = 44 dr de enda mdojligheterna. Alltsa finner vi lésningarna z = 1 44, och
vi kan skriva 22 — 2z +2 = (2 — (1+1))(z — (1 —14)). Vi kan nu faktorisera p(z) fullstéindigt enligt

p(z) =32(z=3)(z— (1 +1))(z — (1 —1)).

Svar: p(z) =3z(z —3)(z — (1 +14))(z — (1 — 1))
Observera att det inte finns nagra kvadratrotter ur negativa (eller komplexa tal for den delen) i
l6sningen! Rotterna dyker upp direkt vid ekvationslosningen.

o

Q Exempel

Ekvationen 2z* — 102% + 1522 + 50z — 125 = 0 har en l6sning z, dir Rezy = Im zy. Los
ekvationen fullstdndigt.

Losning. Lat p(z) = 22% — 1023 + 1522 + 502z — 125. Fran ledningen vet vi att det finns en
rot z = a(1 4 4) for nagot a € R. Da maste

0 = pla + ai) = 2a*(1 +4)* — 10a®(1 +i)® + 15a*(1 4+ 7)* 4 50a(1 + 1) — 125
= —8a* — 20a*(—1 + i) + 30ia® + 50a(1 + i) — 125

— 8a* + 20a® 4 50a — 125 = 0,
A 3 2
— 20a” 4+ 30a” + 50a = 0,

dér vi delat upp i real- och imaginérdel. Imaginérdelen ser vi direkt har a = 0 som ett nollstélle
sa vi borjar med att ge oss pa den:

3 5 347
0 = —20a® + 304 + 50a = —20a <a2—§a—§> = azOellera:T.

Vi ser att varken a = 0 eller a = —1 19ser ekvationen {or realdelen:
—8at +20a® + 50a — 125 = 0,

men att a = 5/2 ar en 16sning dven till denna ekvation. Eftersom koefficienterna i polynomet &r

reella kommer dven z = a(1 — i) att vara en rot. Saledes erhaller vi tva nollstéllen z = 2 (1+4).

25
Detta medfor att 2* — 5z + 5 ar en faktor i p(z). Polynomdivision visar att

25
p(z) = (22 —5z+ ?) (22* — 10)..
Den andra faktorn i hégerledet blir noll precis da

2:2-10=0 < z=+5.

Alternativt. Man dven utféra en polynomdivision av p(z) med faktorn z? — 2az + 2a*. Om z =
a(1£14) &r rotter till polynomet maste denna faktor forekomma. Man erhaller da ett villkor pa a
som leder till att a = 5/2 precis som ovan. Mer precist sa leder polynomdivisionen till att vi
finner resten

r(z) = (—20a* + 30a + 50)z + 40a* — 8a* — 30a* — 125
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och kvoten

k(z) =22 + (4a — 10)z + (15 + 4a* + 20a).

Eftersom vi vet att polynomdivisionen ska fa resten 0 sa maste alla koefficienter i r(z) vara noll.
Sarskilt

5
—20a®>+30a+50=0 < a=—1celler 3

Genom att testa ser vi att endast a = 5/2 gor att r(z) = 0 for alla 2.

Svar: g(l + 1), /5.

4.2 Kombinatorik och binomialkoefficienter

Fakultet

Definition. Om n ér ett naturligt tal definierar vi n! enligt

nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2, n>1,

| och 0! = 1.

Vi startar alltsa med nagot positivt heltal n och multiplicerar sedan ihop samtliga heltal mindre
an eller lika med n ned till och med 2. Alltsa blir 1! =1, 2! =2, 31 =32 =6, etc.

4.2.1 Kombinatorik

Multiplikationsprincipen: Om vi har en tvastegsprocess av valmojligheter, dar vi i forsta steget
har n; mojliga val och i det andra ny mojliga val, sa finns det totalt sédtt n, - no kombinationer.
Det brukar illustreras med sa kallade traddiagram dar varje "l6v” pa tradet representerar en
mojlighet. Antalet 16v blir precis produkten ovan.

L

@ Exempel

En tre-rédtters meny har 2 forrétter, 3 varmrétter, och 4 efterdtter. Hur manga olika maltider
kan man bestédlla om man vill ha forratt, varmrétt och efterétt?

Enligt multiplikationsprincipen blir det 2 - 3 - 4 = 24 olika maltider.

Man kan illustrera multiplikationsprincipen med hjélp av trdddiagram. I figuren nedan véljer vi
pa niva 1 mellan tva forrétter (F1 och F2). I nésta niva véljer vi mellan 3 varmratter (V1, V2
och V3). I det sista steget viljer vi mellan fyra efterrétter. Varje vig genom tréidet ger en unik
maltid. Hur manga sadana vigar finns det? Det &ar bara att rdkna ihop hur manga "16v” det
finns pa den sista nivan, vilket blir precis 24 st.
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Fl/Méltid\
/\ / \
AN AN AN AN AN N

E1E2E3E4 E1E2E3E4 E1E2E3E4 E1IE2E3E4 E1E2E3E4 El1E2E3E4

I detta exempel var det viktigt i vilken ordning de olika delarna i maltiden tas (en forrétt ar en
forédtt och sa vidare).
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@ Ordning

Vad menar vi med att ordna objekt? Till exempel, hur svarar vi pa fragan "pa hur manga sétt
kan vi ordna siffrorna 1,2 och 37”

Vi kan helt enkelt skriva ut varianterna:

1 2 3 2 1 3 3 1 2
1 3 2 2 31 3 2 1
och ser att det finns 6 majliga ordningar.
Detta &r ett exempel pa foljande sats (3! = 6).
@ Permutationer

Sats. Om vi har n stycken olika objekt kan dessa ordnas pa n! olika sétt. Vi séger att det
finns n! olika permutationer.

Hur kan vi se detta? En variant &r att vi helt enkelt placerar ut vara n objekt i en viss ordning
och funderar 6ver hur manga val vi har i varje steg pa samma siatt som menykonstruktionen
ovan!

Vi stéller upp en lista med plats och skriver ut pa hur manga objekt vi har kvar att vélja pa i
varje steg.

Plats 1 | Plats 2 | Plats 3 | --- | Plats n — 1 | Plats n
n n—1 n—2 |- 2 1

Multiplicerar vi ihop enligt multiplikationsprincipen ser vi att det blir precis n! kombinationer.

4.2.2 Binomialkoefficienter

Nagot lite krangligare? Vi utnyttjar multiplikationsprincipen for att reda ut féljande scenario.
Om vi har 10 dérrar och ska 6ppna 6 stycken, pa hur manga sétt kan vi gora detta om ordningen
(dvs i vilken ordning vi 6ppnar dorrarna) inte spelar nagon roll? Vi har tio dérrar och skall vélja
ut sex st som Oppnas:

Dorr 1 | Dorr 2 | Dorr 3 | Dorr 4 | Dorr 5 | Dorr 6
10 9 8 7 6 5

Dérr 1 kan vi vélja pa 10 olika sétt. Nar vi sedan véljer dorr 2 finns det bara 9 kvar att vélja pa.
Och sa vidare. Ordningen pa doérrarna &r nu fixerad, och vi far (fran multiplikationsprincipen)
att det finns

10-9-8-7-6-5= 151200

sadana val. Detta ar alltsa svaret om vi vill gora skillnad pa i vilken ordning dorrarna éppnas.
Nér de sex dorrarna ar valda kan vi variera ordningen mellan dessa 6 pa 6! olika sétt:

Dorr 1 | Dorr 2 | Dorr 3 | Dorr 4 | Dorr 5 | Dorr 6
6 5 4 3 2 1
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Vi kan nu ta bort "multipla” dérrval (de kombinationer som bara skiljer sig at med i vilken
ordning sex st specifika dorrar ligger):

10-9-8-7-6-5 10! /10
6! Tel-4 0 L6 /)

Detta uttryck kallas for en binomialkoefficient!

Binomialkoefficient
Definition. Om n och £ ar icke-negativa heltal sa att k < n sa definieras binomialkoefficienten

enligt
n\ n!
k) (n—k)\kl

5% Exempel
Rékna ut ( ;g )

Losning. Detta gor vi direkt fran definitionen:

27 27! 27 - 26
(25)‘25!-2!_ 5~k

Binomialkoefficienten ( Z > har alltsa tolkningen "hur manga sétt kan vi (utan ordning) vilja

ut k£ element fran en méngd med n olika element?”

<>

g Egenskaper fér binomialkoefficienter

(i) ( Z ) ir alltid heltal.

n i = 1. n—1 : _
(m)(k’)_<k—l)+( I )danErohk‘—l,Q,...,n—l.

Exempel

Vid Camp Crystal Lake hirjar en valdsverkare ikladd en hockeymask, lat oss kalla honom
Jason. Jason planerar att morda tre ungdomar en natt och har nio tillhyggen att vélja pa.
Om vi bortser fran ordningen pa morden (alltsa vem som blir mérdad forst etc), hur manga
unika mordserier kan Jason astadkomma for dessa tre ungdomar om han anvénder precis ett
tillhygge pa varje individ (utan upprepning)?

38



Kapitel 4. Polynomekvationer och binomialsatsen 4.3. Binomialsatsen

Losningen ar enkel om vi bara abstraherar bort all text. Vi véljer alltsa ut 3 objekt fran 9 utan

ordning. Detta kan goras pa ( g ) olika sitt enligt ovan, och

9 9-8-7
=22 ' _3.4.7=84
(3) ST 5473

Svar. 84 olika satt.

4.3 Binomialsatsen

Ett minnestrick for att komma ihag binomialkoefficienter (atminstone for rimligt sma n) &r
Pascals triangel:

@ Pascals triangel
n = 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n = 1 3 3 1
n = 1 4 6 4 1
n = 1 5 10 10 5 1

k—1 k
géller for vettiga val pa n och k. Detta motsvarar alltsa i triangeln ovan att varje siffra kan fas
genom att summera de siffror som star ndrmast pa raden ovanfor. De mojliga k-virdena startar

pa 0 langst till vinster pa varje rad med ( 3 ) Sedan kommer ( T ), foljt av ( g ), och sa

Denna konstruktion bygger pa den rekursiva formeln ( Z ) _ ( n—1 > + < n—1 ) som

vidare, till slutligen Z . Rad n har alltsa n+ 1 siffror (kontrollera!); en siffra for varje mojligt

. . - 4
virde pa k. Till exempel sa &r < 3 ) = g + ( g
och n = 3. Pa sa sétt kan vi iterativt konstruera nésta rad om vi kéinner nuvarande rad.
Ibland skriver man Pascals triangel lite mer som en rétvinklig triangel i stéllet. Da blir det lite

lattare att se hur &£ hénger ihop med allt:

) = 3+ 1 =4, kolla pa raderna for n = 4
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<>

i Pascals (riatvinkliga) triangel
k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
n = 1
n = 1 1
n = 1 ) 1
n=3 1 3 3 1
n = 1 4 6 4 1
n = 1 D 10 10 1

En av de vanligaste tillampningarna fér binomialkoefficienter dr binomialsatsen.

@ Binomialsatsen

Sats. Om n &r ett ickenegativt heltal sa géller for alla = att

(x+1)":zn:(2)xk

(0)+(1)+(2>++(1)+()

Bevis. Vi skriver ut parentesen:

(93+1)”:£$+1)(az+1)---(9:+1Z:ao+a1$—l—a2x2+---—l—anx”.

'

n st

Sa hur bestammer vi koefficienterna a;? Om vi kikar ndrmare pa produkten i mellanledet sa ser
vi att vi ur varje parentes kommer att vélja ett x eller en etta nér vi multiplicerar ihop allt. Om
vi till exempel tittar pa 2° sa ska vi alltsa vilja 5 stycken z och resten, dvs n — 5 stycken, ettor.
Hur manga sétt kan vi vélja 5 objekt av n stycken utan ordning (ingen skillnad pa olika x eller

olika ettor)? Svaret ar sa klart binomialkoefficienten n , vilket da visar formeln i satsen

D
ovan eftersom argumentet kan upprepas for varje k.

5% Exempel

=<3) ( Jor ()7 (3) 2+ (3)=+(3)

=145z 4+ 1022 + 102> + 5z* + 2°
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B

Ofta ser man binomialsatsen pa foljande form:

(a+b)":i(2)akbn—k.

k=0

Detta kan visas med foljande manipulation (savida b # 0):

<muwzv(§+g”=m:;<Z)@yzgé(z>ﬁmk

En typisk anvéindning av binomialsatsen &ér att identifiera vad koefficienten fére en viss term &r
i en summa av typen i foregaende exempel.

:@’.

2\ 10
Bestim koefficienterna fore 28 och ¥ i uttrycket (x + —) .
x

Exempel

Losning. Vi anvéinder binomialsatsen och skriver

N 2% /10 e -k 10, ok
z — z — —k k—(10—k)
() =2 (V)G =2 (8)

k=0 k=0

10
_ 10 10—k,.2k—10
—Z(kﬁ 0,

k=0
Vi ser att x far exponenten 8 om och endast om 2k — 10 = 8 < £k = 9. Koefficienten blir
alltsa ( 190 ) 21079 = 20. Nar dyker da 2 upp? Vi skulle behova 2k — 10 = 9, eller k = 19/2.

9

I

Detta &r inget heltal mellan 0 och 10 (de heltal vi summerar 6ver). Saledes saknas termen x
koefficienten &r alltsa noll.
Svar: 20 respektive 0.
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Kapitel 5

Funktioner

Vad &r egentligen en funktion?

Definition. En funktion f &r en regel som till varje punkt z i en definitionsméngd D; tilldelar
precis ett y enligt sambandet y = f(z).

Df Vf

Denna definition kan goras lite mer ordentlig med sa kallade relationer pa méangder, men vi
overlamnar detta till senare kurser. Observera hér att vi inte sagt nagot om att definitionen bara
giiller reella tal. Eller ens tal 6verhuvudtaget! Det kunde lika gidrna handla om apelsiner eller solar
ute i rymden. For var del (i denna kurs) kommer vi i denna kurs oftast att betrakta reellvirda
funktioner (dér y € R alltsa), och i princip alltid dr &ven x € R (eller nagon delméngd).
Ett undantag &ar faktiskt polynomen p(z) som vi diskuterade ovan, dér z € C generellt sétt.
Funktioner av en komplex variabel brukar man ta upp i separata kurser.

/A Funktion och funktionsvérde

Observera att det &r f som ar funktionen. Uttrycket f(x) ar det virde funktionen antar i
punkten x € Dy. Det ér alltsa ganska slarvigt att skriva uttryck i stil med "funktionen f(z)”,
men vi tillater oss gora det ibland.
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Virdemingd

Definition. En funktions virdeméngd V; definieras som alla mojliga y-vérden vi kan fa ur
sambandet y = f(x),

Vi={y=f(z): 2 € Ds}.

Generellt sett kan virdeméngden vara svar att bestdmma for en godtycklig funktion. Vissa
verktyg kommer att introduceras i envariabelanalysen, men for oss just nu ar vi begrédnsade
till ganska enkla funktioner. Till exempel vissa enkla polynom kan vi enkelt rita och se vad
vardeméngden blir (dven om vi ocksa da implicit anvénder vissa resultat ni kommer att fa se i
nésta kurs).

5% Exempel
Lat f(z) = 4+ 2? fér & > 0. Bestdm V; och rita funktionen.

Skissar vi funktionen kan vi till exempel gora med en klassisk véirdetabell for att fa en uppfattning.
Sen &r det ett polynom sa det hela beter sig ganska snéllt.

y=4+2?

13
20

=W~ Os
oo

Det som &r bra med en bild héir &r att vi direkt kan se att varje y-virde storre &n eller lika
med 4 kan triffas av (precis ett) z-virde. Till exempel sa blir y = 5 precis da 5 = 4 + 22, dvs
da z* = 1. Eftersom D ges av villkoret x > 0 sa dr det bara x = 1 som passar.

Svar. V; = [4, 00].

Figuren ovan brukar kallas grafen for funktionen f. Formellt sa &r grafen en méngd av punk-
ter (z,y), dar y = f(z), som beskriver hur definitionsméngd och viardeméngd héanger ihop. For
var del ridcker det med att betrakta grafen som en ritad figur dér vi ser hur z och y-virden
hénger ihop.

N

Q" Exempel

Lat f(z) = v/3 — 22 — 2z. Bestdm Dy och V7.
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Borde inte D vara angiven? Inte nédvéndigtvis. Om inget star brukar vi anta att D &r storsta
mojliga méngd dér f &r naturligt definierad. I detta fall &r detta nér kvadratroten &r definierad.
Hur reder vi ut nér detta sker? Vi borjar med att analysera det som star i rottecknet. Det ar ett
polynom av grad tva, sa en vettig start ar att kvadratkomplettera:

3—2?—2r=3— (2" +20)=3—((z+ 1) —1)=4— (z + 1)~

Eftersom kvadratorten bara ér definierad for icke-negativa argument sa maste 4 — (z 4+ 1)? > 0.
Faktoriseringen och en teckentabell visar att —3 < x < 1 ar nédvéandigt. Sa vilka y-varden kan
vi fa ut? Vi studerar ekvationen y = f(z):

y=+41—(z+1? & {y2:4_<x+1)2 PN {(9”+1)2+y2=4

y=>0 y>0

Detta &r inget annat &dn ekvationen for 6vre delen av en cirkel med radie 2 och centrum i (—1,0).
Storsta mojliga virde ar alltsa 2 (ndr x = —1) och minsta mojliga varde dr 0 (ndr x = —3
eller z = 1). I en figur kan det mesta vi precis rédknat ut utldsas direkt (men man maste sa klart
rita figuren pa nagot sitt ocksa).

: : x
-2 2

Svar. Dy = [-3,1] och V; = [0, 2].

Vad hénder om vi sédtter ihop tva funktioner?

Sammansittning

Definition. Sammanséittning fog av tva funktioner f och g definieras som (fog)(x) = f(g(z))
for de x dar detta uttryck har mening.

% e
/ @0 :
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Observera hér att for f o g blir definitionsméngden
Dfog = {.CL' € Dg : g(x) € Df}

Det foljer alltsa att Dy, C Dy, men i allménhet géller att V,, # Dy. Var saledes forsiktiga vid
hanterandet av sammanséttningar.

5% Exempel
Lat g(z) =1 — 2 och f(z) = /z. Jamfor fo g och go f.

Ser vi pa f och g separat sé &r Dy = [0, 00[ och D, = R. Om vi betraktar fog sa maste 1—z% > 0,
eller ekvivalent, —1 < z < 1. Sa,

(fog)x)=f(g(x) =V1—2a2 for —1<x<1,
och

(9o f)lz)=g(f(x)) =1-(Va)=1-z forz>0.

Observera att vi far bade olika sammansatta uttryck och olika definitionsméangder for f o g
och g o f. Ordningen é&r alltsa mycket viktig bade for viardet och definitionsméngd fér den
sammansatta funktionen!

5.1 Inverterbarhet

En mycket vanlig fraga néar vi analyserar funktioner &r om funktioner &r "omvéndbar” i den
meningen att om vi kénner till utvirdet y = f(x), gar det att hitta ett enda x (sa det endast
finns ett alternativ) som ger detta y? Funktioner som har denna egenskap brukar vi kalla for
injektiva. Om det finns tva punkter z1,29 € Dy sa att y = f(21) = f(22) sa kan vi inte
bestdamma vilket alternativ som givit ett visst y-vérde.

T

X2

Df Vf
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Injektivitet

ett x € Dy sa att y = f(x). Eller ekvivalent:

v Fxy = f(w) # f(22).

Definition. En funktion f kallas injektiv (eller ett-till-ett) om det till varje y € V; finns precis

Alla injektiva funktioner gar att invertera.

W’ Invers

Definition. For en injektiv funktion f sa definierar vi den inversa funktionen f~! enligt

y=fl@) & z=["(@y)

Mark att av nodvandighet sa géller for definitions- och virdeméngder att

Df—l = Vf och Vf—l = Df

D¢ = Vi Vi = Dy

Sa hur ser en injektiv funktion ut? Lat oss forst titta pa ett par fall ddr funktionen inte kan

vara injektiv (utan att inskrénka definitionsméngden).

Y

Hér ser vi att det for alla y-varden storre dn noll sa hittar vi 2 mojliga z-véirden som skulle ge
detta y-virde. Saledes giller det inte att x1 # xo medfor att f(zq) # f(x2). Funktionen &r inte

injektiv.

47



5.1. Inverterbarhet Kapitel 5. Funktioner

Har ar ett exempel som likt ovan innebér att det finns flera z-viarden som ger samma y-véirde
(till och med &nnu fler alternativ &n i forra exemplet). Funktionen &r saledes inte injektiv (utan
att vi begransar definitionsméngden).

I detta exempel ser det ut som att varje z-virde endast hor ihop med ett y-véirde. Alltsa med
andra ord att x; # zo medfor att f(x;) # f(x2). Funktionen verkar vara injektiv.

Aven i detta exempel ser det ut som att varje z-virde endast hor ihop med ett y-viirde Det
ar lite svart att avgora vad som hénder nér x blir ett stort negativt tal, sa en mer noggrann
undersokning dr nodvéandig. Men det &r inte orimligt att funktionen ar injektiv.

Sa en naturlig fraga blir hur vi hittar inversen (om den finns)? Losningen &r ganska enkel. Vi
loser helt enkelt ut  ur ekvationen y = f(x). Skulle det vara sa att detta inte ar mojligt att
gora pa ett entydigt sitt sa finns ingen invers.
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L

@ Exempel
Finn ett uttryck for inversen (om mdjligt) till f(z) = /4 — (x + 1)2, z > —1.

Losning. Vi forsoker helt enkelt att 16sa ut = ur ekvationen y = f(z):

y=\4d—(z+12 = yY=4—(2+1)0° & (e+1)P2+y*=4
Tr =

PN 1A 2

Men x > —1 sa endast x = —1 4+ /4 — y? ar mojligt. Eftersom vi bara far ett mojligt svar sa
finns inversen. Detta foljer av att vi startar med det sanna pastaendet att y = f(z) (vilket
maste gélla eftersom vi definierar y enligt den likheten), sa det sista pastaendet i var kedja av
implikationer kan inte vara falskt. Hittar vi bara en mojligt sa maste detta vara ett uttryck for
inversen.

Svar. f~l(z) = -1+ V4 — 22

Grafiskt gar det att representera inversen som speglingen av kurvan y = f(x) i linjen y = x.

N

Exempel
Lat f(z) = 4+ 2* dir D; = R. Undersok om f dr injektiv.

Losning. Nej, f kan inte vara injektiv. Kvadraten &r ett vanligt tecken pa att en funktion inte
ar injektiv om Dy innehaller viss symmetri kring nollan. Specifikt, till exempel

f(=1) =4+ (-1) =4+ (1)" = f(1).

Alltsa ar f inte injektiv.
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5.2 Monotonicitet

Monotonicitet

Definition. En funktion kallas (om for alla z1, 25 € Dy)
(i) vixande om z; < x5 medfor att f(x1) < f(xs);
(i

(i

stringt vixande om x; < xo medfor att f(z1) < f(x2);
avtagande om z; < x5 medfor att f(zq) > f(x2);

(iv) stringt avtagande om x; < xo medfor att f(z1) > f(x9);
monoton om f ar vixande eller avtagande;

(v

(vi

)
)
)
)
)
)

stringt monoton om f dr strangt vixande eller stringt avtagande.

€

Nedan foljer 3 exempel pa (strangt) vixande funktioner.

/A Avtagande eller icke-vixande?

I litteraturen ar uttrycket avtagande/vixande inte entydigt bestamt. I vissa fall (som vi
definierat det) innebér till exempel avtagande att vi endast har <, sa en konstant funktion
uppfyller detta villkor. Verkar det vettigt att kalla en konstant funktion for bade vixande
och avtagande? Det &r en definitionsfraga. Ett vettigare uttryck ar egentligen, till exempel,
icke-viaxande. Var forsiktig om ni ldser andra bocker!

Sa hur visar man att nagot ér, till exempel, stringt viixande? I envariabelanalyskursen kommer
ni att liara er andra metoder, men i detta fall 4r vi tvungna att visa att olikheten i foregaende

definition &ar uppfylld. Vi betraktar ett exempel.

-\@’- Exempel

Visa att f(z) = 3 #r striingt viixande.
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Losning. Vi undersoker f(x2) — f(z1) och visar att detta uttryck &r strikt stérre &n noll
om x; < Xo. Vi ser att x1 — xo borde vara en faktor sa vi forsoker faktorisera:

mg’ — xi’ = (29 — xl)(x% + 1129 + x%)

2 32
~ (=) (0 3) + 22 ) >0

ty (21 + 22/2)% + 323/4 > 0 om 5 > x1 och 3 — 27 > 0.

<>

[

Sats. En strdngt monoton funktion &r alltid inverterbar.

Miérk val att satsen ovan endast ar en implikation. En inverterbar funktion behover inte vara

1
strangt monoton. Ett enkelt exempel &r funktionen n(z) = — med D,, = {x € R : = # 0}.
x

Figuren nedan visar utseendet.

Uppenbarligen géller inte att om z; < 3 med x1,z5 € D, sa ar n(z;) > n(zy) i fallet
da z; < 0 och x5 > 0. Men lokalt kring varje punkt x € D,, géller sa klart att n &r strangt
avtagande. Problemet uppstar i "punkteringen” av definitionsméngden dar funktionen tillats
hoppa ordentligt. Fusk? Kan vi hitta exempel pa ett sammanhéngande intervall? Ett sitt att
konstruera ett sadant exempel ar att skarva ihop tva funktioner — en véixande och en avtagande
— sa det uppstar ett "hopp” som separerar graferna. Ta till exempel foljande funktion h med
definitionsméngd Dy, = [—5, 3].
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Det ar tydligt att varje y-vérde i virdeméngden motsvarar precis ett z-virde i definitionsméngden,
sa funktionen ar inverterbar. Daremot &r den sa klart varken strangt vixande eller avtagande.
Nu kanske man kan tycka att h &nda i princip &r monoton eftersom den &r det pa olika delintervall,
sa den gar att dela upp i tva delar dér h &r endera strangt avtagande eller stringt vixande.
Skulle den slutsatsen gélla generellt? Gar det alltid att dela upp i mindre intervall dér funktionen
ar stréangt vixande eller avtagande? Svaret &r nej. Betrakta till exempel f6ljande roliga funktion:

x, r € Q,
d(x):{l—x, r € R\ Q.

Funktionen d definieras alltsa enligt d(x) = x om x &r rationell och d(z) = 1 — 2 om z &r
irrationell. P& intervallet ]0, 1] &r d uppenbarligen inverterbar ty d=!(z) = d(z), men det finns
inget delintervall dér d ar véixande eller avtagande. Att ge sig in pa att rita funktionen blir dock
problematiskt (varfor?).

Nar begreppet kontinuitet introduceras i envariabelanalysen far ni svaret pa fragan om en
kontinuerlig funktion definierad pa ett intervall kan vara inverterbar utan att vara stréangt
vaxande eller avtagande pa definitionsintervallet.

5.3 Logaritmfunktioner

Ni har siakert stott pa logaritmer tidigare for att svara pa fragor av typen "om 10 = 12, vad
blir 7" Vi svara pa den fragan genom att anvénda 10-logaritmen. For oss kommer det dock att
vara mer anvindbart att introducera den naturliga logaritmen (som vi sedan kan anvinda for
att ta fram logaritmer med andra baser).

W Den naturliga logaritmen

Definition. Vi definierar funktionen In: ]0,c0[— R som den deriverbara funktion med
definitionsméngd |0, oo och virdeméngd R som uppfyller att

In(zy) =lnz+Iny, z,y>0, (5.1)

och

In(z) <z —1, x>0ochz# 1. (5.2)
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Den finns nu tva uppenbara fragor: hur vet vi att en funktion med dessa egenskaper éverhuvud-
taget existerar och om det finns sadana funktioner, hur vet vi att det bara finns en? Detta &r en
fraga om existens och entydighet, nagot vi tryckt hart pa nér vi arbetat med ekvationslosning
(vi har konsekvent striavat efter att behalla ekvivalenser).

Nésta problem ar att vi behover derivatan och gransvarden for att bevisa detta. Ni kommer fa
se dessa begrepp mer ordentligt i nésta analyskurs, men vi kommer anvinda dessa verktyg for
att svara pa fragorna ovan. Men innan dess, lat oss undersoka vilka konsekvenser vi erhaller
endast av definitionen ovan.

Lat z,y > 0. Da géller foljande egenskaper.

1. Viser att In(1) =0 ty

In(1) =In(1-1) =In(1) +In(1) < In(1)=0.

2. Vi erhaller en regel for kvoter genom

In(z) = In <§y> _ G) +In(y) & In (g) = In(z) — In(y).

3. En f6ljd av foregaende tva egenskaper ar att

4. For p € Z giller att
Inz? =plnz.

Denna egenskap foljer av de foregaende, vilket kan visas genom att betrakta 2 = x-x---x
(om p > 0). For p < 0 kan vi betrakta —Ina?. Observera att vi inte kan sdga nagot om
fallet da p ej ar ett heltal i nuldget; vi aterkommer till detta under nésta foreldsning.

5. Eftersom In(t) <t — 1 for ¢t # 1 (och t # 0) sa géller att (med ¢t = 1/z)

—lnlen(l> <1—1:1_x,
x x x

r—1

sa

<In(z)<z—1, x>0ochuz#1. (5.3)
T

6. Tva foljder av foregaende dubbelolikhet &r att

(a) om z > 1saédrlnz > 0;

(b) om0 < x < 1saérlnz <0.

7. Den naturliga logaritmen In &r strangt vixande: lat xo > z1 > 0. Da éar 2 1, sa
T1

x
0<In=2 = Inzg —Inzy < Inz <lnazxs.
I
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5.4 Bevis for att In existerar

Vi visar nu att In existerar och &r entydigt bestdmd. Som ndmnt ovan sa behover vi verktyg vi
inte gatt igenom ordentligt, men aterkom gérna till detta avsnitt nér ni studerat griansviarden
och derivata i nésta kurs.

B

Sats. Lat L: ]0,00[— R vara en deriverbar funktion. Da giller att
L(zy) = L(x) + L(y), for alla z,y > 0,

om och endast om
L(1)=0 och L'(z)=L'(1)

K| —

Bevis. Vi antar forst att L(zxy) = L(x)+ L(y). Enligt tidigare vet vi att detta medfor att L(1) = 0.
Vidare sa erhaller vi att

L(x+ h) — L(x)

/ 1 BT IERT
R h i i
1 L(1+4% 1 L1+ —-L(1) 1
i 2 B0 1 B )~ L) = =I'(1).
h—0 T h/x h—0 X h/x x

Om vi istéllet antar att L'(z) = L'(1) £ och L(1) = 0 sa ser vi att for y > 0 sa giller att

d L@ L@

@(L(ﬂcy)):y-ﬂ(xy):y- w5

sa L(x) och L(xy) har samma derivata (vi anvinde hir kedjeregeln for att berikna derivatan).
Da kan dessa uttryck endast skilja sig at med en konstant, sig

L(zy) = L(z) + C,
for nagot C' € R. Men da L(1) = 0 sa vet vi att
Lly)=L(1-y) = L) +C =C,

L(zy) = L(z) + L(y).

<>

e

Sats. For funktionen L(z) = In(x) géller att L'(1) = 1.
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Bevis. Detta faktum foljer ty for h # 0 sa ar

L(l1+1%
(+I)ZEL(1+Q><E(1+E—1):1
T h T

h/x h

samt

L(1+ 2% —
(+“”):£-L 1+E >£.1+h/x 1 1h
h/x h x h  1+4+h/x 1+2

enligt olikhet (5.3). Eftersom detta géller for alla h # 0 sa foljer det att

h
lim M

h=0  h/x =1

da bade 6vre och undre grans blir 1 da h — 0. Kom ihag instingningsprincipen till TATA41!

<>

e

Funktionen L(x) = In(x) kan saledes definieras som den primitiva funktion L(z) till L'(z) = —
x
som uppfyller att L(1) = 0.
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Kapitel 6

Logaritmer och exponentialfunktioner

6.1 Den naturliga logaritmen

Vi introducerade den naturliga logaritmen tidigare och kommer nu fortsidtta att analysera
foljderna av detta.

6.1.1 En alternativ definition

Ekvivalent med den definition vi sett tidigare kan man (som i boken) definiera den naturliga
logaritmen enligt nedan.

4

1
Definition. Den naturliga logaritmen Inz for x > 0 definieras som Inx = / - dt.
1

Hér ser vi att vi anviander integralbegreppet utan att direkt ha definierat det innan, sa vi har ett
liknande problem som med den tidigare definitionen. Vi aterkommer till detta i envariabelanalysen
nir Riemann-integralen behandlas. Forhoppningsvis kommer vi &nda ihag att man kan tolka en
bestdmd integral som arean under kurvan. En férdel med denna definition ar att det blir lite
enklare att fa en bild av hur funktionen ser ut.

Y

8
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6.1. Den naturliga logaritmen Kapitel 6. Logaritmer och exponentialfunktioner

6.1.2 Egenskaper for logaritmen

Vi repeterar lite egenskaper for logaritmen.

@ Egenskaper
Sats. Den naturliga logaritmen har bland annat féljande egenskaper:
(i) Dy, =]0,00[ och Vi, = R;

)
(ii) Inzy =Inz + Iny for z,y > 0;
(iii) Inz <x —1 for x > 0 och = # 1;
) In

(iv

—~
<

~—
._.

=Inx —Iny for z,y > 0;

HIH @IH

(vi) In— = —Inz f6r > 0;

(vii) Ina? = plnz for > 0 och p € Z.

Vi har sett hur man tar fram flera av dessa egenskaper enbart genom att anvénda (ii), vilket var
vad vi anvénde for att definiera logaritmen tidigare. Vi kan dven lyfta fram den anvindbara
olikheten vi sag sist.

<>

3 Instangningssats

r—1

<lnzx<x—1, forxz>0ochax#1.
x

Vi kan dven anvénda denna egenskap for att visa att Inz < 0da0<x < lochlnz >0daz > 1,
aven om detta ocksa ar tdmligen klart fran Riemann-integralen.
Ovriga samband kan illustreras pa liknande sett (6vning!)

L

@ Exempel
Los ekvationen In(x 4+ 1) = In(5 + z) — In(z + 2) for z € R.

Losning. For att alla ingaende uttryck ska vara definierade kréavs att z +1 > 0, 5+ 2 > 0,
och x 4+ 2 > 0. Fran detta ser vi att x > —1 krévs for att samtliga uttryck ska vara definierade.
Antag att x > —1. Da giller

In(z+1)=In(G+2z)—In(z+2) < h((z+1)(z+2)=Ih(+2),
och eftersom In &r stringt vixande géller da att
(z+D(x+2)=5+2 <& 2°+22-3=0 & (v—1)(x+3)=0.

Endast x = 1 ar en 16sning da x = —3 ej uppfyller kravet x > —1.
Svar: x = 1 enda l0sningen.

o8
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8\ Logaritmer och negativa tal?

Observera att vi endast har definierat In x for > 0. Men detta innebér absolut inte att Inz > 0
for alla . Om 0 < x < 1 sa &r Inz < 0. Det &r skillnad pa definitionsméngden och
vardeméngden!

Observera &ven att till exempel In(zy) kan vara definierad &ven om Inz och Iny inte &r det. Det
ricker att produkten blir positiv, sa exempelvis x = —2 och y = —3 skulle fungera. Detta kan
stélla till det nér vi l6ser ekvationer som innehaller logaritmer, sa var forsiktiga!
6.2 Exponentialfunktionen
Eftersom In &r strangt vaxande finns en invers som vi kallar exp, dvs
y=Inz < z=-exp(y),

dér Deyp = R och Vg, =|0, 00[. Som vanligt (med inverser) géller

In(expz) =2z, z€R och exp(lnz)==z, x>0.

Det foljer ocksa (pa grund av att In &r stringt vixande) att exp &r stringt vixande. Detta
géller generellt.

i

Sats. Om f: Dy — V; &r stringt viixande sa dr f~': V; — D; stréingt viixande.

Bevis. Lat z,y € V; = Dy-1. Da giller att

<y < f(f2) < f(f'(y)) < /Instringt vixande /
he =y
& fTH) < [Ty
Vi utnyttjar hir att en strangt monoton funktion bevarar olikheter. O

Sa hur ser y = exp(x) ut?
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y = exp(x)

[T -

Om vi jamfor graferna for In och exp sa kan man se att expx &r spegelbilden av Inx kring
linjen y = z. Detta géller generellt for inverser! Sa hur hér nu funktionen exp ihop med talet e?

Talet e

Definition. Talet e definieras som e = exp(1).

Talet e &r irrationellt, har ndrmevérdet e =~ 2.718 och uppfyller att Ine = 1.
Om p € Z sa foljer det av logaritmlagarna ovan att

Ine? = plne =p eller ekvivalent e’ = exp(Ine?) = exp(p).

Vi véljer darfor att skriva e® = exp(x). Det ar alltsa sa hér vi definierar talet e” genom
funktionen exp for alla x.

Talet e*

Definition. For = € R definierar vi e” enligt e* = exp(x).

A\ exp (x) och e*

Vi kommer att anvéinda dessa uttryck helt utbytbart, de betyder alltsa samma sak. Nar vi
skriver e” sa syftar vi pa funktionsvirdet exp(x). Notationen exp &r lamplig ibland, speciellt
nar det dr komplicerade argument. Till exempel kanske vissa tycker

exp (l—l— \/x m—x?’sinx)

el—{-\/:p z—1x3 sinx'

ar lattare att lasa an
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@ Egenskaper
Funktionen som definieras av e har bland annat féljande egenskaper:
(i) € =1och e' =¢;

(ii) Ine® = x for x € R och ™* = x for x > 0;

(iii) e*1¥ = e%eY;

(v) (e")P =eP* dap € Z.

Bevis av dessa egenskaper foljer av motsvarande egenskap for den naturliga logaritmen. Till
exempel sa ser vi att

ee’ =exp (In(e"e’)) = exp (lne” +Ine’) = exp(z + y).

N

@ Exempel

Los ekvationen e* + 4e=% = 4.

Loésning. Eftersom e” > 0 sa kan vi multiplicera likheten med e* och det foljer da att
e +de " =4 & T —4e"+4=0.

Lat t = e”. Da maste t* — 4t +4 = (t — 2)* = 0, vilket endast ¢ = 2 uppfyller. Alltsa &r e* = 2,
eller ekvivalent, x = In 2.

Svar: x = In 2.

Nagot bokigare? Kanske som handlar om inversen till ett uttryck?

N

Q" Exempel

Lat f(z) = In (V7 — In(1 + 22)). Bestiam definitionsméngden och (om méjligt) ett uttryck for
inversen.

Losning. Vi borjar med att bestamma den storsta mojliga definitionsméangden. Kraven som
méste gilla r att 1+ 22 > 0 samt v/7 — In(1 4 2z) > 0. Alltsa maste z > —1 och

1
Vi-l(1+25)>0 o T>142 & 5(eﬁ—1>>x

eftersom In &r strangt vixande. Notera har att vi motiverar att vi kan ta bort In pa bada sidor i
olikheten ty In &r strdngt vizande. Ekvivalent skulle vi kunna motivera det steget genom att
sdga att exp ar stringt vixande. Vad vi inte bor pasta dr att det ar ekvivalent pa grund av
att In (eller exp) ar injektiv eller inverterbar. Varfor?

Saledes ges Dy av de € R sa att

1 1
1 i ﬁ_l)
2<x<2(e .
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Lat x € Dy. Da giller att

y=In(v7—In(1+2z)) = exp(y) =V7—1In(l+2x)
= 1422 =exp(V7 —exp(y)) (%)
= = % (exp(ﬁ —exp(y)) — 1) :

Eftersom vi bara har ett alternativ ges inversen av

£ ) = 5 (exp(VT — explu)) ~ 1)

Svar: Dy = {x eER:—i<z<] (e\ﬁ - 1)}, fy) = % (exp(ﬁ— exp(y)) — 1).

Vad hade hdnt om vi fatt flera mojligheter i ekvation (x) ovan? Ténk pa att vi "bara” riknade
med implikationer!

6.3 Potensfunktioner

Potensfunktioner

Definition. Vi definierar potensfunktionen x® enligt x“ = exp(alnx) da = > 0 och o € R,
samt % =0 da z =0 och a > 0.

Detta ar en rimlig definition. Till exempel vet vi att
TP = (elnx)p — eplnac7 P c Z,

vilket stammer overens med definitionen ovan.

Eftersom potensfunktioner &r definierade via exp-funktionen sa géller motsvarande regler. Till
exempel sa ar

2%2? = exp(alnz)exp(flnz) = exp(alnz + flnz) = exp((a + B) Inz) = 2, 2> 0.

Ovriga regler kan visas pa liknande sétt. Specifikt kan poséngteras att

(e”)” = exp (BIne”) = exp(af) = ¢,

sa kravet att § € Z ar inte lingre nodvandigt med definitionen ovan, utan likheten géller for
alla 5 € R.

Notera beteendet for 2% for o > 1 och o < 1.
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)
T5
14 y=z% a>1
T3
T2
------------ y=z% a<l

T1

I I T

1 2

- Exempel

Finn alla reella x s att 4¥+1 — 27+2 — 93

Loésning. Vi skriver om ekvationen for att se om vi kan finna en lamplig variabel:
4rTL _9TFE — 44T 2. 9T — 4. 27 . 2% — 4. 27 = 4% — 4t,

déar t = 2*%. Da ar t > 0 och ekvationen kan alltsa skrivas

42 —4t—8=0 & t'—t—-2=0 < (t+1({t—-2)=0.
Héar ser vi att ¢ = —1 inte gar (da 2 = —1 saknar 16sning) och att ¢ = 2 medfor att 2% = 2,
sax=1.
Svar: x = 1.
6.4 En bonus-invers

Lat oss betrakta ett lite mer komplicerat exempel.

L

@ Exempel

Lat f(z) = y/In(4 — z) — In(2 + z). Bestidm definitionsméngden och (om méjligt) ett uttryck
for inversen.
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Losning. Vi borjar med att bestimma den storsta mojliga definitionsméngden. Kraven som
maste gélla ér att 4 —x > 0, 2+ x > 0, samt att

In4d—2z)—In2+2)>0 < mh@d—-2z)>h@2+2z) & 4—z>2+2 <& x<l1

eftersom In &r strangt vixande. Saledes blir Dy =] — 2, 1].
Lat x € Dy. Da giller att

y=Vh{d—2)-m2+2) = yP=hEd-z)-h2+s)=l (;le)

4

= ¥ = v = (2+x)ey2:4—x
24+ x

4 — 2e¥”

= ze¥ +r=4-2¢ = x:—GQ.

1+ e¥

Eftersom vi bara har ett alternativ ges ett uttryck for inversen av

4 — 9e¥

i y) = Trer

42

Svar: Dy =] =2, 1], /'(4) = T
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Kapitel 7

Trigonometri

7.1 Enhetscirkeln

Definition. Enhetscirkeln ar cirkeln med centrum i origo och radie ett.

En punkt P = (a,b) pa enhetscirkeln uppfyller alltsa a* + b* = 1.

Y

Vinkel

Definition. Vinkeln v definieras som baglingden fran Py till P i positiv led (moturs).

Det foljer alltsa att ett varv motsvaras av vinkeln 27 (cirkelns omkrets).
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7.1. Enhetscirkeln Kapitel 7. Trigonometri

Sinus och cosinus
Definition. Vi definierar funktionerna sin och cos genom

sinv=2"0 och CcosSv = a.

Det &r naturligt att tdnka sig cosv och sinv i termer av punkter pa enhetscirkeln (eftersom
punkten (cosv,sinv) enligt definition alltid #r en punkt pa cirkeln 22 + y* = 1), men det gar
aven att betrakta funktionerna som en vanliga funktionsgrafer.

y =sinx

Y = CoST

Definition. Funktionerna tan och cot definierar vi genom

sin v . m ..
tanv = , dav# —+nrforallanecZ
COS v )
o cosv
cotv=——, dawv #nnrforallanecZ.
sinv

Tangens ér lite svarare att direkt visualisera i enhetscirkeln (se boken for en variant). Vanligare
kanske dr att betrakta dessa funktioners grafer. Notera speciellt vad som hénder vid punkter av
typen x = (n + 1/2)r for tanx och x = nr for cot x (med n € Z).
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Kapitel 7. Trigonometri 7.1. Enhetscirkeln

2+ y =tanx
T
4 —3 3 a
mpNT y=cotx

Foljder fran dessa definitioner (sadant vi kan se ur enhetscirkeln).
@

(i) Trigonometriska ettan: cos® v + sin® v = 1;

(ii) sin(v + 27n) = sinv och cos(v + 27n) = cosv for n € Z;

(iii) sin(v+ 7) = —sinw, cos(v + ) = — cos v, tan(v + 7) = tanv och cot(v + 7) = cot v;

(iv) sin (g - v) = cosv och cos (g — v) = sinv;

(v) cos(—v) = cosv och sin(—v) = —sinv;

(vi) cos(m —v) = —cosv och sin(r — v) = sinw.

Till exempel punkt (iv) kan vi se ur foljande figur.

Y

(sinv, cosv)

0.8 1

0.4 1 (cos v, sinv)

Ovriga samband kan illustreras pa liknande sett (6vning!)
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7.2. Trigonometriska ekvationer Kapitel 7. Trigonometri

8\ Parenteser?

Som vi redan sett skriver vi ibland sinv och ibland sin(v). Tanken &r att om det inte rader
nagon tvetydighet om vad som dr argumentet till funktionen sa skriver vi inte ut parentesen
Uttrycket sin7/3 ér tydligt medan sin7/3 4+ 7/2 inte ar lika klart. Om det inte ar sjilvklart
vad uttrycket betyder, skriv ut parenteser! Men gor det inte i onédan for da blir uttrycken
svarlésta.

7.2 Trigonometriska ekvationer

Foljande samband kan ses direkt ur enhetscirkeln:

©
(i) sinu=sinv < wu=v+2mnelleru=m—v+2mn,né€Z
(i) cosu=cosv <& wu==+v+2mn,n € Z;

(iii) tanu = tanv <& u:v+7m,u%g+k‘7r, k.n € Z;

(iv) cotu =cotv & wu=v+mn,u#kr, k,n € Z.

Till exempel (i) kan illustreras med féljande figur.

Det finns alltsa tva "sétt” att fa ett visst vérde pa sinus, den "naturliga” vinkeln v men &ven 7w —wv.
Sen kan vi sa klart snurra runt hur manga varv vi vill for att hitta andra vinklar, men dessa tva
ar principlosningarna.

@ Exempel
Finn alla z € R sa att sin 22 = cos 3z.
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Kapitel 7. Trigonometri 7.3. Trigonometriska funktionsvirden

Losning. Om vi hade haft samma trig-funktion pa bada sidorna i likheten sa hade vi kunnat
anvianda sambanden ovan direkt. Kan vi komma dit? Visst gar det, pa flera olika sétt. En variant

™
ar att utnyttja att cosv = sin (5 — v) och darmed att ekvationen kan skrivas

sin2r = cos3xr <& sin2z = sin (z — 3:17)
2
& 2%2%—3%%—27?71631161‘217:7?—(g—3x>+27m.

Fall 1:

21::%—313—1-2771 < 5x:g+27m < x:1—0+?.

Fall 2:

T T T
2x:7r—<§—3x)+27m. = 2x—3x:§+27m = x:—§—27m.

Hér finns flera saker att kommentera. Variabeln n antar alla heltal Z (alltsa n = 0, £1,£2,...),
sa om vi har +27n eller —27n spelar egentligen ingen roll, sa den sista likheten kan lika girna
skrivas

T = —g + 27mn.

T 2mn 7
x=—+—ochax=——+2 4 7.
Svar: z 10+ 5 och z 2+ mn dir n €
Sen kan det visa sig att vissa vinklar férekommer bade i fall 1 och fall 2, sa vill man snygga till

svaret sa maste det undersokas. I vart fall ser vi att for att fa —7/2 i fall 1 maste

14+4n 1
= —— 14+4n = -5 2n = —
0 5 & +4n & n 3,
vilket betyder att vi aldrig far med —7/2 i den forsta losningsskaran eftersom n = —3/2 inte &r

ett heltal.

T
Notera dven att vi alternativt hade kunnat byta ut sin 2x mot cos (§ — Zx) i borjan av 16sningen

(vad dndras?).
7.3 Trigonometriska funktionsvirden
For vissa standardvinklar forvintas vi kunna sinus, cosinus etc av mer eller mindre utantill.

Vilka? Vi betraktar fallet da vinkeln ligger i intervallet ]0, m/ 2[. I detta fall kan vi anvénda
trianglar for att reda ut vissa vinklar. Lat oss underscka en réitvinklig triangel.

Héar ar
c=Va?+ b2
c
b och

i b a

sinv=-, cosv = —,

c c

b a

v tanv = —, cotv = —.

a a b

Alltsa kan vi anvénda en sadan triangel och via Pythagoras rikna ut till exempel sinv om vi
kénner coswv. Hur da?
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7.3. Trigonometriska funktionsvirden Kapitel 7. Trigonometri

L

@ Exempel

Om sinz = 1/5 och 0 < z < 7/2, vad &r cosz och tanz?

Losning. Eftersom x ligger mellan 0 och 7/2 sa kan vi anvinda en hjélptriangel.

a

Pythagoras medfor att a> = 5% — 12 = 24, sa a = v/24 = 2/6 (givet att a > 0). Alltsa kan vi

2v/6 sin x 1/5 1

a
direkt séga att cosx = — = —— och tanz = = =

c 5 cosz  2v6/5 2v6

24/6 1
Svar: cosx = — och tanz = ——.
5 216

5% Exempel

Om sinz = 1/5 och 7/2 < x < 7, vad &r cosx och tan x?

Losning. Ar det samma svar som ovan? Observera att lingderna i en hjélptriangel maste ha
positiv storhet! Dvs att a, b, c > 0.

7.3.1 Standardvinklar

I en ratvinklig triangel med samma katetlingd (till exempel 1, men bada kateterna av lingd 2
eller v/731 gar ocksa bra) sa &r en vinkel (den réita) 7/2 medan de andra tva maste vara lika
stora, sa /4.

1
Om vi istéllet konstruerar en likbent triangel dér alla sidor &r lika langa (till exempel 2) sa
maste alla ingaende vinklar vara lika stora, dvs 7/3. Om vi delar triangeln i tva lika stora delar
fran ett horn till mitten pa motstaende sida sa uppstar tva réatvinkliga trianglar enligt figuren
nedan.
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Kapitel 7. Trigonometri 7.4. Additionsformlerna

Ur denna triangel kan vi utlédsa att

. T V3 Lo m s
m—-— = —_ = — 1mnm— = _— = -,
S 3 COSs 6 9 ocC S 6 COSs 3 9
el Minnesregel

En minnesregel for att komma ihag standardvinklarna kan sammanfattas i denna tabell.

0 =#/6 w/4 w/3 =/2
T VI V2 VB VA
2

2 2

sin(v) 2 2 2

7.4 Additionsformlerna

<>

%@ Additionsformlerna

Det récker att visa en av dessa likheter, resten foljer av enkla trigonometriska samband vi redan
kéanner till. Bevisen kan aterfinnas i boken. Det finns ett par sdrskilt intressanta specialfall, till

exempel formler fér dubbla vinkeln:

sin2x = 2cosxsinz och cos2x = cos’z —sin?x =1 —2sin?z =2cos’x — 1
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7.4. Additionsformlerna Kapitel 7. Trigonometri

och omvént
9 1 — cos2z 9 1+ cos2x
sin“y = ——— och cos"x = ——.
2 2
Dessa formler d&r mycket anvindbara nar det géller att 16sa trigonometriska ekvationer och —
som ni kommer att se — dven nér ni skall integrera vissa uttryck i envariabelanalysen! Tangens

da? Joda, via formlerna ovan kan vi stélla upp foljande samband (visa det!).

@ Additionsformel for tangens
t t t —t
tan(u + v) = Sl U och tan(u —v) = anu T tanvy
1 —tanutanwv

1+tanutanov

N

Exempel

Finn det exakta vardet for tan %

Losning. Tricket hér &dr att forsoka dela upp vinkeln som en summa av kidnda standardvinklar.

Saledes,

T
4
och darmed maste

<z z)_ tan § — tan § _\/§—1_1(1_\/§)2.

T
fan — = t ~2) = = =
an WM 377 l+tanftanf 1443 2

12

L

@ Exempel

Los ekvationen cos 2x 4+ 2sinx — 2sinz - (1 — cos2z) = 1.

Lésning. Exemplet kanske ser lite avskridckande ut, men vi férsoker oss pa att skriva om med lite
trig-ekvationer och se om det trillar ut nagot enklare. Ett tips ar att forsoka se till att man bara
har en "sorts” trigonometrisk funktion i uttrycket. Vi vet att cos 2z = 1 — 2sin? z, sa ekvationen
ar ekvivalent med

1 —2sin’x + 2sinx — 2sinz - (2sin’x) =1 < 4sin®x + 2sin’ 7 — 2sinz = 0.
Om vi later ¢t = sinx (for att enklare se vad vi arbetar med) sa ser vi att
AP 4262 -2t =0 & 2t(2° +t—1)=0.
Sa t = 0 ar en 16sning. Vi faktoriserar andragradaren:
7+t —1=2(t"+1/2—1/2) =2((t + 1/4)* — 9/16) = 2(t + 1)(t — 1/2),

sa de ovriga losningarna ges av t = —1 och t = 1/2. Vi har alltsa tre olika fall.
Fall 1: Om t = 0 sa &r
smx =0 <& x=nT.

Fall 2: Om ¢t = —1 sa ar

sinzr=-1 & zx= —g+2n7r.
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Kapitel 7. Trigonometri 7.4. Additionsformlerna

Fall 3: Om t = 1/2 sa &r

1 5
sinx:§ & x:g—l—2mrellerx:—7r+2mr.

5
Svar: z = n, x:—g+2n7r,xzz+2n7r ellerx:1+2nﬂ, dér n € Z.
Vad hade hént om ¢ = 2 dok upp som 16sning? Eller om ¢ = 1/37
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Kapitel 8

Arcusfunktioner och hjilpvinkelmetoden

8.1 Inverser till trigonometriska funktioner
Om vi ritar upp funktionen y = sinx ser vi foljande:

Y

1+ y =sinx

|

3

|
B
IR o

Sjalvklart gar det inte att hitta en invers till sinz for alla x € R. Det finns ju uppenbarligen
oandligt manga mojliga val for = for varje y mellan —1 och 1. Men om vi véljer ut en mindre
definitionsméngd da?

° ™ ™ . .. .. .. o
Till exempel dr y = sinx inverterbar da —3 <z< 5 eftersom sinus &r stringt vixande pa

det intervallet (se figuren, viss argumentation nédvandig for att visa det mer explicit). Ett
algebraiskt bevis kan konstrueras med hjélp av additionsformlerna

sin(u + v) = sinucosv + cosusinv  och  sin(u — v) = sinwu cosv — cos usin v

eftersom det foljer att
sin(u + v) + sin(u — v) = 2sinwucosv

saom —7/2 < x1 < xe < /2 Ar

sin(zy) — sin(xy) = 2sin <x2 ; xl) CcoS (xQ ;— xl) >0

N J/ N J/
~~ ~

0< - <m/2 —m/2< - <7 /2

ty sin(v) > 0 om 0 < v < w/2 och cosv >0 om —7/2 < v < 7/2.
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8.1. Inverser till trigonometriska funktioner Kapitel 8. Arcusfunktioner och hjilpvinkelmetoden

%7 arcsin

™ s
Definition. y = arcsinz ar det tal y sa att siny = x och —5 <y< 5

Tom
Vi noterar att Daesin = [—1, 1] och att Viyesin = [—5, 5] Observera édven foljande:
sin(arcsinz) = x, —-1<x<1,
. ™ T
arcsin(sinz) = x, ) <z< 5

Till exempel, om = > 7/2 eller x < —7/2 giller alltsa inte arcsin(sinz) = x. Var forsiktig med
dettal

TR

Yy = arcsinx

AWy

N

wlN

Exempel

. ) 2 T
Los ekvationen sinz = R dar 5 <x <.

Losning. Vi ser att 2/5 inte kommer fran nagon standardvinkel vi kénner igen, sa en 1osning till
ekvationen sinx = 2/5 ges av x = arcsin(2/5). Hur hittar vi alla 16sningar? Precis som vi gjort
tidigare! Vi vet att

: 2 . . (2 . (2 . (2
sinz = - = sin | arcsin { - ©  o=arcsin| ¢ + 2nm eller x = 7w — arcsin : + 2n.

Detta ar alltsa samtliga l6sningar. Vilka uppfyller kravet i formuleringen? Vi behover ha en

2 2 s
uppfattning om hur stor arcsin R ar. Ur figuren ovan kan vi se att 0 < arcsin (5) < —

4
2
eftersom 0 < = < \/7—
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Kapitel 8. Arcusfunktioner och hjilpvinkelmetoden 8.1. Inverser till trigonometriska funktioner

Fall 1. Om x = arcsin R + 2nm sa ser vi direkt att n < 0 inte fungerar. Om n = 1 blir
uttrycket for stort, sa héar hittar vi inga losningar i rétt intervall.

Fall 2. Om = = 7w — arcsin g) + 2nm sa ser vi direkt att n # 0 gor x for stor respektive for
liten. Men n = 0 fungerar, ty da maste 37/4 < x < 7 vilket uppfyller villkoret i uppgiften.

n(3)
Svar: x = 7 — arcsin :)

o

Forenkla arcsin (Sin (?—g) )

Losning. Vi ser att

717T—707T+7T—6 + —i—l = n 71—7T —in( —i—l)—in( —( +1))
0 10 _UTTTg 5 e - AT

Exempel

sa da —7/2 < —m/10 < 7/2 foljer det att

arcsin (sin (711_(;T>> = arcsin (sin <—17T—0>) = —17T—O.

Svar: ——.
10

arccos
Definition. y = arccosz ar det tal y sa att cosy =z och 0 <y <.

Vi noterar att Direcos = [—1, 1] och att Virecos = [0, 7).

™

i R Y = arccosx

S EEN BRI E]
1
1
i
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
4o

NI= = - ===
ot

)

—_

7



8.1. Inverser till trigonometriska funktioner Kapitel 8. Arcusfunktioner och hjilpvinkelmetoden

@ Exempel
Forenkla sin (arccos (%)) .

)
Losning. Lat v = arccos (?) Eftersom 0 < 5/7 < 1 sa maste 0 < v < g (titta i figuren ovan!).

Vi kan alltsa anvénda en riatvinklig triangel.

Pythagoras implicerar att
7 b= VT -5 =24 =2V6,
och déarmed erhaller vi att

21/6
=

sinv =

Alternativ: vi kan anvinda trigonometriska ettan. Lat v = arccos = Da ar

5\\° 5\% 24
sinv=1—cos?v=1-— (cosarccos (?)) =1- (?) :E.

21/6

Alltsa &r sinv = £——. Plus eller minus? Eftersom 0 < v < 7/2 sa maste sinus vara positiv
(titta i enhetscirkeln!).

(i (7)) = 557
Svar: sin [ arccos - = —

Ett lite krangligare exempel? Visst! Detta dr en gammal duggauppgift (dér det dok upp ganska
manga kreativa svar).

N

Exempel

Forenkla 20(M1),
arccos(cos 7)

Losning. Vi borjar med ndmnaren:

cos vy = COos 7, vy = £7+ 2mn,
v = arccos(cos7) & & vy =7 — 2.
0<wv <m, 0<wv <m,
Pa samma sétt kan tédljaren skrivas
o sin vy = sin 3, vy = 3+ 2mn eller vy = 1 — 3 + 27N,
vy = arcsin(sin 3) <
—7/2 <wy <m/2, —7/2 <wy <m/2,

78



Kapitel 8. Arcusfunktioner och hjilpvinkelmetoden 8.1. Inverser till trigonometriska funktioner

vilket &r ekvivalent med att vo = m — 3. Foljaktligen far vi

arcsin(sind) 7 —3

arccos(cos7) 7 — 2w’

T™T—3
7T—-21

(/7 arctan

T T
Definition. y = arctan z dr det tal y sa att tany = x och 5 <y< o

Svar:

T
Vi noterar att D,ctan = R och att Victan = } 53 [

Y
L
%_ 7777777777777777 :
TT-------> ‘ : Yy = arctanx
6T 7 |
_ 1 I I I
—v3  —1 3 o |
: : : : : : x
1
s 7§ 1 \/g
¢
[_%
T 38
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 4 —g
-\@’- Exempel

Férenkla arctan(2) + arccos(— g) :

Losning. Lat v = arctan 2 + arccos(—4/5). Eftersom

tana -+ tanb

¢ p) — anattand
an(a + b) 1 —tanatanbd’

kan vi skriva
tan(arctan 2) + tan(arccos(—4/5))

1 — tan(arctan 2) tan(arccos(—4/5))

Vi ser att tan(arctan2) = 2, men tan(arccos(—4/5)) &r lite varre. Lat u = arccos(—4/5). Da

tanv =

ar cosu = —4/5 och 0 < u < . Minustecknet &r lite obehagligt, sa vi skriver
4 N ( ) 4
cosU = —— cos(m —u) = —.
5 5
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8.2. Fasvinkelomskrivning (hjilpvinkel-) Kapitel 8. Arcusfunktioner och hjélpvinkelmetoden

3 3
En ratvinklig triangel med katetlingderna 4 och 3 ger att tan(m — u) = 7 sa tan(u) = ~1

(vilket man kan se t ex fran additionsformeln ovan). Forsok absolut inte att rita en ratvinklig
triangel dér en vinkel &r u. Eller forsok forresten for all del. Vad hénder?

Vi kan nu rakna ut tanv:

2-2 1
1—-2(=3%) 2
Alltsa maste v = arctan(1/2) + nm for nagot heltal n. Vi uppskattar storleken pa ingaende
arcusfunktioner:

tanv =

1 ™ s
0 < arctan = < arctan1 = 1 < arctan2 < —,

2
2 1 4
3 = arccos(—§) < arccos( — 5) < arccos(—1) = 7.
Hér har vi anvént att arctan édr vixande, arccos ér avtagande och kdnda standardvinklar. Alltsa

o 2r . ow s 117 3m

?+Z<U<7T+§ = §<U<7.
Eftersom 0 < arctan(1/2) < 7/4 sa foljer det att n = 1 &r nodvandigt. Alltsa blir den sokta
vinkeln v = 7 + arctan(1/2). Med hjilp av en miniréknare eller dator kan man sa klart enkelt fa

fram narmevéarden och genom det bestdmma n.

Svar: 7 + arctan 5

8.2 Fasvinkelomskrivning (hjilpvinkel-)

Summor (linjarkbominationer) av sinus och cosinus med samma frekvens kan skrivas som en
enda term. Vi skriver om sa att vi kan anvinda additionsformeln for sinus (gar lika bra att
gora motsvarande for cosinus om sa onskas). Vi bryter ut sa att koefficienterna framfor sin z
och cos x utgor koordinater for en punkt pa enhetscirkeln:

A B
Asinx + Bcosx = VA2 + B2 (— sinx + —cosa:)
=V A2+ B?(cosvsinz 4 sinv cos )
= VA2 + B?sin(z + v),
dar v ar en vinkel sa att

A B

COSU = ————— och siny =

VB VLB

Det finns alltid odndligt manga sadana val, men oftast riacker det for oss att hitta ett.
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Kapitel 8. Arcusfunktioner och hjélpvinkelmetoden 8.2. Fasvinkelomskrivning (hjilpvinkel-)

A B )
VA2 £ B2 /A2 B2

Vi introducerar ocksa att C' = /A2 + B? for att underliatta notationen. Sa hur utfor vi detta
i praktiken? Normalt sett sa utgar vi helt enkelt for additionsformeln fér den trigfunktion vi
amnar anvianda. Lat oss betrakta ett exempel.

N

Q Exempel
Los ekvationen v/3sin 2z — 3 cos 2z = /6 for = € R.

Losning.
Vi anvénder oss av hjilpvinkelmetoden och skriver om vénsterledet som C'sin(2x + v). Da ska
alltsa, enligt additionsformeln for sinus,

V/3sin 22 — 3 cos 2z = C (sin 2z cos v + cos 2z sinv) = C'sin(2z + v).

Genom att, till exempel, lata x = 0 och z = 7/4, erhaller vi sambanden

Csinv = -3,
Ccosv = +/3.

I princip identifierar vi alltsa bara koefficienterna framfor cos 2z respektive sin2z. For att
bestamma C kvadrerar vi dessa ekvationer och summerar for att finna att

C? = C*(sin® v + cos®v) = 12.

Alltsa dr C' = /12 ett lampligt val, och vi finner v genom att 16sa

_ A3 1
COSU = —F7= = 3 s
{‘ vize 2o o e v:—§+2n7r,nEZ.
SsiInv = __ﬁ:_T
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8.3. Udda och jamna funktioner Kapitel 8. Arcusfunktioner och hjilpvinkelmetoden

Vi véljer v = —7/3. Vi ska nu 16sa ekvationen

295—1—11:%—1—271#,

1
V12sin(2z4+v) =vV6 < sin2z+0)=-— & 3
\/§ 2 +v = T + 2nm.
Vi erhaller alltsa 1osningarna
T n 1 137 N
= — T —_
T 51 nmw elle T 51 nm

for n € Z.
Svar: x = —7T—|—n7r eller x = —7T—|—n7r forneZ

’ 24 24 '

8.3 Udda och jiamna funktioner

En sak som ni kanske reflekterat 6ver nér vi arbetat med trigonometriska funktioner ér egenskaper
som att cos(—xz) = cos(z) och sin(—z) = —sin(z). Vi har sett att cos beter sig som en kvadratisk
funktion (alltsa y = x?) och sin som y = z i denna mening, nér vi endast betraktar tecken.
Funktioner som beter sig pa detta siatt har en hel del trevliga egenskaper sa lat oss gora en
definition.

Udda och jiamn funktion

Definition. En funktion f &r udda om f(—xz) = —f(x) for alla x € D;. En funktion f &r
jimn om f(—z) = f(x) for alla x € Dy.

N

Q" Exempel
(i) Funktionerna 1, 4 + 22, cos, ..., dr jimna.

3

(ii) Funktionerna z, z°, sinz, 1/z, ..., & udda.

Observera att en funktion f varken behover vara udda eller jamn. De flesta funktioner ar varken
eller. Till exempel f(z) = 1+ z + 2. Rita figur! Diremot gar det alltid att dela upp en funktion
i en summa av en udda och en jamn funktion:

f(x) = fu(z) + f;(2),

dar till exempel f,(x) = %(f(x) — f(==)) och f;(z) = % (f(x) + f(—=x)). Ibland kan det vara

mycket anvindbart att bryta ned en funktion pa detta sétt.
Notera dven att en jamn funktion inte kan vara injektiv om bade x och —z tillhor definitions-
méangden for nagot x # 0.
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Kapitel 9

Komplexa exponentialfunktionen och
binomiska ekvationer

9.1 Komplexa tal pa polir form
Ett komplex tal z = a + bi kan som bekant betraktas som en punkt i komplexa talplanet med

tva koordinater (a,b). En annan variant for att beskriva z ar att istédllet ange ett avstand r till
origo och en vinkel; vi kallar detta for polédr form.

Im

Lite geometri visar att

a=rcost och b=rsinf,

sa

z=a+bi=rcosf+irsinf = r(cosf +isinb).

Som bekant dr r = |z|, men hur uttrycker vi 7

Definition. Argumentet arg z for ett komplext tal z definieras som alla vinklar ¢ sa att

z = |z|(cos ¢ + isin ).
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9.1. Komplexa tal pa poléir form Kapitel 9. €* och binomiska ekvationer

Observera att arg z ar en flerviard funktion! Lite bokigt att hantera ordentligt alltsa. Nar vi
sdger "argumentet for z” menar vi oftast nagot virde pa ¢ sa att z = r(cos ¢ + isin ).

9.1.1 Den komplexa exponentialfunktionen

Tidigare har vi betraktat funktion exp for reella argument. Kan vi utvidga definitionen till
komplexa tal? Foljande definition visar att detta &r mojligt.

4

Definition. For alla ¢ € R sa definierar vi e'¢ = cos ¢ + i sin .

Vi observerar att e dr ett tal pa enhetscirkeln ty

€] = | cos ¢ +isinp| = \/COSQQO—FSiIlng:l

enligt trigonometriska ettan. Vi kan alltsa betrakta e’¥ som en punkt pa cirkeln |z| = 1:

Im

e'¥ = cos +isinp

Det visar sig att de flesta "regler” som géller for den vanliga exponentialfunktionen fortfarande
ar sanna. Mérk dock att olikheter som involverar komplexa storheter oftast ar nonsens (varfor?).

B

1 )
1
() o =e;

(ii) ewew _ ei(50+9);

(iii) (e"?)™ = €™ for n € Z (obs endast heltal);
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Kapitel 9. €*® och binomiska ekvationer 9.1. Komplexa tal pa poléir form

Punkt (iii) kallas de Moivres formel. Dessa likheter visas helt enkelt genom att anvénda
definitionen av ¢?. Vi kikar nirmare pa (i):

1 1 cosSp — isin e _Cosp —ising

oo cos p + isin ¢ - (cos ¢ +isinp)(cosp —ising)  cos? ¢ +sin®p

= cos p — isin ¢ = cos(—p) +isin(—¢) = e ¥

ty cos(—p) = cos p och sin(—p) = —sin ¢.

5% Exempel

5
Skriv talet z = (? _.Z> pa polér form.

Loésning. Det komplexa talet v/3 — 4 ligger i fjirde kvadranten och kan skrivas
V3 —i=3+ le ™0 = 2e7/6,

Pa samma sétt,
1—i=+2e"""

AN 5
<\/§ — 2> _ (ie_iw/6+i7r/4> — 95/2,57/12
1—q V2 '

Exempel

Anvind den komplexa exponentialfunktionen for att visa additionsformlerna for sinus och
cosinus.

Detta medfor att

L

Losning. Detta dr ett ganska elegant sitt att ta fram additionsformlerna pa. Vi betraktar
foljande samband mellan reella v och v:

') = e — (cosu 4 isinu)(cosv + isinv)

= cosu cosv — sinusinv + i(sin u cos v 4 cosusin v).

i(u+v)

Eftersom e = cos(u + v) + isin(u + v) maste da

cos(u +v) = cosucosv — sinusinv

och
sin(u 4 v) = sin w cos v + cos u sin v

eftersom realdelen och imaginérdelen maste stimma 6verens. Observera dock att argumentet
blir cirkuldrt om man visat punkt (ii) ovan med hjélp av additionsformlerna.

Ibland kan det underlédtta att betrakta en sa kallad "komplex form” av ett uttryck. Om vi har
nagot som innehaller sin x eller cosx kan ju dessa betraktas som imaginiir- eller realdel av €.
Vi visar med ett exempel.
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9.1. Komplexa tal pa poléir form Kapitel 9. €* och binomiska ekvationer

',
™

Exempel
sin 3z = Im (”*) = Im ((¢)*) = Im ((cosz + isinxz)?)
= Im (Cos.3 x + 3i cos? zsin x + 3i? cos x sin® x + i° sin® .CIZ)

= 3cos’xsinx —sin®x = 3sinx — 4sin® z.

9.1.2 Eulers formler

Om vi 16ser ut cos ¢ och sin ¢ ur de ekvationer vi far fran definitionen av €’ och e~ sa ser vi
att
€'Y = cos ¢ + isin p, 2cosp =€ +e 7,
=
e

'Y = cos p — isinp, 2isinp = €'Y —e 'Y,

Vi skriver ofta sambanden som
e + e e — e

oS = ———— och sinp = %
i

Dessa brukar kallas for Eulers formler och &r mycket anvéindbara. Bara med hjilp av trigono-
metriska ettan och Eulers formler kan man ofta hérleda de flesta trigonometriska samband vi
stoter pa, &ven om det inte alltid blir sa enkla kalkyler.

N

¢ Exempel
Undersok vilka x som uppfyller 4 sin 2x sin 4x — 8sin x sin 2z cos 3z = 1 genom att skriva om
véansterledet som en summa av sin / cos-termer och losa ekvationen som uppstar.

Losning. Vi anviander Eulers formler och finner att

sin z sin 2x cos 3z = —LS (i — e7i) (e — =% (b 4 ¢ div)
— %8 (€6ix ) 6761‘:): _ e2i:p _ 6721’{17 _ 641'30 o 674i:p)
1
=-7 (1 + cos 62 — cos 2z — cos 4x)
samt :
sin 2z sin4dr = — (66%'96 4+ 0 _ iz _ e—zm)

—4

=—3 (cosb6x — cos2x) .

Med dessa samband kan vi skriva om ekvationen i fraga enligt
1
—2cosbx +2cos2x 4+ 2+ 2cosbxr —2cos2x —2cosdr =1 <& cosdxr = >

sadr ==+n/3+2mn & v ==xn/12+7wn/2, dir n € Z.

™ ™
S Tr=+— + — Z.
var: 12+2,n€
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Kapitel 9. €*® och binomiska ekvationer 9.2. Binomiska ekvationer

9.2 Binomiska ekvationer

Uttrycket binom innebér ett polynom med tva termer (dér den ena termen oftast dr en konstant),
sa vi betraktar uttryck av typen z" — w, dar z,w € C, n € Z, samt w och n &r kénda storheter.
Hur I6ser vi ut z ur en ekvation av typen z" = w? Tanken ar att vi arbetar med det hela pa
polér form, sa:

(i) Skriv z och w pa polir form: z = re® och w = pe. Hir kommer p och 6 att vara kiinda, p
och r > 0, samt ¢, 0 € R.

(i) Eftersom z = re’® sa dr 2" = r"e™® och vi forsoker alltsa 1osa ekvationen r"e™? = pe'.
(iii) Isolera absolutbeloppet och argumentet i ekvationen. Vi loser
rneinga — peiH
Absolutbeloppet:
[rme™?| = |pe?| & 1 =p & r=p'/"
dér vi endast har en 16sning (den positiva) r = p'/" ty p > 0.

Argumentet:

: . 0 + 27k
arg(r"e™?) = arg(pe?) & np=0+21k & o= i, ke Z,
n

dér vi erhaller flera mojligheter eftersom arg z ér en flerviard funktion.

(iv) Lista upp vilka 16sningar vi erhaller. Observera att det ricker med n stycken eftersom
det bara finns n rotter till ekvationen! Vilka? Bara vi tar en f6ljd med n vérden, till
exempel k =0,1,2,...,n — 1, sa far vi med allt. Skissa in losningarna i en cirkel. Nér vi
tagit n stycken i f6ljd kommer vi tillbaka till den punkten vi startade i.

L

@ Exempel
Finn alla komplexa lésningar till 25 + 729 = 0.
Ange eventuella losningar pa formen z = a + ib, a, b € R.

Losning. Vi borjar med att skriva —729 pa polér form:
—729 = 729¢"™ = 3%,
Lat z = re’?, dir r > 0. D4 maste 20 = r%e%% = 3% s34

r0 =3% r >0,

=729 o 80 =367 o
60 =7+ 2mn, n € Z.

Alltsa ér r% = 35 och 6p = 7 + 27mn dér n dr heltal (absolutbeloppet och argumenten maste
stdimma Gverens). Detta ger att » = 3 och att ¢ = 7/6 + nx/3. Vara losningar blir nu

z = 3¢'(m/6+nm/3) — 3pil+2m)m/6 n=0,1,23,4,5.
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9.2. Binomiska ekvationer Kapitel 9. €* och binomiska ekvationer

Hér har vi valt att endast numrera de 16sningar som #r unika (nir n = 6 far vi samma komplexa
tal som nér n = 0). Observera dock att for ekvivalensen ovan maste vi ha n € Z godtycklig. Om
vi forenklar dessa far vi l6sningarna

z = £3i, z:i;(\@ﬂ), z:ig(\/g—z').

3 3
Svar: z = +3i, i§(\/§+ i), ié(\/ﬁ — ).
Losningarna ligger alltid jaimnt fordelade pa en cirkel i komplexa talplanet.

Im

Ibland finns det inget "trevligt” sétt att skriva lésningarna pa rektangulédr form (dvs a + bi).
Skriv da inte ut med cos och sin utan ldmna istéllet l6sningarna pa polédr form. Det ar enklare
att lésa.

Uttryck i stil med w'/™ (med Imw # 0) har ingen mening i denna kurs. Om n = 2 till exempel

skulle det innebéra att vi tar roten ur ett komplex tal. Hur skulle det definieras? Vi lamnar
sadana ovningar till en kurs i komplex analys.

N

Q" Exempel

Los ekvationen z2 = i.

Losning. Lat z = re®, r > 0 och € R.. Eftersom i = ¢™/? sa giller att

r?=1,r>0,

2 e 2020 — im/2 o
20 =7/2+ 2mn, n € Z.

Alltsa ér > = 1 och 2¢ = 7/2 + 2wn dér n ér heltal (absolutbeloppet och argumenten maste
stdimma overens). Detta ger att r = 1 och att ¢ = /4 4+ nx. Vara l6sningar blir nu

1+

7

5= ei(ﬂ/4+n7r) _ :]:67;”/4 -+
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Kapitel 9. €*® och binomiska ekvationer 9.2. Binomiska ekvationer

Definition. Vi definierar exp(z) for z € C enligt

exp(z) = e%® = e*(cos b + isin b)

om z =a+bi, a,b € R.

L

@ Exempel
Los ekvationen e? = 1 + 21.

Losning. Lat z = a + bi, a,b € R. Da giller att
e=1+2i & e%e’=1+2i
Om vi tar beloppet av ekvationen erhaller vi
le%e®| = e =142 =V5 & a=mV5= % In5.

Om e = /5 maste

. 1+ 2i cosb = 1//5,
R PN { / (9.1)

V5 sinb = 2/v/5.
Vi ser att

1 1
cosh=— <& b=Zarccos| — | +2mn, n € Z,

och da sinb > 0 sa ges samtliga l6sningar till (9.1) av

1
b = arccos | —= | + 27n.
(ﬁ)

Kontrollera gérna att sinb = 2/5 som sig bor.

1 1
Svar: z = —Inb+i | arccos | —= | +27n |, n € Z.
o (s () 4200 )

Det hér ar ett satt vi skulle kunna introducera logaritmer av komplexa tal pa. Observera att
det dyker upp odndligt manga mojligheter.
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Kapitel 10

Hyperboliska funktioner och sammansatta
Ovningar

Syftet med denna foreldsning ar att introducera de hyperboliska funktionerna och att visa hur
de olika momenten i kursen anvands for att l6sa problem som kanske &r lite mer omfattande
an tidigare exempel. Det handlar alltsa inte enbart om repetition dven om det blir en del av
effekten.

10.1 cosh (x) och sinh (x)

Definiera funktionerna cosh x = % och sinhz = % for x € R (dessa kallas for de

hyperboliska cosinus- och sinusfunktionerna).

|
—
N |—= 4
—_ 4
8

y = sinh(z) 27

Notera att ingen av dessa kurvor ar hyperblar. Dessa objekt dyker upp pa grund av féljande
likhet.
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10.1. cosh(x) och sinh(z) Kapitel 10. Hyperboliska funktioner m.m.

L

@ Exempel
Visa att cosh® z — sinh® 2z = 1 for alla # € R (den hyperboliska ettan).

Losning. Vi forenklar:

cosh? z — sinh? z = (e‘” + e_z)g - i (ez - e_m)Q
(€2x+2+672x_62x+2_€72x) :j_ll: 1’

I e SN e

vilket var precis vad vi skulle visa.

En hyperbel ar en kurva som uppfyller en ekvation av typen

2 2
@y
a? b2

for reella konstanter a och b. Dessa hédnger ihop med de hyperboliska funktionerna genom
foljande manover. Lat « = cosh(t) och y = sinh(¢) for ¢ € R. Da kommer punkten (z,y) i planet
att ligga pa hyperbeln x? — y? =1 (sa en hyperbel med a = b = 1).

Y
9 1 (x,y) = (cosh(t),sinh(t))
: : T
—2 2
—1 +
-2+
r=—y/1+y? x=/1+y>2
'@" Exempel

Undersok om cosh z och sinh z &r inverterbara funktioner och ange om méjligt inverserna.
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Kapitel 10. Hyperboliska funktioner m.m. 10.2. Arcusar!

Losning. Eftersom cosh &r en jaimn funktion saknar den en invers (med R som definitionsméngd).
Att cosh ar jamn kan enkelt ses ur definitionen da

cosh(—z) = % = coshz.

Déremot verkar det mojligt att sinh ar inverterbar, sa vi forsoker darmed att finna ett uttryck
for en eventuell invers:

y=sinhz < y:Te & 2y=e*—e”
&S et=e" -1 & -2yt —1=0

& (C—y)’=yr+1
Det verkar nu finnas tva mojligheter: ¢* = y + /1 + y2. Men, eftersom

V1+y2 >y

sa blir hogerledet negativt om vi valjer minus-losningen. Detta dr omdojligt eftersom vinsterledet
alltid &r positivt (varfor?). Saledes maste

ef=y+1+y*? < x:1n<y+\/1+y2>.

Vi har alltsa endast ett alternativ, och ddrmed har vi visat att f~'(z) = In (x +v1+ x2).
Svar: sinh™!(z) = In <a; +Vv1+ x2). Funktionen cosh saknar invers.

Q" Exempel
Los ekvationen 4sinh x — 3 coshz = 3.

Losning. Vi ser att

3
4sinhx —3coshz =3 & 2(e"—e ") — 5 (ex +€_I) =3
3

Lat t =e* > 0. For t > 0 sa ar

1 7
§t2—3t—§:O S P—6t—-T7T=0 & t=34+4.

Alltsa ges den enda losningen av x = In 7 eftersom ¢t = —1 < 0.

Svar: x =1In7.

10.2 Arcusar!
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10.3. Addition av arcus-funktioner: komplex hjélpmetod Kapitel 10. Hyperboliska funktioner m.m.

5% Exempel
2
Los ekvationen (arccosz)? — (arcsinz)? = =5

o . - ™ . " .
Losning. Lat « € [—1,1] och v = arcsinz. Vi visar att v = 5 — AICCosT. Enligt definition vet vi
att sinv = x och —7/2 < v < 7/2. Vidare,

| (z-7)
r=snv=cos|=—v),
2
och da 0 < 7w/2 —v < 7 maste 7/2 — v = arccosz. Med andra ord har vi visat att
. T
arccos r + arcsinx = 7
Konjugatregeln medfoér nu att

(arccos ) — (arcsinz)? = (arccos x + arcsin x)(arccos x — arcsin r) = g (g — 2arcsin x) :

Detta uttryck skall vara lika med —7%/12, sa

T (2 2weing) - -1 & awcie=l o o=
— |z —2arcsinzr ) = —— arcsine = — = —.
5\ 9 ICsin @ 12 ICSIn 3 xT 5

V3
Svar: ©x = —.

10.3 Addition av arcus-funktioner: komplex hjilpmetod

L

@ Exempel

Forenkla arctan 2 + arctan 3.

Losning: Lat z; = 1 + 2i och z, = 1 + 3i. Lat vy vara vinkeln som 2z; bildar mot positiva
real-axeln, och vy vinkeln 25 bildar mot positiva real-axeln. Det foljer att

2 3
tanm:I:2 och tanw:I:B.

En 16sning till respektive ekvation fas genom v; = arctan 2 och vy = arctan 3. Dessa punkter
ligger i forsta kvadranten. Om vi nu skriver z; och 25 pa polér form,

2 = \/geiarctan2 och 2y = \/ToeiarctanZS’
ser vi att 212y = /B0ei(@rctan2tarctand) et f5ljer alltsa att
arg(z129) = arctan 2 4+ arctan 3 + 2rm, m € Z. (10.1)

Men, vi vet ocksa att 22 = (1 + 2i)(1 4 3i) = —5 + 5i. Vi har foljande illustration:
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Kapitel 10. Hyperboliska funktioner m.m. 10.3. Addition av arcus-funktioner: komplex hjélpmetod

Im
2129 5 +
4 +
37T 22
2+ 21
1 +
a U2
U1
T T T T } T T T T Re
-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1 4

Vi ser att tana = 5/5 = 1, sa o = arctan1 = 7 /4. Alltsa blir v3 = m — arctan1 = 37/4
vinkeln mellan z;2; och (positiva) real-axeln, dir 2120 = v/50e™3. Observera att vi inte kan
skriva arctan(—1) eftersom den vinkeln ligger i 4:e kvadranten (= —m/4). Detta medfor att

3
arg(zi129) = Zﬂ + 27k, keZ. (10.2)
Ekvationerna (10.1) och (10.2) implicerar att

3
arctan 2 + arctan 3 = Zﬁ +2mn, ne€Z. (10.3)

Heltalet n kommer fran n = k — m, som kan anta vilket heltal som helst. For att kunna vilja
det n som dr nodvandigt (det finns bara ett korrekt svar) sa maste vi uppskatta hur stort
talet arctan 2 4 arctan 3 dr. Funktionen arctan x dr stringt vixande, sa

% —arctan 1l < arctan 2 < arctan 3 < g
Vi kan alltsa se att 7/4 + 7/4 < arctan 2 + arctan 3 < 7, eller
T
5 < arctan 2 + arctan 3 < .

Alltsa maste vi vilja n = 01 (10.3).

3
Svar: arctan 2 + arctan 3 = Zﬂ 0OBS: Ett svar!

En favorit i repris? Varfor inte.

N

Exempel

4
Forenkla arctan 2 4 arccos <_S) .
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10.3. Addition av arcus-funktioner: komplex hjélpmetod Kapitel 10. Hyperboliska funktioner m.m.

Lo6sning: Som i forra exemplet later vi z; = 14 27 och vy vara vinkeln som z; bildar mot positiva
real-axeln sa att

tanv; = 1 = 2.

En 16sning till ekvationen ges av arctan 2. Nér det giller den andra vinkeln sa observerar vi att

o o () = o (e (2)) (e (1)
(e ()

4 w 9 4 n 3
5 W2 T 5y
dar det blir plus-tecken framfor kvadratroten eftersom sinwy > 0. Lat nu zo = —4 + 3¢ (vi

multiplicerar med 5 for att slippa braken). Pa polér form kan vi nu skriva

4
21 = Vbexp (7 arctan 2) och Zo = hexp <z arccos (—5>) 7

ser vi att 212, = 5v/5exp (i(arctan 2 + arccos(—4/5))). Det foljer alltsa att
4
arg(z1z2) = arctan 2 + arccos (—g) +2mm, m € Z. (10.4)

Men, vi vet ocksa att z;29 = (1 + 2i)(—4 + 3i) = —10 — 54. Vi har f6ljande illustration:

Im
v3 4 T
22
v2
2 T Zl
v1
f f f f f f Re
-8 —6 ji -2 2 4 6
2 4
—4 4+
2172

Alltsa blir v3 = 7 + arctan(1/2) vinkeln mellan 272, och (positiva) real-axeln (i positiv led),
dér 2129 = 5v/6e™s. Detta medfor att

1
arg(z122) = ™ + arctan <§> +2rk, ke€Z. (10.5)
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Kapitel 10. Hyperboliska funktioner m.m. 10.4. En trigonometrisk identitet

Ekvationerna (10.4) och (10.5) implicerar att

4 1
arctan 2 + arccos (_3) = 7 + arctan <§> +2mn, neZ. (10.6)
for nagot heltal n. Vidare vet vi att

sa
T 4 3
5 < arctan 2 + arccos ~ < —.

Alltsa maste vi vilja n = 01 (10.6).

1
Svar: 7 + arctan (5) .

10.4 En trigonometrisk identitet

N

Exempel
For vilka x géller att 2(1 — cosx) Z sin kx = sinnz + sinx — sin(n + 1)z for alla positiva

k=1
heltal n?

Losning. Vi borjar med att férsoka rikna ut summan. Via definitionen av ¢ kan vi skriva

i sin kx = i Im (e““‘) =Im i etk
k=1 k=1 k=1

Summan vi nu tar imaginirdelen av fir en geometrisk summa med kvoten ™. Vi riknar ut
denna:

noo noo i(n+l)z _ 1 iz _ gi(n+l)z _ iz 1
ik ikx € € € e’ +
ehr — 14N et — 14 Ty . . ,
; kZ:O ew — 1 2 — T — o

dér vi har forlingt med konjugatet. Likheten giller sa linge € # 1. Namnaren kan skrivas om
som 2 — 2 cos x, och vi erhaller da

Im (—l—l—

et — it e 4 1\ sinna — sin(n + 1)z — sinz
2 —eir — i B 2(1 — cos )

Alltsa maste .

2(1 — cosx) Z sinkx = sinnx — sin(n + 1)z —sinx
k=1
savida inte e = 1. Men detta hiinder precis da x = 2k7 fér nagot k € Z, och da &r cosz = 1
och alla sinus-termer i vénsterledet lika med noll. Likheten géller alltsa dven da. Vi har nu visat
att likheten giller for alla x € R.
Svar: alla z € R.
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10.5. Ett max/min-problem Kapitel 10. Hyperboliska funktioner m.m.

10.5 Ett max/min-problem

N

@ Exempel
B \/gsin 3z — cos 3x

Avgor var f(x) har sitt storsta respektive minsta virde och ange vad

maximum och minimum blir.

Loésning. Forst skriver vi om uttrycket lite for att fa nagot enklare att arbeta med. Som bekant
kan summor av sin och cos skrivas om med en hjélpvinkel om de har samma frekvens. Vi forsoker
med detta:

3 1
\/§sin3x—00833: =2 <§sin3x— 5(:0533:) .

Vi bryter ut C' =2 = \/(\/§)2 + (—1)2 for att garantera att vi kan hitta en lamplig punkt pa
enhetscirkeln.

Y

Eftersom
C'sin(3z + v) = C (sin 3z cos v + cos 3z sin v)

sa kan vi identifiera att

(2 dn wo

I figuren till hoger ser vi att den punkt som
motsvarar v ligger i fjarde kvadranten. Dess-
utom ser vi att det ror sig om en standardvin-
kel. Samtliga vinklar som uppfyller (10.7) ges
T

av v = —% + 2mn, n € Z. Vi véljer v = s

1
Alltsa har vi visat att f(x) = 1 sin <3x - g) Det ar saledes klart att storsta vardet blir 1/4

och minsta —1/4, vilket intréffar precis da

2 2
Br—s =42 o x:§+%",nez,
respektive
2
Sx—%:—g+27rn = x:—g—k%n,nez.
: : . 2 2mn . . . T 2mn
Svar: Maximum blir 1/4 da z = 3—1—7, n € Z; Minimum blir —1/4 da x = —§+?, n e Z.

Med f(z) fran forra exemplet och D; givet av —7 < 92 < 2, undersék om f har en invers =
och ange om mgjligt ett uttryck for inversen.

Exempel
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Losning. Vi forsoker nu bestdmma inversen:
y=flz) = 4y:sin<3$—%>
=  3r— % + 2nm = arcsin4y eller m — (Sx — %) + 2nm = arcsin 4y

déar n € Z. Mojligheterna ges saledes av

T 1 2m™n

r = s + 3 arcsin(élyz + 5 M€ Z, (10.8)
el5-5 wril=l-5 %]
eller . . )
T = J_78T —3 arcsin(4yz —i—%n, n € Z. (10.9)

v
n_ 7w Tm wm|_[27 57
[F-5 B+5l=[% ¥

T 27 L. T 1 : .. )
Nu vet vi att —— <z < — och da maste x = 8 + 3 arcsin 4y. Varfor? Vi ser att endast n = 0

ar mojlig i (10.8). I (10.9) hittar vi endast enstaka &ndpunkter som hamnar ratt (om n = 0
eller n = —1). For 6vriga n € Z blir det utanfor sokt intervall. I de punkter som finns i bada
fallen far vi samma vérde pa .

1
Svar: f'(y) = 118 + 3 arcsin 4y.

10.6 Det &r roligt med inverser

N

Q Exempel

4 arcsi
Bestdm D; och (om mdjligt) ett uttryck for f~'(x) om f(z) = 7r—|—4a—rcs%nx.
T — 4arcsin x

Lésning. Vi borjar med att reda ut storsta mojliga definitionsméangd. Vi ser direkt att —1 < x <1
ar kravet for att arcsinx ska vara definierad. Vidare far inte

. ™
arcsinxr = Z 54 T =

Nl

Alltsa blir
1

Dy={reRri-igasioz oot |1 —u] 2],

Lat x € Dy. Da giller att

7/4 + arcsin x N (77 , ) T ,
— — —arcsinz ) = — + arcsinx
/4 — arcsinz av 4
. moy—1
& arcsing = — - ——
4 y+1

(T oy—1
= x=sin|—--——]).
4 y+1

Eftersom vi finner hgst en 16sning fér varje y sa maste detta vara ett uttryck for f=1(y).

Observera att det endast &r implikation i sista steget ovan!

1 _ (T oy—1
Dy = 1<z <1 — Loch F(y) = TY=1)
Svar: D; {mER <z< ,x;é\/é}oc f(y) sm(4 y—l-l)
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