TATB04/TEN3 Tenta, 2024-08-21

Inledande matematisk analys

(a) Ge definitionen av vad det betyder att séiga u &r den minsta Svre be-
gréansningen av en foljd (an)nez, -

(b) Visa med hjélp av definitionen du gav i (a) att
6n—1 3

sup .
neZy 4n 2

Losning:

(a) Se Definition 2.20 eller (2.10) och (2.11) i boken.

b) Forst visar vi att $2=2 < 2 for alla positiva heltal n:
4n 2
6n —1 _ 3 1 < 3
4an 2 4dn T 2

for alla n > 0. Dérfor dr 3/2 en dvre begréinsning av (%2=1), .7

For att visa 3/2 dr den minsta 6vre begrénsning betraktar vi ett & > 0
och letar efter en n sadant att
6n—1_ 3

an >§—E.

Om vi hittat for varje € > 0 ett sadant n kan ett tal mindre &n 3/2 inte
vara en 6vre begrinsning till féljden. Vi beridknar att

o133 1.3
4n 2 2 4n 2
1
— — <
4n ¢
— >1
n>—.
4e

Dérfor for n tillréckligt stort (det vill séga for n sadant att n > 1/(4e)) &r

6n—1 >§_€
4n 2 ’

Sa inget tal mindre &n 3/2 dr en 6vre begrénsning och 3/2 dr ddrmed den
minsta dvre berénsningen av (2-1), ¢z, .

2. Finn alla l6sningar = € R till

2+1log (V1+z)+3log (v1—=x) =log (\/1 —zQ).



Losning: For att alla termer ska vara vildefinierade maste —1 < x < 1. I sa
fall kan vi skriva om likheten till

1 1/2 1— 3/2
2+log<( o) 7 1/;) =0

(1—a?)

PR N . el il U7 B
& (1—x2)1/2

— 2+4log(l—z)=0

<= log(l—2x)=-2

= l—zx=¢2

— r=1-e2

Eftersom —1 < 1 —e~2 < 1 finns det precis en 16sning x = 1 — e~2.

3. Utifran det du vet om den naturliga exponentialfunktionen visa att funk-
tionen sinh: R — R som é&r definierad som

exp(z) — exp(—x)
2

sinhx =

(for alla z € R)

ar bijektiv. Ge den inversa funktionen.

Losning: For att visa sinh &r bijektiv vill vi for varje y € R visa att
sinhz =y
har en entydig l6sning x. Vi rdknar att

exp() — exp(—a)

sinhz =y <— =y < exp(z) —exp(—z) —2y =0

«— exp(z)? E 2uexp(z) —1=0
— (exp(e) —y)’ —1—-y" =0
= (exp(z) —y)* = 1+

<= exp(x im

() —y =
— exp(z) =yt 1+y2
Dirfor ér sinhx = y ekvivalent med att exp(x) = y + /1 + y2 eller exp(z) =
y—+/1+y2
Eftersom /1 +y2 > \/y? = |y ar

y—vV1+y2<y—|y/ <0 och y++v1+y2>y+]y|>0

for varje y € R. Detta (tillsammans med att exp: R — [0,00) &r bijektiv)
innebér att det inte finns nagot a sddant att exp(x) = y—+/1 + y? men exp(z) =

y+ /1 +y? dr ekvivalent med z = In (y ++1+ y2>. Dérfor &r

sinhz =y < x:ln(y+\/1+y2).



for varje y € R och sinh dr bijektiv. Fran vara berdkningar ser vi att
sinh™*(z) = In (x +V1+ x2)

for x € R.

4.

(a) Betrakta polynomet p(z) = 2™ — 1 (i den komplexa variabeln z) fér nagot
givet n € Z,. Visa att

pz) = (1) (i )
k=0

for alla z € C.

(b) Ange och bevisa en formel f6r den geometriska summa

n
E ari~t,
j=1

For vilka viarden av a och r géller din formel? Fungera ditt bevis &ven for
komplexa tal? Motivera ditt svar.

Losning:

(a) Vi berdknar att

n—1
(z—1) (Z zk> =
k=0

n—1

(]

n—1
Zk—i—l _ § Zk
k=0

n—1
Zk— Zk

0

n—1
zk—&—z"> - (1—1—22’“) =z"—1=p(2).
k=1

ol
Il

0

[
NE

>
Il
—
>
Il

n—1

=
Il

1

for alla z € C.!
(b) Om vi tar z =7 och k = j — 1 i formeln 6van far vi att

p(r) er_l om r # 1,

7’—1:

Jj=1

sa

n _ n _ n_q
Zarﬁl = aZrﬁl = aif(_r)l = arr -
j=1 j=1

IHar giller berdkningar #ven nir z = 0 om vi tolkar 20 = 1 for alla z, som vi hade gjort i
vart arbete med polynom.




for r # 1.

Formeln géller dven for komplexa a och komplexa r # 1, eftersom vi endast
anvénder oss av de fyra aritmetiska operationerna for att visa formeln, och
de rikneregler géller dven for komplexa tal.

5. Vi har ldrt oss att a &r ett nollstélle till ett polynom (i variabeln z) om
och endast om polynomet &r delbart med (z — a). Det géller for polynom med
komplexa koefficienter liksom fér dem med reella koefficienter.

Betrakta igen polynomet p(z) = z™ — 1 fran uppgift 4(a).

(a) Hitta alla komplexa nollstéllen till p(z) i polér form.

(b) Anvénd nollstéllena for att faktorisera p(z) sa langt det gar (och didrmed
langre &n i uppgift 4(a)).

(¢) Anvind ditt svar pa (b) och uppgift 4(a) for att visa att

n—1

Zz H( —627”%).

(=1

L&sning:

(a) Vi letar efter z = re? (r >0, € R) sadant att p(z) = 2" — 1 = 0, sd vi
skriver om r"e? — 1 =0 < "™ =1 = > for godtyckliga ¢ € Z.
Genom att likstilla absolutbeloppen och argumenten av bada led ser vi
direkt att 16sningarna ar

r—lochﬁ—ﬂf0r6—01 n—1.
(b) »
o= 1 (+- %)
£=0
(¢) Vi far att
— n—1
(z—1) 2| = = =(z-1) 2 — ¥
Z = 1} (=) IT (s~ )

sa vi kan strycka (z — 1) for att fa

o= (ot

TML

for alla z € C.2

2Likheten giller #ven for z = 1 eftersom tva polynom av grad n — 1 #r lika for alla z om
de &r lika fér minst n — 1 olika z.



6.
(a) Bevisa att

ik T
> S =gr-0.

(b) Anvind réknereglar for den komplexa exponentialfunktionen och del (a)
for att visa att

Losning:
(a) Vi kan anviinda oss av formeln for en aritmetiska summa for att rikna

n—1 .
ink _ Zkf—n;l):ﬂ(nfl).

k=1

(b) Vi beréknar att

p k T mn(n—1)
77;71—% = —f— k = —f—
| I e exp( i E ) exp( = >

(b) Anvind del (a), och uppgifter 6(b) och 5(c) for att visa att

nﬁsin ﬂ-—k S
n _27171'

Losning:

(a) Fran Eulers formel far vi att

. [Tk 1 ik ik
sin | — | = = (e’”’n —e mn)
n 24
—ink —irk

€ " 2mik e ' n 2mi ke
- kL 1) - (1 _ n> .
2 (e 2 ¢




Om vi tar produkten av likheterna ovan med k =1,2,...,n — 1 far vi att

n—1 7k 1 n—1 /n—1 . n—1 .
() (4)” (i) (i 0-)
k=1 n 7(Ta) 2 k=1 k=1
1 >n1 N n—1 prik
= —— (71) < (1 e 7r7,n)
G(Tb)< 2 k=1
1 >n—1 N n—1 .
=) (=) ( 1
G(b)< 2 k=0

n—1 7k n—1 e‘iﬂ% L n—1 e_”% n—1
gsm (n) B <_ 2 (1_62771")) - (g_ % ) (H (1-e

o2mi ke

n)>




