TATB04/TEN3 Tenta, 2025-03-21

Inledande matematisk analys

(a) Nedan finns en lista dver olika steg man skulle kunna ténka genomféra i ett
induktionsbevis. Vilj ut stegen du behover for att genomfora ett korrekt
induktionsbevis av P(n) for alla n € Z, dir P(n) &r ett pastaende som
beror pan € Z.

(i) Bevisa att P
Bevisa att P
Bevisa att P

) n) = P(n+1) for varjen € Z,.
)
)

(iv) Bevisa att P(1) dr sant.
)
)

n+1) = P(n) for varje n € Z.

n) ar sant for nagot jaimnt n € Z .

/\/\/-\/\

Anta att P(n) dr sant for alla n € Z .

Genom att hinvisa till induktionsaxiomet, notera att vi har genomfort
alla steg som behovs for ett fullstéindigt induktionsbevis, och ddrmed
dr bevisat att P(n) &r sant for allan € Z .

(b) Ge ett induktionsbevis av formeln

n
E ap — Agp41) = 1 — Apyl (%)
k=1
dér ay,ag,...,a,41 ar givna tal och n € Z..

Losning:

(a) Stegen man behéver dr (iv), (i) och maojligtvis (vi).

En vanlig misstag: Vissa studenter skriver upp induktionssteget (a) i tva
delsteg: Man forst antar att P(n) dr sant {6r nagot n € Z,; och sedan
bevisar att P(n+ 1) ér sant under detta antagande. Det ér helt okej, men
notera att det inte dr samma sak att anta P(n) &r sant for nagot n € Z
som att anta P(n) &r sant for alla n € Z, - for da har man antagit allt
man ska bevisa. Darfor dr det fel att séga (e) dr en del av ett korrekt
induktionsbevis.

(b) Néir n = 1 kan vi berdkna att

n 1
5 (ak — ag+1) E Ak — Ap+1) = Q1 — A2
k=1 k=1

och
a1 — Op4+1 = a1 — a2

sa (x) &r bevisat for n = 1.



Under antagandet att (x) &r sant for nagot n = £ kan vi betrakta att

4+1 V4
Z (ak - ak+1 Z a — ak+1 (aé+1 - &e+2)
k=1 k=1

= (a1 — arq1) + (ae41 — arg2) = a1 — apq2

som #r (x) med n = £+ 1.

Dirfor enligt induktionsaxiomen dr (x) bevisat for alla n € Z ..

2. Med hjilp av (%) bevisa att

n 1 n
;k(lﬁ—l):n—kl (1)

for varje n € Z,. Ett direkt induktionsbevis av () ger noll poing. Tips: Ta
ap = 1/]6

Losning: Om ai = 1/k séiger (x) att
Zn: (1 _ 1> oL
Pt E k+1 n+1

men

k k+1  k(k+1)

och

n+l n+1’
sa (T) ar bevisad.

3.

(a) Ange medelpunkt och radie for cirkeln som ges av ekvationen
2?4 9% =2y — Tx.
(b) Faktorisera polynomet
p(x) = 923 — 32% — 5xr — 1

sa langt som mojligt.

Losning:
(a) Vi skriver om
2, .2 2 2 T\ 49 2
Hy =2y—Tr = "4+ Tx+y"  —2y=0 < x+§ —Z—i—(y—l) —-1=0
P 2+( 2
2 Y 4

s& medelpunkten &r (—Z,1) och radien &r @



(b) Vikan enkelt gissa och kontrollera att x = 1 &r en 16sning och polynomdi-
vision ger sedan att

p(z) = (z — 1)(92% + 62 + 1).

Vi kan ocksa kvadratkomplettera for att se att

p(x) = 9(z—1) (332 + %x + ;) =9(x—1) <(a: + ;)2 - % + ;) = (z—1)(3z+1)2.

4. For vilka z ar uttrycket
1+Inzx
6Ilnzx

definierad?

Lésning: Forst utreder vi for vilka b uttrycket |/ 12 &r definierad: Det krivs

6b
att
1+b_ 1 1

6 6 6
ar definierad och icke-negativt for att kunna ta kvadratroten. Det géller om och
endast om b < —1 eller b > 0. Sedan &r b = Inz, sa uttrycket dr definierad om
och endast om
O<z<e ! eller z>1.

(a) Visa att uttrycket
sin(a + b) + sin(a — b)
cos(a + b) + cos(a — b)
(dér a,b € R) inte beror pa b.

(b) Visa att

z+y sinx + siny
tan =
2 cosx + cosy

for alla z,y € R.

Losning:
(a) Enligt additions- och subtraktionsformler f6ér trigonometriska funktioner
ar
sin(a 4 b) + sin(a — b)
cos(a + b) + cos(a — b)
(sinacosb + cosasinb) + (sinacosb — cosasinb)
(

cosacosb — sinasinb) + (cosacosb + sin asin b)
sina cos b
= —— =tana
cos a cosb

som inte beror pa b.



(b) Om vi tar a = (z +y)/2 och b = (z —y)/2 i likheten ovan far vi att

z+y sinx + siny
tan =
2 cos T + cosy

for alla z,y € R.

Logaritmen av a i basen b definieras enligt formeln

oz (a) = 1

for a,b > 0. Forenkla foljande uttryck.
(a) log,(18) 4 log,(24) — log,(54)
(b) log,2(a”) dér a > 0
() 2W8a(®)

L&sning:
(a) logy(18) + logy(24) — logy(54) = log, (18;124) = log,(8) = log, (23) =3

7
(0) Togs(a) = oy = Hae = 1

Ino In9 In9 21n3
(C) 2logs(9) — 97 = ema XIN2 — pammaxn2 — ,53= — 3

7.

(a) Skriv
6

2=——
1—iV3
i polédr form z = re?, dir » > 0 och 6 € R.
(b) Finn alla l6sningar w € C till
3.

2
=22
w 22

Losning:
(a) Vi berdknar att

6 6(1 +iv/3) 6(1+iv3) 3 3V3

TS (- i3+ iv3) 4 27"

Dirfor ser vi att |z] = \/(3/2)2 + (3v/3/2)2 = 3 och Arg(z) = 7/3, sa
mi/3

z = 3e

(b) Lat w = z + iy dér z,y € R. D4 far vi att 22 — y? = —2 och 2zy = —3
och de tva ekvationerna kan vi l6sa for att fa

_1os _ 1.3
U)—2 22 eller w = 2 22.




