TATB04/TEN3 Tentamin, 2025-08-20

Inledande matematisk analys

(a) Ge definitionen av vad det betyder att séiga u &r den minsta Svre be-
gréansningen av en foljd (an)nez, -

(b) Visa med hjélp av definitionen du gav i (a) att

6n—1
sup =

3.
neZy 2n

Losning:
(a) Se Definition 2.20 eller (2.10) och (2.11) i boken.
(b) Forst visar vi att %2=2 < 3 for alla positiva heltal n:

6n—1 1
om on —

for alla n > 0. Dérfor dr 3 en 6vre begrénsning av (%2-1),cz,

For att visa 3 &r den minsta 6vre begrinsning betraktar vi ett € > 0 och
letar efter en n sadant att

6n—1
2n

>3—c¢.

Om vi for varje € > 0 hittar ett sadant n kan ett tal mindre &n 3 inte vara
en Ovre begriansning till foljden. Vi berdknar att

6n —1 1
n >3- <<= 3—-——>3—¢
2n 2n
1
= —
2n<€
= > !
n>—.
2e

Darfor for n tillrdckligt stort (det vill séga for n sadant att n > 1/(2¢)) dr

6n—1

3—e.
o > €

Sa inget tal mindre dn 3 &r en 6vre begrénsning och 3 &r ddrmed den

minsta évre berédnsningen av (62:11 Jnez., -

2. Finn alla 16sningar z € R till

2+ 2log (\/l—l—x) + 4log (\/1—3:) zlog(l—xQ).



Losning: For att alla termer ska vara vildefinierade maste —1 < x < 1. I sa
fall kan vi skriva om likheten till

2 4 1og (Wmf <m)4> 0

1— 22

2+log(<l+w><l—x>2>:0

1— 22

24+log(l—z)=0
log(1—2) = -2

1l—g=¢e2

r=1—¢2.

N A

Eftersom —1 < 1 —e~2 < 1 finns det precis en 1osning x = 1 — e~2.

3. Utifran det du vet om den naturliga exponentialfunktionen visa att funk-
tionen sinh: R — R som é&r definierad som

exp() — exp(—a)
2

sinhx =

(for alla x € R)

ar bijektiv. Ge den inversa funktionen.

Losning: For att visa sinh &r bijektiv vill vi for varje y € R visa att
sinhx =y
har en entydig l6sning x. Vi rdknar att

exp(z) — exp(—2)
2
< exp(x)? — 2yexp(z) —1=0

sinhz =y < =y <= exp(z) —exp(—z) —2y=0

= (exp(z) —y)* —1-9* =0
= (exp(z) —y)° =1+
= exp(z) —y=+V1+12
— exp(x) =y+/1+12

Dérfor édr sinhx = y ekvivalent med att exp(z) = y + /1 + y? eller exp(z) =
y—+/1+9y2
Eftersom /1 + y2 > y/y? = |y| &r

y—V1+y2<y—1|y[ <0 och y+/14+y2>y+y[>0

for varje y € R. Detta (tillsammans med att exp: R — [0,00) &r bijektiv)
innebér att det inte finns nagot x sddant att exp(z) = y—+/1 + y? men exp(z) =

y+ /1 +y? dr ekvivalent med = = In (y ++1+ y2). Dirfor &dr

sinhz =y <~ x:ln(y+\/1+y2).



for varje y € R och sinh dr bijektiv. Fran vara berdkningar ser vi att
sinh™*(z) = In (x +V1+ xz)

for x € R.

4.
Under kursens gang har vi anvént oss av Bernoullis olikhet:

(14+2)">1+nx forne€Zy ochax>—1.

Ge ett bevis av Bernoullis olikhet.

Losning: Forst kontrollerar vi olikheten i basfallet (nédr n = 1):

vinsterledet #r  (14+2)" = (1+2)' =142; och
hogerledet &ar 14+nr=14+1xz=1+=z.

Dérfor ser vi att likheten stdmmer i basfallet n = 1.
Nu antar vi att olikheten &r sant for nagot positivt heltal m:

(I+2)™>14ma. (1)
Malet &r nu att visa olikheten géller for n = m + 1:
(14+2)™ > 14+ (m+1)z.

Det kan vi na med hjélpa av antagandet. Vi borjar med vénsterledet av det vi
vill visa och riaknar att

(I+2)™ =1+z)"(1+2)
> 1+ max)(l+x)

(1) uchTa; > -1
=1+ mz +x + ma®
=1+ (m+ 1)z + ma?
>1+ (m+1)z.

T
m e Zy

Det é&r likheten med n =m + 1.
Enligt induktionsprincipen har vi bevisat att

(I+z)">14nz férneZy ochz>—1.

5.
Finn alla komplexa lésningar till ekvationen 22 + (4 — i)z + 3 = 3i.

Losning: Vi skriver om ekvationen till

2+ (4-9)2+3-3i=0



och sedan kvadratkompletterar vinsterledet och far att

) _ , 4—i\* [4—i\’ .
224+ (4—-i)z+3-3i=(z2+ - +3—-3i

2 2
( 4—i>2 3+ 4i
=(z+ - .

2 4
Darfor tar viw = z + % och letar efter w sadant att
2 _ 3+4i
T

Lat w = x + iy dir 2,y € R. Da far vi att 22 — y? = 3/4 och 22y = 1 och de
tva ekvationerna kan vi 16sa for att fa

24+ 241
=— eller w=-— .

v 2

Vi har nu tva ekvationer att 16sa,

+4—i 2+1 L +4—i 2+
z = och =z = — .
2 2 2 2

och l6sningarna ar

z=—-—14+1 och z=-3.




6. Betrakta en réatvinklig triangel med sidoldngder a, b och ¢ enligt bilden
nedan.

c

I bilden har vi dragit ett striick fran det 6versta hornet rakt ner sa att det triffar
hypotenusan i en rattvinkel. Bendmna ldngden av stréicket h.

(a) Genom att betrakta sidan med lingd ¢ och sedan sidan med lingd a som
bas, rdkna ut tva olika formler for triangels area. Anvind de for att visa

att
1 2

2 a?p?
(b) Anvind del (a) och Pythagoras sats for att visa

1 1 1
[EARPCRETE

Losning:

(a) Om vi betraktar sidan med sidoléingd a som basen ger formeln for en tri-
angels area att arean &r %ab. Om vi istéllet betraktar sidan med sidoléngd
c som basen dr arean %ch. Dérfor ar

1 1 1 c 1 c?
iab—ich: E—i —— -5 =

(b) Enligt Pythagoras sats ér ¢ = b? + a? sa

i c? _b2—|—a2_1 1

W2 a? a2 e

7.

(a) Visa att
sin(2n6 4 20) = sin(2n) + 2sin 6 cos((2n + 1)6)

for allan € Z; och 8 € R.

(b) Ge ett induktionsbevis av likheten

" _sin(2n0)
g cos((2k — 1)0) = ETrE

dér n € Z4 och 0 € R.



Losning:
(a) Vi kan rikna

sin(2nd + 20) = sin(2n6) cos(26) + cos(2nh) sin(20)
additionsformeln
= sin(2n6)(1 — 2sin?(0)) + cos(2n6)2 sin() cos 4
dubbla vinklarna
= sin(2n#) + 2sin() (cos(2nd) cos  — sin(2nd) sin(h))
= sin(2n#)1 + 2sin(0) cos(2nb + 0)
additionsformeln

= sin(2n#)1 4 2sin 6 cos((2n + 1)6).
(b) I fallet n =1 kan vi kontrollera direkt att likheten &r sant:

sin(2 x 1 x 0)

2sin 6 — cost.

+
dubbla vinkeln

Z cos((2k — 1)0) = cos(f) och
k=1

Nu antar vi att likheten géller for ett givet n € Z och berdknar att

n+1

> " cos((2k —1)0) = > cos((2k — 1)) + cos((2n + 1))
k=1 k=1

_ sin(2n0)
= m + COS((Q’IL + 1)9)

enligt antagandet
sin(2nd) + 2sin 6 cos((2n + 1)0)
2sin 6
_sin(2(n +1)0)
n 2sin 6

T
enligt (a)

som &r likhet med n bytt ut mot n + 1. Enligt induktionsprincipen &r
likheten bevisat for allan € Z,..




