TATB04/TEN1 Dugga 1, 2024-11-25

Inledande matematisk analys

(a) Ge definitionen av vad det betyder att séiga u &r den minsta Svre be-
grinsningen av en foljd (an)nez., -

(b) Visa med hjilp av definitionen du gav i (a) att

U
nem. 6n 3

Loésning:
(a) Se Definition 2.20 eller (2.10) och (2.11) i boken.

82;3 < % for alla positiva heltal n:

(b) Forst visar vi att

h—3 4 1 4
6n 3 2n — 3

for alla n > 0. Dérfor dr 4/3 en dvre begréinsning av (32-3), .7

For att visa 4/3 dr den minsta 6vre begrinsning betraktar vi ett € > 0
och letar efter en n sadant att
8dh -3 4

61 >§*E.

Om vi for varje € > 0 hittar ett sadant n kan ett tal mindre &n 4/3 inte
vara en 6vre begrénsning till foljden. Vi berédknar att

Bn-3 4 4 1 4
6n 3 3 2,73 °
1

= —<

2n c

—n>2

n —_—.

2e

Darfor for n tillréckligt stort (det vill sdga for n sadant att n > 1/(2¢)) dr

8n—3>é_
on 3 =

Sa inget tal mindre dn 4/3 #r en 6vre begrinsning och 4/3 dr dédrmed den

minsta 6vre beréinsningen av (32=2),cz .

2.

(a) Berédkna
42

Z 24k,

k=1



(b) Berikna
32

3k+5
> =

k=—-15

Losning:
(a) Vi berdknar att

42

g e

k=1
1\42 42
:231_(51) —94(71_ 1 — 9% _9-38
+ 1-3 2

()

dér vi har anvant oss av att:

(*) Xrmr ar~t =

at
metrisk summa).

- " forn e Z, och r # 0,1 (formeln for en geo-

(b) Vi berdknar att
32
3k+5
> = Z b >
k=—15 4 4
( Zk+2k> 40 a8
4
k=1
_15X16+32><33 +§
2 2 4
— 3(—30 + 4 x 33) + 60 = 366

T
(1)

X 48

+
H

=~ w FP\

dér vi har anvant oss av att:

(1) 22:_15 1 = 48 ty summan har 48 termer och alla &r lika med 1; och

(1) Yp_ k= w for n € Z (formeln for en aritmetisk summa).

3. Betrakta foljande pastaende: Det finns inte positiva tal a och b som uppfyller

att
1 1 2

a+b_a—|—b'

(a) Vilket av foljande alternativ &r negationen av pastaendet? Du behéver
inte motivera ditt svar.

(i) For alla positiva tal a och b &r 2 + § = a%rb.

. o . 1 1 o 2
(ii) Det finns ett val av positiva tal @ och b som uppfyller att =43 = a5

(iii) For alla positiva tal a och b &r = —i— ;é a+b



(iv) Om 2 + § # aLer dr a och b positiva tal.

(b) Anvénd negationen for att ge ett bevis av pastaendet.

Losning:
(a) (i)

(b) Vi ger ett motségelsebevis. Darfor antar vi att (ii) &r sant och utifran det
berdknar att

1 1 2 b+a 2

= — =
aer a+b ab a+b
— (a+b)?*=2ab = >+’ =0 = a=b=0.

Darfor medfor antagendet att vi har tva positiva heltal a och b som upp-
fyller likheten % + % = aLer ledar till slutsatsen att a = b = 0. Eftersom
tal kan inte vara bade positiva och noll samtidigt dr det ett motségelse

och dérfor maste (ii) vara falskt. Dérmed har vi visat att det inte finns

positiva tal a och b som uppfyller att é + % = a%_b.
4.
Ge ett induktionsbevis av likheten
~ 1 n
= €Zy).
Z_:k(k+1) nr1 (M€

k=1

Losning: Forst kontrollerar vi likheten i basfallet (nir n = 1):

! 1 1

véansterledet ar ; m = 5; och
1
hogerledet ar nL—i—l =5

Darfor ser vi att likheten stdmmer i basfallet n = 1.
Nu antar vi att pastaendet &r sant for nagot positivt heltal m:

i 1 m

kk+1) m+1 (1)

k=1
Malet dr nu att visa pastaendet géller for n = m + 1:
m—+1

= E(k+1) m+2

Det kan vi na med hjélpa av antagandet. Vi borjar med vénsterledet av det vi



vill visa och ridknar att
m—+1

1 da 1 1
k; Kk+1) <§k<k+1>> T Dm o

m " 1
m+1 (m+1)(m+2)

(NN

m(m+2)+1 m2+2m +1

(m+1D(m+2) (m+1)(m+2)
o (m+1)?2 m+1
S (m+1)(m+2) m+2

Dérmed giiller pastaendet for n = m + 1.
Genom induktionsprincipen har vi bevisat att

n

Z 1 o n
L CES VRS

Betrakta polynomen
plr) =2 — 48290 4 27 — 262" 2+ 2

och
q(z) = z(z — 4).
Berékna resten r(z) av p(z) delat med g(z).

Losning:
Enligt polynomdivisionssatsen vet vi att

p(x) = q(x)k(z) +r(z)

dér k och r #r polynom. Graden av r ska vara hogst ett, sa och r(z) = azx + b
for konstanter a,b € R. Dessutom &r ¢(0) = ¢(4) = 0 sa

2=p(0)
6 = p(4)

q(0)k(0) +7(0) =b och
q(Dk(4) +r(4) =4a+b

s b =2 och ddrmed &r a = 1. Dérfor ar r(z) = 2 + 2.




