TATB04/TEN1 Dugga 1, 2025-01-09

Inledande matematisk analys

(a) Ge definitionen av vad det betyder att séga u &r den minsta Gvre be-
grinsningen av en foljd (an)nez., -

(b) Visa med hjélp av definitionen du gav i (a) att
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sup
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L&sning:
(a) Se Definition 2.20 eller (2.10) och (2.11) i boken.
(b) Férst visar vi att 142=2 < 2 fér alla positiva heltal n:

14n — 3 3
™ ™ —

for alla n > 0. Darfor dr 2 en 6vre begrinsning av (14?n_3)nez+

For att visa 2 dr den minsta 6vre begrdnsning betraktar vi ett € > 0 och
letar efter en n sadant att

Om vi for varje € > 0 hittar ett sadant n kan ett tal mindre &n 4/3 inte
vara en 6vre begrinsning till féljden. Vi beridknar att

14n —
n 3>2—e <— 2—i>2—€
™ ™
— 3.
™
—n>2
Te’

Dérfor for n tillréckligt stort (det vill séga for n sadant att n > 3/(7¢)) &r

14n — 3

>2—¢.
™m ¢

Sa inget tal mindre &n 2 &r en Gvre begriansning och 2 dr dédrmed den

minsta 6vre beréinsningen av (142=3), .7 .
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(b) Berikna
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Losning:
(a) Vi berdknar att
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dér vi har anvant oss av att:

(*) Xrmr ar~t =

at
metrisk summa).

- " forn e Z, och r # 0,1 (formeln for en geo-

(b) Vi berdknar att
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=3(—30 + 4 x 33) + 60 = 366

dér vi har anvant oss av att:

(1) ii—w 1 = 48 ty summan har 48 termer och alla &r lika med 1; och

(1) Yp_ k= w for n € Z (formeln for en aritmetisk summa).

3. Betrakta funktionen f: R — R som ges av formeln f(z) = x* for alla
z € R.

(a) Visa att
2t —yt = (z - y)(@® + 2Py + 2y’ +y°)
for z,y € R eehncZ—.

(b) Anvind del (a) for att visa att funktionen f &r stringt vixande pa [0, 00).

L&sning:



a 1 kan 16r x,y € R ochn € att
Vi kan f RochneZ,
(@ —y)(@® + 2%y + 2y +¢°)
=22’ + 2y + ay® + %) — y(@® + 2%y + 2y’ +¢°)
= (' + 23y + 22 + 2y®) — (23y + 2%y + 2y® + y?)
— ot 4 (@B + 22 + 1)

=2t -yt

—(
—(

2By + 22y + 1) — i
(b) Betrakta 0 < z < y. D& dr

f@) = fly) =a* —y* = (z —y)(@® + 2%y + 29 + ¢°).

Eftersom z < y #ir 2 —y < 0. Eftersom 0 < x < y maste 2>+ 2%y +2y? > 0
och y? > 084 (23 + 2%y + zy® + y3) > 0. Dérfor ir

f@)—fly) = (@ —y)(@® + 2y + 2> +9°) <0

for alla 2,y € [0,00) som uppfyller © < y. Dérmed &r f stringt viixande
pa [0,00).

4.
I senare delar av kursen har vi anvint oss av Bernoullis olikhet:

(I1+2)">1+nx férné€Zy ochx>—1.

Beviset av den kréver inget mer kunskap &dn det vi ldrde oss i forst delen av
kursen. Ge ett bevis av Bernoullis olikhet.

Losning: Forst kontrollerar vi olikheten i basfallet (nir n = 1):
vinsterledet ar  (14+2)" = (1+2)' =142; och
hogerledet &ar 14+nr=1+1xz=1+=z.

Dérfor ser vi att likheten stdmmer i basfallet n = 1.
Nu antar vi att olikheten &r sant for nagot positivt heltal m:

(I+2)™>14ma. (1)

Malet &r nu att visa olikheten géller for n = m + 1:

mz*f 1 m+1
2Rk D) mt2

Det kan vi na med hjilpa av antagandet. Vi borjar med vénsterledet av det vi
vill visa och raknar att
(1+2)™ =1 +2)™(1 +x)
> (14 mz)(1 +x)
(1) och @ > —1

=1+ mz+x+ma?

=14+ (m+1)z+mz

>1+ (m+1)z.
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Det &r likheten med n = m + 1.
Enligt induktionsprincipen har vi bevisat att

(I+z)">14nz forne€Zy ochaz>-—1.

5. Betrakta en rétvinklig triangel med sidoléngder a, b och c¢ enligt bilden
nedan till vénster.

¢ p q

I bilden ovan till hoger har vi dragit ett strick fran det 6versta hornet rakt ner
sa att det triffar hypotenusan i en riattvinkel. Bendmna lingden av strécket h.
Pa sa sitt delas hypotenusan i tva delar av langd p respektive q.

(a) I bilderna ovan syns tre olika réitvinkliga trianglar. Ange tre likheter som

foljer fran Pythagoras sats.

(b) Tva av de tre likheterna innehaller lingden h. Plussa ihop dem for att
bevisa

2h* = (a® + %) — (p° + ¢%).

(c) Bevisa att
h? = pq.

L&sning:

(a) Enligt Pythagoras sats #r
a’ +b? =c2
p? + h? =a®> och
@+ h? =b?.

(b) Om vi plussar ihop den andra och tredje likheter far vi att

(* + 1)+ (¢® +h?) = a® +b°
och den kan vi skriva om till 2h% = (a2 + b%) — (p* + ¢?).

(c) Men hjilpa av forsta likheten i (a) det foljer fran (b) att 2h? = ¢*—(p*+4?)
och eftersom ¢ = p + ¢ ar

2h* = A= (p*+¢*) = (p+9)°— (P*+¢°) = (P*+2pg—¢*) — (p*+¢°) = 2pq,

s& h? = pq.




