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Inledande matematisk analys

Betrakta funktionen

7
)

flx) = T_4
med definitionsméngd D = {z € R: = # 4}.

(a) Visa, med till exempel ett motsigelsebevis, att det inte finns nagot x € D
sadant att f(x) = 1.

(b) Visa att det for varje reellt tal y # 1 finns (minst) ett € D sadant att
flz) =y.

Losning:
(a) Vi ger ett motségelsebevis. Vi antar att det finns ett € D sadant att
flz) = 1:
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Eftersom —% # —4 har vi rdknat oss fram till ett motségelse och dérfor
kan det inte finnas ett © € D sadant att f(z) = 1.

(b) Vi betraktar ett y # 1 och rdknar att
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=y <= s—- =ay—4dy <= z(l-y)=-—4y <= z =

f@)=y = — 5 5 —

s x = (2 —4y)/(1 —y) &r sadant att f(z) = y och utdver det &r samma
x ett element i D eftersom
54y
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(a) Visa att 16sningar z € C till
2 — 3i| = 2|z

ar en cirkel i det komplexa planet med medelpunkt a + ib och radian r
genom att visa ekvationen ar ekvivalent med den kénda kartesiska ekva-
tionen for en cirkel:

(x—a)’+(@y—b?*=r"

dir z =z + 1y (z,y € R).

(b) Ange medelpunkten och radian av cirkeln ovan.



Losning:
(a) Vi berdknar att
|z — 3i| = 2|2z| <= |z —3i]> =4|z)? = 22+ (y —3)? = 4(2® +¢?)
— 0=32"+3y°+6y+9 < 0=32>+3(y+1)*-3-9
= d=a>+ (y+1)>
som #r en ekvation av en cirkel i zy-planet.

(b) Fran ekvationen ser vi att medelpunkten &r (a,b) = (0,—1), eller —i i
komplexaplanet, och radian ar r = 2.

3.
(a) Finn alla 16sningar z € C till
2% =3v3+3i.
Ange l6sningarna i polarform.

(b) Rita losningarna i den komplexa planet.

Losning:
(a) Forst skriver vi 3v/3 + 3i i poldr form: eftersom talet har positivt ima-

ginérdel och tan % = %, och 1/(3v/3)2 + (3)2) = 6 &r

3v/3 4+ 3i = 6e% .

Darfor behover vi 16ser

i
6

2 =6e% = (re')0 =6ev = 1% =6eT

dir vi har dven skrivit z = e i polirform (for nagra r > 0 och § € R).
Det betyder att 7® = 6 och 660 = &+ 2km for k € Z. Eftersom vi kréver
r >0 & r = /6. Vi kan ocksa léser ekvationen i 8 och far 6 = ?% + %”
dér k € Z. Déarfor ar 16sningarna
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4.

Kom ihag att

a® = exp(blna)

for a > 0 och b € R sa darfor ar

(a)

(b)

Int
A=t = b= " for positiva a # 1.
Ina

Hitta alla losningar € R till ekvationen

(2% —1)(2%" — 11 -2 4+ 24) = 0.

Finn alla I6sningar « € R till

In(l—z)+In(-1—-—2xz)=2.

Losning:

(a)

Vi kvadratkompletterar

2 2
11 121 11 25
22f—11-2m+24=(2-”f—> - t= (2-T—2) -=

(-3)-D (-3

S& z ir en 16sning till (22 — 1)(22¢ — 11 - 2% 4 24) = 0 om och endast om
27 =1, 2% = 8 eller 2% = 3. Darfor &r alla 1osningar

_E_O ln8_ In3
T me T T T e In2°

Varje term i ekvationen In(1 — z) + In(—1 — x) = 2 &r definierad om och
endast om z < —1 (eftersom precis da #r argumentet av varje logaritm
positivt). Under forutséttningen att < —1 dr In(1 — ) +In(—1 —z) =
2 < In((x —1)(1 + x)) = 2. Sedan riknar vi att
In((z—1)(1+2)) =2
= (r-1)(1+2)=€ = 2?2 =e+1
— r=xve2+1.

Eftersom vi kriver att x < —1 dr z = —v/e2 + 1 den enda l6sningen till
ekvationen.

5.

Kom ihag fran vart grupparbete att

Ty V5 -
sm(l—o): g 1




(a) Med hjilpa av sinus vérdet ovan visa att

COS(W):M.

10 4

(b) Visa att

sm(l):sm@fl): V10 4+ 2V5 - V3(V5 - 1)

8

Losning:

(a) Eftersom 0 < 75 < I vet vi att cos ({5) > 0. Dérfér fran trigonometriska
ettan vet vi att

T . T V5 —1)2 V5 —1)2

(16— (—2v5+1)  [10+2V5
B 16 B 16

V10 + 25

4

(b) Vi beréknar att

i 5 ) 2 (D)o () o () o ()

additionsformel

C1V1I0+2vh VB [(VE-1
T2 4 2 4
_V10+2V5 - V3(V5—1)
- 8

6. Betrakta en ritvinklig triangel med sidolingder a, b och c¢ enligt bilden
nedan.

C

I bilden har vi dragit ett strick fran det versta hornet rakt ner sa att det traffar
hypotenusan i en riattvinkel. Bendmna ldngden av stréicket h.

(a) Genom att betrakta sidan med lingd ¢ och sedan sidan med lingd a som
bas, rdkna ut tva olika formler for triangels area. Anvind de for att visa

att
1 2

K2 a2p?’



(b) Anvénd del (a) och Pythagoras sats fér att visa

1 1 1
[ERRPCRTE

Losning:

(a) Om vi betraktar sidan med sidoléingd a som basen ger formeln for en tri-

angels area att arean &r %ab. Om vi istéllet betraktar sidan med sidoléngd

¢ som basen ir arean %ch. Dérfor ar

2T 3¢ h ab B2 T a2l

(b) Enligt Pythagoras sats #r ¢? = b% + a? sa

1 e R T

h2 T @202 a2 a2 b2

7.

(a) Visa att
sin(2nd + 20) = sin(2nd) + 2sin 6 cos((2n + 1)0)

for alla n € Z4 och 6 € R.

(b) Ge ett induktionsbevis av likheten

_ sin(2nd)
((2k —1)0) =
Z cos((2k 2sin 6

dér n € Z4 och 6 € R.

Loésning:
(a) Vi kan rikna

sin(2nd + 20) = sin(2n6) cos(26) + cos(2nh) sin(20)
T
additionsformeln
= sin(2n6)(1 — 2sin?(0)) + cos(2n6)2 sin(#) cos 6
= sin(2n0) + 2sin() (cos(2nd) cos § — sin(2nd) sin(h))
= sin(2nf)1 + 2sin(0) cos(2nb + 0)
additionsformeln

= sin(2nf)1 + 2sind cos((2n + 1)6).
(b) I fallet n = 1 kan vi kontrollera direkt att likheten &r sant:

1
sin(2 x 1 x )

)" cos((2k — 1)8) = cos h e TR s

cos((2k — 1)0) = cos() oc T cos 6

+
dubbla vinkeln



Nu antar vi att likheten géller for ett givet n € Z och berdknar att

n+1 n
> cos((2k —1)0) = > cos((2k — 1)) + cos((2n + 1))
k=1 k=1

_ sin(2n0)

= i + cos((2n + 1)6)

enligt antagandet
sin(2nd) + 2sin 6 cos((2n + 1)0)
2sind
_sin(2(n +1)0)
N 2sinf

N
enligt (a)

som &r likhet med n bytt ut mot n + 1. Enligt induktionsprincipen &r
likheten bevisat for alla n € Z..




