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Lektion 1

Vi paminner om Taylors formel

f"(a)

n!

f"(a)
2!

Taylorpolynom

f@) = fla) + f'(a)(z — a) + (—a)’+... + (z—a)" +b(x)(z —a)"*,
S S —

Restterm

dir vi utvecklat en given funktion f(x) (som antas ha kontinuerliga derivator upp till och med
ordning n + 1 i nagon omgivning till a) kring en punkt a till ordning n, och b(x) &r begrinsad i
nagon omgivning till a.

Skriv upp Taylors formel for utvecklingen av en given funktion f(x) till ordning 2 kring « = 2 med
restterm pa ovanstaende form (av ordning 3). Berdkna sedan speciellt denna utveckling i fallet

f(z) = e,

Skriv upp Taylors formel for utvecklingen av en given funktion f(z) till ordning 3 kring x = —1
med restterm pa ovanstaende form (av ordning 4). Berékna sedan speciellt denna utveckling i fallet

f(x) = cos(rx).

Skriv upp Taylors formel for utvecklingen av en given funktion f(z) till ordning 2 kring = 3 med
restterm pa ovanstaende form (av ordning 3). Berdkna sedan speciellt denna utveckling i fallet

/() = V.
Hérled Maclaurinutvecklingar av de elementéra funktionerna nedan till den angivna ordningen.

(a) €” till ordning 4.
(b) cosz till ordning 5 (notera att termen av ordning 5 blir 0).

C

(
(d

sinx till ordning 6 (notera att termen av ordning 6 blir 0).
arctan z till ordning 4 (notera att termen av ordning 4 blir 0).
e) In(1 + z) till ordning 3.

)
)
)
)
(e)
(f) VI+z = (1+ )" till ordning 3.
Betrakta funktionen f(z) = cosz + arctan . Om vi Maclaurinutvecklar denna till ordning 4 direkt
med formeln far vi f(z) = 1+ —2%/2 —2%/3 + 2% /24 + b(x)2®. A andra sidan fick vi i foregaende
uppgift fram cosz = 1 — 22/2 + x* /24 + b(z)2® och arctanz = x — 2% /3 4+ b(x)2®. Det #r ju dock
ett problem att vi har uttrycket b(z) pa flera stillen nu. Ar dessa samma funktioner i alla dessa
tre fall, och om inte hur forhéller de sig till varandra?
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Aven om vi inte kommer jobba sa mycket med Lagranges restterm i kursen #r det bra att ha sett
lite vad den kan vara bra till. Vi borjar med att paminna om att detta dr en mer precis form av
resttermen, déir vi anvénder att funktionen b(x) ovan ér pa formen

fr(E())

b =)

for nagon punkt £(z) mellan a och z. Notera hiir att pastaendet dr att det finns minst en sadan
punkt &(z) for varje givet , men vi vet i praktiken inte mer &n att den ligger nagonstans mellan
a och z.
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Lat nu f(z) = cos(z). Om vi Maclaurinutvecklar denna till ordning 5 med Lagranges restterm
noterar vi enligt ovanstiende utriikning i 1.4b och det faktum att f(© () = —cosz, att vi har

2 4 .
cosz=1-— % + 2—4 — %xﬁ for nagot £(x) mellan 0 och x.

Skriv ut vad detta innebdr om vi sétter in x = 1. Anvind sedan detta for att approximera cos 1
med ett rationellt tal, och visa att felet i denna uppskattning som vi far &r som hogst 1/720.

Lektion 2
Lat f(z) = 2*.

(a) Bestdm Taylorutvecklingen, direkt med Taylors formel, av ordning 3 till f(x) kring = 1 med
restterm pa ordoform (av ordning 4).

(b) Goér variabelbytet x =1+ h, dvs. h =z — 1, i formeln du fatt fram i (a)-uppgiften.

(¢) En direkt utrikning med binomialformeln ger
f(1+h) = (1+h)* =1+4h+6h>+4h> + h*,
Kan man se utvecklingen av f(z) som togs fram i (a) fran detta uttryck?

Forenkla foljande uttryck till formen p(x) 4+ O(z"), dér p(x) dr ett polynom och resttermen #r den
bista mojliga (storsta mojliga heltal n), som vanligt for  néira 0:

(a) (1+z—2%/24+0(2%) — (z+2° + O(@?)) + (2 — 2> + O(z*))

(b) (z—2®+2°+0(@"))(z —2® +2° + O(x4))

(c) (z—a”+2°+ O(z*))3
Forenkla O(t*) till O(z™) med storsta majliga heltal n om (a) t=—x (b)t=22"
(c)t=3z+2*> (d)t=-2*/2+0(*) (e)t=0(x) (f)t=0(%

Anvind standardutvecklingar for att bestdmma Maclaurinutvecklingen till och med grad 4 med
restterm i ordoform (d.v.s. O(x%) eller hogre) till foljande funktioner.

(a) e (b)sin2z (c) warctanz (d) (14+2)"' (e) cos(z?) (f) In(1 — z?).

Bestdm Maclaurinutvecklingen av ordning 4 med rest i ordoform till f(z) da

(a) f(z) =V9I+a?

(b) fz) =In(2 —x)

(¢) f(z)=cos(2z + 7/2)
(d) f(z) = exp(l - 2z7)

Beriikna #ven med hjilp av utvecklingarna derivatorna f® (0) och f*)(0).

Bestim Maclaurinutvecklingen av ordning 3 med restterm pa ordoform (av ordning 4) till funktio-

sinx cosx

nerna € och e
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Riikna ut derivatorna f17(0) och f1%)(0) for f(x) = x cos z

Att berikna langa Maclaurinutvecklingar av sammansatta funktioner kan bli arbetsamt om man
inte gar systematiskt till viiga. Vi ska hiir utveckla In(1 + 2 + sinz) med rest O(z°) genom att
utveckla In(1 +¢) med ¢ = ? + sin x; notera att x — 0 = t — 0.

(a) Maclaurinutveckla t = 2 4 sin x till och med grad 4 i z, alltsa med rest O(z°).

(b) Maclaurinutveckla In(1 + ) till och med grad 4 i ¢, alltsa med rest O(t%).
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(¢) Bestim i tur och ordning utvecklingarna for ¢ =¢-t, t3=1¢>.¢t, t*=+3.¢t, O,
alla uttryckta i « och med rest O(x%).

(d) Bestim Maclaurinutvecklingen av In(1 + 22 + sinz) med rest O(z”).

Man kan héirleda Maclaurinutvecklingen av ordning 6 for tan x med restterm i ordoform genom att
anséitta en utveckling
tanx = ¢ + e3> + ez’ + O(2")

och sedan bestdmma koefficienterna i utvecklingen med hjilp av kidnda utvecklingar och enkla
samband.
(a) Motivera varfor inga termer med jimna gradtal behovs i ansatsen.

(b) Anvénd standardutvecklingarna for sinz och cosz och identiteten cosz tanz = sinz for att
bestamma koefficienterna c1, c3, ¢5 och ddrmed utvecklingen for tan z.

(c¢) Som alternativ till metoden i (b), anvénd standardutvecklingen for arctanz och identiteten
tan(arctan z) = z for att bestdimma utvecklingen for tan .

(d) Anvind deni (b) eller (c) erhallna utvecklingen for tan x for att hirleda Maclaurinutvecklingen
av ordning 7 for In(cos ) med restterm i ordoform. Ledning: Deriveral

Lektion 3

cos(x?) — 1 . xsin2z R

b) lim —— —_—.
4 (b) 250 In(1 — 22?) e (arctan )?

Rikna ut  (a) lim ( ! _1> (b) lim (m(l_l) () tim Y2 Loy

z—0 \sinz =z 1+2) = e—oco  sind —tanl

x

Rékna ut  (a) lim
x—0 X

Beridkna foljande gransvarden:

(a) lim In(z?)
z—=1 o — 1

(b) Jlim (t*(In(1 4+ t) — Int) —t)

Bestdm alla viarden pa konstanten a sddana att
e — cos /T
z2 + 4
har #ndligt griansvirde da z — 0T, samt bestdm grinsvirdet for dessa viirden pa a.
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Undersok li_>m T (\3/333 + 3x2 — \/x2 + 2z — 3).

Rékna, for varje reellt tal a, ut
sin(az) — In(1 + z)
=0 e — 1 — gz +22/2°

Lektion 4

Om f(z) ges av foljande uttryck, avgér om f har lokalt maximum, lokalt minimum eller ingetdera
iz=0: (a) 2422+ 0@ ) =2+ 22+ 0@ (c) 2—2%+0(z?)
(d) —2-2"+0(@% (e) 5+2>+0@°)  (f) 3+0(z?)

Givet att funktionen f(z) uppfyller f(2+h) = 1+6h*+O(h®) avgor om f har en lokal extrempunkt
iz = 2 (eller om informationen inte ricker for att avgora fragan).

Undersck om f(x) = 1 + (arctanz)? — In(1 + 2?) har en lokal extrempunkt (dvs. lokalt maximum
eller minimum) i x = 0.
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Avgor om f(z) har en lokal extrempunkt i « = 0 da
22
(a) f(z)=1In (1+m+2) —x

(b) f(x):1n(1+x+x;) —m+%3.

Avgor om f(z) = ele=D" _ cos((x —1)?) har en lokal extrempunkt i z = 1 (och ange i sa fall vilken

typ).
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Vi paminner om andraderivatatestet for lokala extrempunkter som sdger att om f’(a) = 0 och
f"(a) > 0 (respektive < 0) da har f ett lokalt minimum (respektive maximum) i a. Hur hénger
detta ihop med var metod med Taylorutvecklingar?

Lektion 6

Visa att y = 22 4+ Ce?® uppfyller differentialekvationen 3’ — 2y = 2z — 22 for varje C, samt bestim
den 16sning som uppfyller bivillkoret y(0) = 1.

Bestédm alla 16sningar till de linjara differentialekvationerna

Bestim alla 16sningar till differentialekvationen 2xy’ —y = 322, x > 0 (uppgift P 6.2d) sadana att
(a) y(1) =0 (b) y'(4)=0

Betrakta differentialekvationen y’ = 2¥ pa intervallet = > 0.
x

(a) Bestdm en integrerande faktor och sedan alla 15sningar till differentialekvationen i det angivna
intervallet. Rita l6sningsskaran.

(b) Bestam den lsningskurva som gar genom punkten (2, —3).

Los integralekvationerna
4

(a) y(z) =3 + /Ofy@)dt (b) y(x) =3+ / ydt () yla) =3+ / y(t) dt.

x
x
Los integralekvationen / y(t) dt + (2 + )y(z) = 2.
0
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Bestim alla 16sningar till differentialekvationen (z* + z)y/(z) — y(z) = Inz, = > 0.

Betrakta differentialekvationen
y' +g(x)y = h(z),
didr g och h #r kontinuerliga funktioner och g(a) # 0, dér a &r en given konstant. Till varje

16sningskurva dras tangenten i 16sningskurvans skdrningspunkt med linjen z = a. Visa att alla
dessa tangenter har en gemensam punkt, och bestdm denna.



7 Lektion 7

P 7.1 Visa att y = 2Inx &r en 16sning till differentialekvationen x(y’ + e¥) = 2342, x> 0.

P 7.2 Bestém en losning till differentialekvationen y’ + 4z3y? = 0 som ir sadan att

@y1)=1/2 b yH)=1  (Jy(1)=-1/15  (d)y(1)=0.
For vilka z existerar 16sningarna?

P 7.3 Bestim en losning till differentialekvationen 2%y’ = y? 4 2y + 1 for vilken giller
@y-)=1  (b)y(=1)=-L

1+
2+

@y(=2)=1  My)=-1  (Jy(l)=-2  (d)y(-1/2)=0.
Rita losningskurvornal

P 7.4 Bestim en l6sning till differentialekvationen y’ = som uppfyller kravet

P 7.5 Differentialekvationen 3’ = QQ, x > 0, fran uppgift P 6.4a &r ocksa separabel. Los den med separa-

T
tion och jamfor med din tidigare 16sning.

P 7.6 Bestim en losning till differentialekvationen e¥(1 + ') = 1 som uppfyller y(0) = In 3.

2
P 7.7 Los integralekvationen © — 2 + y(z) = / y(t)? dt.

x
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P 7.8 Bestdm en losning till y/ = cos? y for vilken y(1) = 7. Rita 16sningskurvan.

8 Lektion 8

P 8.1 Los foljande differentialekvationer

(@) " +y —2y=0
(b) o' +4y +4y =0
(c) ¥y +16y=0

(d) " +6y +25y =0

P 8.2 Los differentialekvationen (a) ¥ + 2y +5y =0 (b) ¥ +2y = 0.
Bestdm speciellt de losningar som uppfyller villkoren y(0) = 1, 3/(0) = —2.
P 8.3 Bestdam samtliga 16sningar till
(a) y' —y=a’+1
(b) v =3y =2* -2z

P 8.4 Bestdam samtliga 16sningar till

1

(a) ¥ +y" =5y +3y =0

(b) ¥ —8y" — 9y =0
P 8.5 Bestam alla losningar till differentialekvationerna

@y —3y=0 M)y +2=0 (¢ +3y" +3y+y=0 ()y¥ -y’ =0
P 8.6 Los foljande differentialekvationer

(a) y///+y// _4y/ _4y — 4_ 2x

(b) y/// _ y// o 2y/ —4x+5
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Los differentialekvationerna
(a) y" +2y — 8y =2
(b) y" +2y' —8y=e"""

Los differentialekvationerna,
(a) ¥ — 3y +2y=¢€" + 8z

(b) v +2y +y=4e" — 2"
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Bestim den 16sning till 3/ — 2y’ = 22e?® som uppfyller bivillkoren y(0) = 5'(0) = 2.

Betrakta ekvationen med bivillkor
—y" =Xy, y(0)=0,y(1)=0.

Oavsett virde pa A finns alltid den sa kallade triviala 16sningen y = 0. Avgor for vilka A som det
finns andra losningar férutom denna.

Lektion 9

Los differentialekvationen 3" + 63’ + 9y = 50 cos z.
Los differentialekvationen 3"’ — y = 3e” + 2sin z.
Los differentialekvationen y” — 3y’ + 2y = €3 cos .

(a) Verifiera att y = 2% Inx ér en 16sning till y” + 2y’ + 2y = (22 + 4z + 2) Inx + 22 + 3.
(b) Bestim alla 16sningar till 3 + 2y’ + 2y = (22% 4+ 42 + 2)Inx + 2z + 3.
(¢) Bestim alla losningar till 3 + 2y’ + 2y = (22 4+ 42 + 2) Inx.

Ange en differentialekvation som har den allménna lésningen

(a) y = Ae’ + Be™** (b) y = Ae®® + Be ™ — cosz
(¢)y=(A+x)e®+(B+Czx)e ™ (d)y=Ae *® +e *(1+ Bcos3z + Csin3z).

Los differentialekvationen y” + y = h(x) da
(a) h(z) =6cos2x —3sin2z (b) h(z) = cosx (¢) h(x) =sinz
(d) h(z) =6cosx — 3sinz (e) h(z) =xzcosx (f) h(z) = coszsinx

>k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok sk ok ok sk ok skook ok ok sk ok sk sk ok skook kool sk ok sk sk sk sk ok skok skok ok sk ok sk skok ok skok sk ok skokok skok skok skokskoksk ok

Betrakta differentialekvationen y” + 2y’ +vy = 2sinz.

(a) Bestdm den lsningskurva som tangerar z-axeln i origo.

(b) Vilka losningar har lokalt maximum for z = 07
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Lektion 10
(a) Berékna lingden av parameterkurvan

r=1t>+2,
y=t3—-1, 1<t<2.

(b) Beriikna lingden av parameterkurvan

r=e?" 42,
y=e—1, 0<u<In2

(c) Beriikna lingden av kurvan y = (z — 2)*/2 — 1,3 < 2 <6.
(d) Svaret i alla ovanstaende uppgifter blev samma. Ar det en tillfillighet?

Bestdm arean av det omrade som ligger i forsta kvadranten och som begrénsas av de tre kurvorna
y=2/x, y=2x och y =x/8.

Beriikna arean av det omrade som begrinsas av z-axeln och kurvan y = (22 — 2z)e”.
Bestdm arean av det omrade som i polédra koordinater ges av 0 < r < cos? 0, 0<p <.

Beriikna lingden av den kurva som i polira koordinater ges av r = 2¢%, 0 < ¢ < 7.
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Kossan Rosa ér bunden med ett snore vid ett trad. Snoret har ldngden L och det cylindriska trédet
har radien R. I startdgonblicket star Rosa med snoret fullt stréckt, rakt radiellt ut fran tradet. Rosa
borjar vandra runt tridet, hela tiden med strickt snore. Hur langt har hon gatt da hon kommer in
till stammen? (Savil snorets tjocklek som Rosas utstrickning forsummas.)

Lektion 11

Beriikna volymen av den kropp som uppkommer da omradet 0 < y < sin 2z, 7/4 < & < 7/2 roterar
ett varv kring
(a) z-axeln (b) y-axeln.

Bestdm, med hjilp av metoderna for rotationsvolymer, en formel fér volymen av en kon med
cirkulart tvarsnitt som har hojden h och basradien R.

Antag att funktionen f(z) dr kontinuerlig och uppfyller 0 < f(x) < 2 pa intervallet [1, 3]. Teckna
en integral som ger volymen av den kropp som uppkommer dé omradet som ges av olikheterna

1<z<3, 0<y<f(z)
roteras ett varv kring

(a

linjen x =4

)
(b) linjen y = —2
(c) linjen z = —1
(d) linjen y = 3.

Omradet som ges av 0 < 2 < 2, 0 < y < z? roteras ett varv kring z-axeln. Beriikna volymen av
den kropp som uppkommer genom att

(a) teckna en integral med integration med avseende pa x

(b) teckna en integral med integration med avseende pa y.
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Bestéam volymen av den kropp som uppkommer da omradet 0 < z < 1, 0 < y < 2 roterar ett varv
kring linjen x = 3.

Omradet som ges av olikheterna 0 <y <sinz, 0 < z < 7 roteras ett varv kring linjen y = 3. Hur
stor blir volymen av den kropp som uppkommer?
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Ett klot med radien R delas i tva delar av ett plan, dér (kortaste) avstandet mellan planet och
klotets centrum &r d > 0. Berékna volymen av den minsta delen.

Lektion 12

Antag att funktionen f uppfyller 0 < f(z) < 2 och att f’ &r kontinuerlig pa intervallet [1,2].
Teckna en integralen som ger rotationsarean da kurvan

Y= f(l‘), I<z<2
roteras ett varv kring

a) z-axeln

(a)
(b)
(c)

)

(d) linjen y = 3.

y-axeln

linjen x = —1

Berikna mantelarean av en kon (inklusive bottenytan) med héjden h och basradien R.

Halvcirkeln y = vV R2 — 22, —R < z < R, roteras ett varv kring linjen x = 2R. Berikna arean av
den rotationsyta som uppkommer.

Antag att f dr en kontinuerligt deriverbar och stringt avtagande funktion pa intervallet [—1, 3]
samt att f(—1) =4 och f(3) = —2. Lat D vara det begrénsade omrade som avgrénsas av kurvan
y = f(x) och linjerna x = —1 och y = —2.

(a) Rita en principskiss av D och ange arean av D som en integral.

(b) Lat K} vara den rotationskropp som uppstar da D roteras ett varv kring linjen = —1. Ange
kroppens volym V}, och arean A; av kroppens begrinsningsyta som integraler. Notera att den
cirkuléra bottenplattans area ingar i Ay, och den behdver inte anges som en integral.

(¢c) Lat K. vara den rotationskropp som uppstar da D i stiillet roteras ett varv kring linjen
y = —3. Ange kroppens volym V. och arean A, av kroppens begrénsningsyta som integraler.
De triviala delarna av A, behover dock inte anges som integraler.
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Givet att tva parallella plan med inbordes avstand h bada skér en given sfar med radie R, bestdm
arean av den del av sfiren som ligger mellan dessa plan.



Svar

Lektion 1

P1.1 f(x) = f(2)—|—f’(2)(x—2)—|—fﬁ2(!2) (2—2)24b(z)(x—2)3, 2® = e*+2e* (2 —2)+2e* (—2)%+b(x) (z—2)*

(=1 FP(-1)
2! 3!

P1.2 f(z) = f(-1) + f'(-)(xz+1) +

1+ %(m +1)% + b(z)(z + 1)*

(x+1)% + (z 4+ 1)3 4 b(z)(z + 1)*, cos(nz) =

1 1

PL3 f(o) = £3) + FG)w - 3) + T (@ =37 4 bo)a = 3%, VE = VB4 o= 3) - e

2!
3)2 + b(z)(z — 3)3

P1.4 (a)e” = 1+a+a?/2+23/6+2"/24+b(z)x® (b) cosz = 1—2%/2+2*/24+b(x)2® (c) sinz =
xr—x3/6+2°/120+b(z)x”  (d) arctanx = x—2°/3+b(z)2x®  (e) In(14z) = z—2? /242> /3+b(x)2*
) VIi+r=14+2/2—2*/8+2%/16 + b(z)z*

P 1.5 Nej, det &r tre olika funktioner, och man maste vara noga med att i samma uppgift dopa dem till
olika saker! T ex om vi istéillet kallar de i utvecklingarna f6ér cos x och arctan z for by (z) respektive
bo(x), dvs. cosz = 1 — 2%/2 + x*/24 + by(2)2® och arctanz = = — 2%/3 + by(2)2°, da far vi
cosx + arctanz = (1 — 2%/2 4+ 2% /24 + by (2)2%) + (v — 23/3 + ba(x)2®) = 1 + & — 2%/2 — 2% /3 +
x4 /24 + (by(z)x + ba(2))2® = 1 + o — 22 /2 — 23 /3 4+ 2% /24 + b(x)2®.

(z -

1 1 cos(é(x)) 13 cos(&(x)) . ro cos(&(x))
P1. l=1-—4+——— 2= ————>+ 22 Alltsaf 1-13/24| = |————| < 1/72
6 cos 2—1—24 720 51 20 tsa far vi | cos 3/24| 720 <1/720
eftersom | cos(§(x))| < 1. Sa 13/24 approximerar cos 1 med ett fel vars absolutbelopp dr som hogst
1/720.
Lektion 2

P21 (a) f(z) =2 =14+4(x-1)+6(z—1)2+4(z -1+ 0z —-1)*) (daz — 1).
(b) f(L+h) =1+ 4h + 6h* + 4h* + O(h*)

(c) Ja, eftersom h* = O(h?) far vimed h = 2—1 att 2* = 1+4(2—1)+6(x—1)*+4(z—1)*+(z—1)* =
1+4(x—1)+6(x—1)* +4(x —1)> 4+ O((z — 1)*). Entydighetssatsen for Taylorutvecklingar siger
nu att det sista uttrycket maste vara Taylorutvecklingen av z* till ordning 3.

P2.2 (a) 3—522/24+ O(2%) (b) 2? — 22° +32* + O(z%)  (c) 2 — 32" + 62° + O(2)
P23 (a) O(z") (b) O@®) (c) O@z") (d) O@'?) (e) O@") (f) O(x'?)

2 IS th4 4%‘3 4

P2.4 (a)1_x+%_€+ﬂ+0(x5) (b) 22 — = + O(«) (c)xQ—%—I—C’)(a:G)
4

(d) 1 -2+ 2% — 23 + 2* + O(a®) (e) 1— %4 + 0O(2®) (f) —2? — % + O(a)

(Ska man vara noga betyder utveckling av ordning 4 att det ska vara O(z°), och t.ex. #r utvecklingen
i (¢) ovan egentligen av ordning 5. Men man brukar inte minska graden man far fram i onédan.)

2 4

P25 (a) f(z) =3+ % - ;TG + 0%, f30) =0, FD(0) = —1/9
2 3 4
(b) m2 = — T = 2 = T+ 0, fP(0) = —1/4, fI(0) = -3/8

(¢) —2x + 4%3 +0(z?), f0) =8, fP0)=0

(d) e — 2ea® + 22 + O(a®), F@(0) =0, ¥ (0) = 48¢
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P2.6 ¢ = 1+ 2 +2%/2+0(x") €7 = e — ex?/2 + O(x*). (Vi observerar att det alltsa inte
fungerar att sitta t = cosx i utvecklingen for e’ helt enkelt eftersom, cosz /4 0 da = — 0, utan vi
har O(1) = O((cosz)*) da = — 0.)

P2.7 fU7(0) =17!/8! (= 8821612800), f11%)(0) =0

3 t2 t3 t4

P2.8 (a)t:x2+sinx:x—|—x2—%+0(x5) (B In(L+1) =t =5+ 5 — 7 +0()
4
(c) 1 = 2?2 + 22° + 2% +0(z%), t=2%+32"+0(5, t'=2"+0@"%), OF°) =0
2 3 4
(d) ln(1—|—x2—|—sinx):1n(1—|—t):...:x—k%—%—k%—l—(’)(ms)
o 3 220 - 22 4 g6 .
P2.9 (a) tanx dr udda (b,c) tanz =z + 3 + 15 +0(z") (d) In(cosz) = BT + O(z%)

Lektion 3

P3.1 (a) =1/2 (b) =2 (c) 1/2
P3.2 (a)0 (b)1/2 (c)1/3
P3.3 (a)6 (b) —1/2

P 3.4 a=—1/2 ger griansvirdet 1/12
P 3.5 Griansvérdet existerar och ar 1

P36 loma#1,1/2oma=1

Lektion 4

P4.1 (a) Lokalt minimum: 2 4 2° + O(z%) = 2+ 2* (1 + O(x))
(b) Lokalt minimum: —2 4+ z* + O(2%) = =2 + 2 (1 + O(z))
(¢) Lokalt maximum: 2 — 2% + O(2%) = 2+ 2% (-1 + O(z))
(d) Lokalt maximum: —2 — z° + O(2®) = -2+ 2% (-1 + O(z))
e) Ingetdera: 5+ 2° + O(2°) =5 + 2° (1 + O(a?))
)

(

(f) Vi vet for lite for att kunna avgora fragan (vi vet ju inget om tecknet pa O(z?))

P 4.2 Lokalt mimimum (notera att med h = x — 2 giller f(z) = f(2+ h) = 1 + 6h* + O(h°) =
1+ h*(6+ O(h)))

P 4.3 Lokalt maximum iz =0

P 4.4 (a) Ej lokal extrempunkt (f(z) = 2°(—1/6 + O(z)) da = — 0).
(b) Lokalt mimimum (f(z) = z*(1/8 + O(x)) da = — 0).

P 4.5 Lokalt minimum: f(1+h) = " — cos(h2) = h*(3/2 + O(h*))

1
P4.6 f(a+h)= f(a)+ f'(a)h+ fT@)hQ +O(h*). Om f'(a) # 0 har den ledande ickekonstanta termen

grad 1 (dvs. udda) sa f(a+ h) — f(a) vixlar tecken nér vi gar fran h < 0 till A > 0. Om f'(a) =0
och f"(a) # 0 s har vi f(a+h) = f(a) + h*(f"(a)/2 + O(h)), dér termen innanfor parentesen
inte viixlar tecken for sma h, och tecknet pa f”(a) avgér om det blir ett lokalt max eller min.
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Lektion 6

P6.1 y=2?4¢e* (dvs. C = 1)
1 2

P6.2 (a) y= 3 + Cexp (—z%)

b) y=1+-——
(b) y e

cosr sinx C

x 2 2

(d) y=2+CVa

P6.3 (a)y=2°—Vx (b) y=2* —32Vx

1
P 6.4 (a) Integrerande faktor —; allméin 16sning y = Cz?, x>0
x

P6.5 (a) y(x) =3€” (b) y(x) =3e*™7 (¢) y(x) = —1 (konstant funktion)
P6.6 y = 2¢~ arctanz/(x2 + 1)

P6.7 y=(Czx—1—Inz)/(x + 1)

1 h
P 6.8 Den gemensamma punkten &ar (a 4+ —, (a))
g9(a)” g(a)

Lektion 7
P7.2 (a) -1 Ler (b) ~ Ll 250 (c) —$\|<2 (d)y=0,zeR
. V= ® y=_57 e e T y=0,z
T+ 2 2
P7.3 = - —= b =1 R
(a) y(x) 2t ©< 73 () y(x) , T €
1 20+ 1
P7.4 = -1 b)y=—1 d)y=— -1
(a) y o1 °< (b)y , >0 (d) y e <z <0
5 (C) 7731’4’1 >0 10
Yy i1 ©
! 0 1 2 3 4 5 ’
3 6
4 3 2 0 N 1 0.8 -0.6 0.2 0
a ' d
3 be

P76 y=In(2e7*+1),z€R
P7.7 ylz)=tan(2—z), 2 —7/2 <z <2+ 7/2

11



P7.8 y(z) =arctan(z —1)+7, z€R

Lektion 8
P8.1 (a) y= Ae” + Be **
(b) y = (A+ Bx)e
(¢c) y = Acosdz + Bsin4dz
(d) y = e **(Acosdx + Bsin4r)

P8.2 (a) y = e “(Acos2z + Bsin2z), speciellt y = e~ (cos 2z — (sin 2z)/2)
(b) y = Acos (x\/i) + Bsin(x\@), speciellt y = cos (x\/i) - \/isin(x\/i)
P83 (a) y=Cie® +Coe " —2? -3
2 1 3

4 2
(b) y=Cy + Cae® + 2—7:17+9x — 3¢

P8.4 (a) y=Cie " 4 (Cox + C3)e”

(b) y= C1e%* 4+ Che % + Cycosx + Cysinz
P8.5 (a)y=Ae* (b)y=A+Be ™ (c)y=(A+Br+Cr¥e™™ (d)y= A+ Bx+ Ce® + De™*
P8.6 (a) y=C1e* +Che 2 +Cse " +1/2—3/2

(b) y =C1 + Cae™* 4 C3e* — 2° — 32/2

2
P8.7 (a) y= C1e%® + Coe ™ + Ee‘f’m

(b) y = C1e* + Coe™** — %6749}

P88 (a) y=(C1 —x)e” + Cre®* 442+ 6
(b) y = (C1 + Cox — x?)e " +¢°

1 .
P8.9 y(z) = — (42® — 62 + 6z + 21) ¢?

24 8

P 8.10 Icketriviala losningar finns enbart om A = k% = n?z? for n = 1,2,3,...,. Losningarna #r da pa
formen y = C'sin(n7z). (Denna typ av ekvation med A = k? dyker upp da man vill beskriva vilka

toner en svingande strang pa ett instrument kan generera, ddr n = 1 ger grundtonen, n = 2,3, ...
ger Gvertonerna.)

Lektion 9

P9.1 y= (Ciz+ Co)e " +4cosx + 3sinx

P9.2 y=Cie® +e /2 (Cg cos(vV3z/2) 4+ Cs sin(\/gx/2)> + xze® + cosx —sinx

P9.3 y = Cre” + Cre** + (3sinz + cosz)e®* /10

P9.4 (b)y=e *(Acosz + Bsinz) +2?Inz  (c) y =e *(Acosz + Bsinz) + 2?Inz —x — 1/2

P9.5 (a)y' +v —12y:0 (b) 4"+’ — 12y = 13cosz + sinz
©y"+y" =y —y=4e" () y" +4y" + 14y + 20y = 9"
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P9.6 y =y + yp, dér y, = Acosz + Bsinx i samtliga deluppgifter och
(a) yp = —2cos2x + sin 2z (b) yp = (zsinz)/2 (c) yp = —(x cosz)/2
(d) yp = (Bxcosx + 6zsinz)/2  (e) y, = (v?sinx +xcosx)/4 (f) y, = —(sin2z)/6

P9.7 (a) y=(z+1)e”® —cosz b)y=C(x+1)e ® —cosz, C>1

Lektion 10
P10.1 (a) /2 V(22 + (3t2)2dt = (80V/10 — 13V/13) /27.
1

In2

(b) V(2e24)2 + (3e34)2 du = (80v/10 — 13v/13)/27.

(c) /6 \/1 + (3vx — 2/2)2 dx = (80v/10 — 13V/13)/27.

(d) Nej det ér ingen tillfillighet. I alla tre fall parametriseras samma kurva, fast med olika para-
metrar (x = t? + 2 = e®* + 2, eller ekvivalent t = e* = /2 — 2).

P10.2 4In2

2
P10.3 / (22 — 2%)e® dx = 4
0

™ 4
P10.4 / COS ¢y = 3T
, 2 16

P10.5 /OTr (202)2 + (4p)2 dp = ; ((4 +a2)?? 8)

L LR rL L2
P10.6 — L—Rp)dp=—+ —
5 +/O ( pldp =+ o
Lektion 11
/2 7_‘_2
P11.1 (a) 7r/ sin? 2z de = —
w/4 8

/2 27
(b) 27r/ xsin2zxdr =
/4 2

P 11.2 Det gar att stilla upp pa flera sitt, men man kan t ex rotera 0 < y < Rz/h, 0 < x < h runt
"R\’ mR2h
x-axeln, vilket ger 7r/ (x) dx =
0

h 3

P11.3 (a) 2#/13(4—33)]‘(30) de

o) = | (@) 42—

(©) 27r/13(1+$)f(x) do

@7 [(© -6 @
P11.4 (a) 7r/02(;v2)2dx=327r/5

(b) 27 /04y(2 i) dy = 32/5
P11.5 277/0 (3 —2)x*dx = 117/10
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P11.6 /Tr 7(3% — (3 —sinx)?) dr = (24 — m)/2.
f 2 2 m 3 2 3
P11.7 7r/d (R? ~ o) de = TR - 3dR° + &)
Lektion 12

P12.1 (a) 27r/1 fx)vV1+ f'(z)?dx

(b) 27r/1 1+ f'(x)? dx

(c) 27r/1 (x4 1)1+ f'(x)?dx

@ 2 [ G- @) VTF PP de

P 12.2 Man kan t ex stilla upp det genom att rotera kurvan y = Rx/h, 0 < 2 < h runt z-axeln, samt ligga

h / 2
R R
till bottenytan som &r en cirkelskiva med radie R, vilket ger 27r/ Ew 1+ (h) de + TR? =
0

m(RvV R2 + h? + R?).

R / 2
X
P12.3 271'/ (2R—£E) 1+m d$=47T2R2
—R

P12.4 (a) Arean av D &r /3 (f(z)+2)da

-1

3 3
(b) Vb:/_127r(x+1)(f(x)+2)dx, Ab:/127r(:r—|—1)\/1_|_(f/(m))2dx+7r.42

@)u:/S@U@Hﬁf—wwﬁm7

/3 21 (f(z) +3)y/1+ (f’(a:))2d9:+27r'1-4+(7r~7277r~12)
-1

a+h 2
-z
P12.5 27 VR2 — 2241+ () dxr = 27 Rh
/a \/ VR? — 2
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