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1. (a) Vi borjar med att rita en figur. Kurvorna skér varandra nidr z = 0 och nér x = 1.
For 0 < x < 1si dr 2? < /7.
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Rotationsvolymen som uppstar da
omradet 22 <y < VvV, 0 <z <1, roterar Ett tvirsnitt vid z:

ett varv kring y = —1 kan berdknas med
hjélp av skivformeln enligt
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(b) Bagelementet for r» = 2sin ¢ finner vi i polédra koordinater enligt

ds = \/1()2 + (r'(p))2dyp = \/4 sin® ¢ + (2cos )2 dp = 2 dp.

Kurvldngden blir ddrmed
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2. (a) Ekvationen &r linjér och av ordning ett. Vi soker en losning nira = = 0, sa antag
att x > —1. En integrerande faktor finner vi nu i form av

Svar: (a)

1 1
exp (—In(z 4+ 1)) = exp (lnx+1) =TT

sa ekvationen kan ekvivalent uttryckas

d Y _—
— = —sinx + x cosz.
de \z+1
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Om vi integrerar hogerledet ser vi att
—/sinxdx + /xcosa:dcc =cosx +xrsinxr — /sinxd:c =2cosx +axsinz +C

sa
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=2cosz+asinz+C & y=(r+1)(2cosz+zsinz+ C),

atminstone sa linge x > —1. Genom villkoret givet i uppgiften finner vi konstanten:
0=y(0)=24+C & (C=-2

Svaret ges saledes av y(z) = (z + 1)(2cosz + zsinz — 2), z > —1.

(b) Genom Maclaurinutveckling av uttrycket i den andra parentesen ovan finner vi att
2 4 3
y(z) = (x+1) <2 (1—%+;—4+0(m6‘)) +x($—%+0(:)§5)> _2>

—(z+1) <x_4 _z + ()(xﬁ’)) _ + O(2°) = 2* <—1—12 + O(:B)) <0 =y(0)

da x # 0 och litet eftersom den sista parentesen #r negativ nira x = 0 och z* > 0
for x # 0. Foljaktligen har vi ett lokalt maximum.

Svar: (a) y(z) = (xr + 1)(2cosz — zsinz — 2), z > —1, (b) Lokalt maximum.

(a) Vi behover standardutvecklingarna
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dér vi pa grund av ndmnaren z# ser att vi behover ha kontroll pa z*-termer i tiljaren.

Med hjélp av dessa utvecklingar kan vi uttrycka

2 ot 6
Veosx = 1—?—%%—1—0(95 )

2 24 2
x? 2t
—1-"— - 4+ 0"
1% (z°)
och )
2 2 2 4
e LN ey T g
e 4+2 1 + O(z°) 4+32+ (),
sa
Vcost — e /A —3—; - g’; + O(29) 1 ) 1
= =—-——+40 —-——, daz—0
7 o o1 TOW) = =gy daw



(b) Lat f(x) = cosx. Da blir

fl(x) = —sinz, f"(z)=—cosz, [fO(z)=sinz, fH(z)=cosz,

och f®)(z) = —sinz.

Taylors formel kring © = 7/2 (med restterm pa Lagranges form) ger da att

@) = £/ + 2w = /) + L2 o ey LD e

@ (/2 (5)
1 :
=0 (z—m/2) + 0+ 3i(z — /2 40 - 51;5(95 —x/2),
for nagot € mellan /2 och z.
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Svar: (a) —— (b) —(x —7/2) + =(x — 7/2)° — (x —m/2)°, € mellan 7/2 och z
24 6 120
4. (a) En serie E ay, séges vara konvergent med summa S om S = lim g ay, existerar
n—oo
k=1 k=1
(som ett dndligt tal).
(b) Da
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och Z — &r konvergent foljer det fran jamforelsesats att serien i fragan &r konvergent.
n

n=1
Vidare ser vi att

i 1 >23: L1 1 1 0
om?4n T 4=mPyn 3010 21 210

eftersom alla termer i serien &dr positiva.

(c) Eftersom
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sa &r serien enligt rotkriteriet absolutkonvergent da

1
4P <1 & a2 <3

1 1
och divergent om |x| > 3 Konvergensradien ér saledes R = 7

Svar: (a) Se ovan  (b) Se ovan (c) R = %

5. (a) Ekvationen é&r linjér med konstanta koefficienter och har det karakteristiska polynomet
piry=r* =2 +1=0*-1)>%*=(r —1)3(r + 1)~
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Saledes ges (enligt kénd sats) l6sningarna till den homogena ekvationen p(D)yy, = 0
av

yp = (C1 + Caz)e” + (C3 + Cyz)e ™.
Vi soker en partikulérlosning sa att

xT

p(D>yp1 = ze .

Vi ansétter y,, = z(z)e”. Genom direkt derivering finner vi att

y;,l = (2" +2)e", y;,'l = (2" +22' 4 2)e”
y$d = (28 + 32" + 32" + 2)e”, y W = (W 4 42O 162" 4 42 + 2)e”.

p1
Insatt i ekvationen ger detta
p(D)(ze®) = (zW+428) 462" +42' +2)e" —2(2"422'+2)e" 26" = (zW 442 442")e”,
sa
2® 4420 L 4" = g,
Alternativt anvinder man forskjutningsregeln
P(D)y,, = P(D)(z(x)e") =e*P(D+ 1)z = ze® <
«— P(D+1)z=((D+1)=1)*((D+1)+1)2*2=D*D +2)*2 =

= D*(D* +4D +4)z = (D* +4D* 4 4D?)z =

=W 442" + 4" = 1.
Da z deriveras minst tva ganger maste vi ansétta ett polynom av grad 3 for att fa en

z-term kvar. Vi ansétter ddrfor z, = Az®+ Ba? sa 24A+24Ax+8B = x, vilket medfor
att A =1/24 och B = —1/8. Dirmed &r z, = (z*—32?)/24 och y,, = (2> —3x?)e”/24.
For att hitta en partikuldrlosning till ekvationen P(D)y,, = cosz sa kan vi gora
ansatsen y,, = C'cosz 4+ Dsinz. Vi kan dock direkt se att vi kan lata D = 0, sa
ansatsen y,, = C cosx kommer fungera (varfér?). Da blir

3 (4

ro_ . no__ ) . )
Y,, = —Csinux, Yy, = —C'cosz, Yp, = Csinuz, Yy, = Ccos.

Insatt i ekvationen ger detta
1
Ccosx —2(—Ccosz) + Ccosx =4Ccosx =cosx & (O = T

Vi har ddrmed funnit den allménna l6sningen

p ,oowd =322 | 1
Y=Y+ Yp + Up, = (C1 + Cox)e” + (Cs + Cyz)e ¢+ cosa.
e . . 1
Svar: y = Cl—i-ng—g—i-ﬁ e +(C3—|—C43?)6 —i—Zcosx,xER.



6. Notera att
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under forutsédttning att serierna i hogerledet dr konvergenta. Den forsta serien i hogerledet
ar en geometrisk serie med kvoten x och forsta term z, sa

x
k
g "t = .z < 1,
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enligt kidnd formel. Vidare ser vi att
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for 0 < |z| < 1. Salunda géller att
=~ k x r+1In|l — z|
1
Sy T ., 0< |z <1,
och med x = 1/2 finner vi att
= k 1/2 1
= 14+2ln-=2-2In2.
ZZk(kJrl) —i2 7"y "
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Svar: 2 —-2In2.

7. Observera att vi kan uttrycka en éndlig integral som en summa enligt:

(n+D)m | o2 n (k+1)m | o
/ | sin z| da::Z/ | sin z| i
T |x| km z

k=1

Notera nu att

(k+1)m
/ |sinz|dx =2, k=1,2,3,...,
km

eftersom | sin z| &r periodisk med perioden 7, sa vi kan uppskatta summan ovan genom

n (k+1)7l’ | San}| n 1 (k+1)7r 2 n 1
de > inaldr ==Y ——
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eftersom — > ———— pa intervallet [km, (k+ 1)7]. Om vi later n — oo har vi nu visat

x — (k+1)m
att
> | sin x| 2 e 1 2 o= 1
de > — —_ == -,
A RCEE W e W,
eftersom integranden &r icke-negativ for = > 7. Serien i hogerledet dr kéint divergent (den
harmoniska serien). Alltsa foljer det att att integralen &r divergent.

Svar: Se ovan.



