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1. (a) Vi börjar med att rita en figur. Kurvorna skär varandra när x = 0 och när x = 1.
För 0 < x < 1 s̊a är x2 <

√
x.

1

1

−1

x
x

y

1 + x2
1 +

√
x

Rotationsvolymen som uppst̊ar d̊a
omr̊adet x2 ≤ y ≤

√
x, 0 ≤ x ≤ 1, roterar

ett varv kring y = −1 kan beräknas med
hjälp av skivformeln enligt

π

∫ 1

0

(
(
√
x+ 1)2 − (x2 + 1)2

)
dx

= π

∫ 1

0

(
x+ 2

√
x− x4 − 2x2

)
dx

= π

[
x2

2
+

4x3/2

3
− x5

5
− 2x3

3

]1
0

=
29π

30
.

Ett tvärsnitt vid x:

1+
√
x

1+x2

(b) B̊agelementet för r = 2 sinφ finner vi i polära koordinater enligt

ds =
√
r(φ)2 + (r′(φ))2 dφ =

√
4 sin2 φ+ (2 cosφ)2 dφ = 2 dφ.

Kurvlängden blir därmed

L =

∫ 2π/3

π/6

ds(φ) =

∫ 2π/3

π/6

2 dφ = 2

(
2π

3
− π

6

)
= π.

Svar: (a)
29π

30
(b) π.

2. (a) Ekvationen är linjär och av ordning ett. Vi söker en lösning nära x = 0, s̊a antag
att x > −1. En integrerande faktor finner vi nu i form av

exp (− ln(x+ 1)) = exp

(
ln

1

x+ 1

)
=

1

x+ 1
,

s̊a ekvationen kan ekvivalent uttryckas

d

dx

(
y

x+ 1

)
= − sinx+ x cosx.
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Om vi integrerar högerledet ser vi att

−
∫

sinx dx+

∫
x cosx dx = cosx+ x sinx−

∫
sinx dx = 2 cos x+ x sinx+ C

s̊a

y

x+ 1
= 2 cos x+ x sinx+ C ⇔ y = (x+ 1)

(
2 cosx+ x sinx+ C

)
,

åtminstone s̊a länge x > −1. Genom villkoret givet i uppgiften finner vi konstanten:

0 = y (0) = 2 + C ⇔ C = −2.

Svaret ges s̊aledes av y(x) = (x+ 1)
(
2 cosx+ x sinx− 2

)
, x > −1.

(b) Genom Maclaurinutveckling av uttrycket i den andra parentesen ovan finner vi att

y(x) = (x+ 1)

(
2

(
1− x2

2
+

x4

24
+O(x6)

)
+ x

(
x− x3

6
+O(x5)

)
− 2

)
= (x+ 1)

(
x4

12
− x4

6
+O(x6)

)
= −x4

12
+O(x5) = x4

(
− 1

12
+O(x)

)
< 0 = y(0)

d̊a x ≠ 0 och litet eftersom den sista parentesen är negativ nära x = 0 och x4 > 0
för x ̸= 0. Följaktligen har vi ett lokalt maximum.

Svar: (a) y(x) = (x+ 1)(2 cosx− x sinx− 2), x > −1, (b) Lokalt maximum.

3. (a) Vi behöver standardutvecklingarna

cosx = 1− x2

2
+

x4

24
+O(x6), et = 1 + t+

t2

2
+O(t3),

och
√
1 + s = 1 +

1

2
s+

1
2

(
1
2
− 1

)
2

s2 +O(s3) = 1 +
s

2
− s2

8
+O(s3),

där vi p̊a grund av nämnaren x4 ser att vi behöver ha kontroll p̊a x4-termer i täljaren.
Med hjälp av dessa utvecklingar kan vi uttrycka

√
cosx =

√√√√√1−x2

2
+

x4

24
+O(x6)︸ ︷︷ ︸

=s

= 1 +
1

2

(
−x2

2
+

x4

24
+O(x6)

)
− 1

8

(
−x2

2
+O(x4)

)2

+O
(
O(x2)3

)
= 1− x2

4
− x4

96
+O(x6)

och

e−x2/4 = 1− x2

4
+

1

2

(
−x2

4

)2

+O(x6) = 1− x2

4
+

x4

32
+O(x6),

s̊a

√
cosx− e−x2/4

x4
=

−x4

96
− x4

32
+O(x6)

x4
= − 1

24
+O(x2) → − 1

24
, d̊a x → 0.
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(b) L̊at f(x) = cos x. D̊a blir

f ′(x) = − sinx, f ′′(x) = − cosx, f (3)(x) = sinx, f (4)(x) = cos x,

och f (5)(x) = − sinx.

Taylors formel kring x = π/2 (med restterm p̊a Lagranges form) ger d̊a att

f(x) = f(π/2) + f ′(π/2)(x− π/2) +
f ′′(π/2)

2
(x− π/2)2 +

f (3)(π/2)

3!
(x− π/2)3

+
f (4)(π/2)

4!
(x− π/2)4 +

f (5)(ξ)

5!
(x− π/2)5

= 0− (x− π/2) + 0 +
1

3!
(x− π/2)3 + 0− sin ξ

5!
(x− π/2)5,

för n̊agot ξ mellan π/2 och x.

Svar: (a) − 1

24
(b) −(x− π/2) +

1

6
(x− π/2)3 − sin ξ

120
(x− π/2)5, ξ mellan π/2 och x

4. (a) En serie
∞∑
k=1

ak säges vara konvergent med summa S om S = lim
n→∞

n∑
k=1

ak existerar

(som ett ändligt tal).

(b) D̊a

0 ≤ 1

2n2 + n
≤ 1

n2
, n ≥ 1,

och
∞∑
n=1

1

n2
är konvergent följer det fr̊an jämförelsesats att serien i fr̊agan är konvergent.

Vidare ser vi att

∞∑
n=1

1

2n2 + n
≥

3∑
n=1

1

2n2 + n
=

1

3
+

1

10
+

1

21
=

101

210

eftersom alla termer i serien är positiva.

(c) Eftersom∣∣∣∣4k(ln k)x2k

k3

∣∣∣∣1/k = 4|x|2 (ln k)
1/k

k3/k
= 4|x|2 e

(ln ln k)/k

e(3/k) ln k
→ 4|x|2, d̊a k → ∞,

s̊a är serien enligt rotkriteriet absolutkonvergent d̊a

4|x|2 < 1 ⇔ |x| < 1

2

och divergent om |x| > 1

2
. Konvergensradien är s̊aledes R =

1

2
.

Svar: (a) Se ovan (b) Se ovan (c) R =
1

2
.

5. (a) Ekvationen är linjär med konstanta koefficienter och har det karakteristiska polynomet

p(r) = r4 − 2r2 + 1 = (r2 − 1)2 = (r − 1)2(r + 1)2.
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S̊aledes ges (enligt känd sats) lösningarna till den homogena ekvationen p(D)yh = 0
av

yh =
(
C1 + C2x

)
ex +

(
C3 + C4x

)
e−x.

Vi söker en partikulärlösning s̊a att

p(D)yp1 = xex.

Vi ansätter yp1 = z(x)ex. Genom direkt derivering finner vi att

y′p1 = (z′ + z)ex, y′′p1 = (z′′ + 2z′ + z)ex

y(3)p1
= (z(3) + 3z′′ + 3z′ + z)ex, y(4)p1

= (z(4) + 4z(3) + 6z′′ + 4z′ + z)ex.

Insatt i ekvationen ger detta

p(D)(zex) = (z(4)+4z(3)+6z′′+4z′+z)ex−2(z′′+2z′+z)ex+zex = (z(4)+4z(3)+4z′′)ex,

s̊a
z(4) + 4z(3) + 4z′′ = x.

Alternativt använder man förskjutningsregeln

P (D)yp1 = P (D)(z(x)ex) = exP (D + 1)z = xex ⇐⇒
⇐⇒ P (D + 1)z = ((D + 1)− 1)2((D + 1) + 1)2z = D2(D + 2)2z =

= D2(D2 + 4D + 4)z = (D4 + 4D3 + 4D2)z =

= z(4) + 4z′′′ + 4z′′ = x.

D̊a z deriveras minst tv̊a g̊anger m̊aste vi ansätta ett polynom av grad 3 för att f̊a en
x-term kvar. Vi ansätter därför zp = Ax3+Bx2 s̊a 24A+24Ax+8B = x, vilket medför
att A = 1/24 och B = −1/8. Därmed är zp = (x3−3x2)/24 och yp1 = (x3−3x2)ex/24.

För att hitta en partikulärlösning till ekvationen P (D)yp2 = cosx s̊a kan vi göra
ansatsen yp2 = C cosx + D sinx. Vi kan dock direkt se att vi kan l̊ata D = 0, s̊a
ansatsen yp2 = C cosx kommer fungera (varför?). D̊a blir

y′p2 = −C sinx, y′′p2 = −C cosx, y(3)p2
= C sinx, y(4)p2

= C cosx.

Insatt i ekvationen ger detta

C cosx− 2(−C cosx) + C cosx = 4C cosx = cosx ⇔ C =
1

4
.

Vi har därmed funnit den allmänna lösningen

y = yh + yp1 + yp2 =
(
C1 + C2x

)
ex +

(
C3 + C4x

)
e−x +

x3 − 3x2

24
ex +

1

4
cosx.

Svar: y =

(
C1 + C2x− x2

8
+

x3

24

)
ex +

(
C3 + C4x

)
e−x +

1

4
cosx, x ∈ R.
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6. Notera att
∞∑
k=1

k

k + 1
xk =

∞∑
k=1

(
k + 1

k + 1
− 1

k + 1

)
xk =

∞∑
k=1

xk −
∞∑
k=1

1

k + 1
xk,

under förutsättning att serierna i högerledet är konvergenta. Den första serien i högerledet
är en geometrisk serie med kvoten x och första term x, s̊a

∞∑
k=1

xk =
x

1− x
, |x| < 1,

enligt känd formel. Vidare ser vi att

1

k + 1
xk =

1

x

∫ x

0

tk dt, x ̸= 0,

s̊a
∞∑
k=1

1

k + 1
xk =

∞∑
k=1

1

x

∫ x

0

tk dt =
1

x

∫ x

0

( ∞∑
k=1

tk
)
dt =

1

x

∫ x

0

t

1− t
dt

=
1

x

∫ x

0

(
−1 +

1

1− t

)
dt =

−x− ln |1− x|
x

,

för 0 < |x| < 1. S̊alunda gäller att
∞∑
k=1

k

k + 1
xk =

x

1− x
+

x+ ln |1− x|
x

, 0 < |x| < 1,

och med x = 1/2 finner vi att
∞∑
k=1

k

2k(k + 1)
=

1/2

1− 1/2
+ 1 + 2 ln

1

2
= 2− 2 ln 2.

Svar: 2− 2 ln 2.

7. Observera att vi kan uttrycka en ändlig integral som en summa enligt:∫ (n+1)π

π

| sinx|
|x|

dx =
n∑

k=1

∫ (k+1)π

kπ

| sinx|
x

dx.

Notera nu att ∫ (k+1)π

kπ

| sinx| dx = 2, k = 1, 2, 3, . . . ,

eftersom | sinx| är periodisk med perioden π, s̊a vi kan uppskatta summan ovan genom
n∑

k=1

∫ (k+1)π

kπ

| sinx|
x

dx ≥
n∑

k=1

1

(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ

| sinx| dx =
2

π

n∑
k=1

1

k + 1
,

eftersom
1

x
≥ 1

(k + 1)π
p̊a intervallet [kπ, (k + 1)π]. Om vi l̊ater n → ∞ har vi nu visat

att ∫ ∞

π

| sinx|
|x|

dx ≥ 2

π

∞∑
k=1

1

k + 1
=

2

π

∞∑
k=2

1

k
,

eftersom integranden är icke-negativ för x ≥ π. Serien i högerledet är känt divergent (den
harmoniska serien). Allts̊a följer det att att integralen är divergent.

Svar: Se ovan.
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