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1. (a) Vi borjar med att rita en figur.
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Da kurvan som roteras ar en funktionskurva, y = v/1 — x2, fas
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Nér kurvsegmentet ds roteras ett varv kring y = —2 uppstar ett smalt band som &ar
ungefar del av en stympad kon med basradie = avstandet fran ds till rotationsaxeln

y=-—2,dv.s.
basradie = V1 — 22 — (=2) =2+ V1 — 22

Klipper vi upp detta far vi ett band liknande det i figuren ovan vilket ger oss area-
elementet

/

y:
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dA = omkrets - bredd = 27 <2+m> ds = 2m <2+M)ﬁdx:
:27r(\/%+1) dx
sa att
! 2 ! T
A:/dA:QW/O (ﬁﬂ) dx :27r{2arcsinx+x]o:27T<2§+1) =
=2n(m+1).



2.
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Da kurvan I' 4r given pa parameterform blir bagelementet

ds = /(2'(1))2 + (y'(t))2dt = [x(t) =, y(t) = sin t} = V412 + cos?t dt
sa att den sokta langden blir

1
:/ds:/ V4t? 4 cos?t dt.
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Integralen #r generaliserad endast i co. D& integranden &r positiv och da sin’z < 1
pa hela integrationsintervallet géller

00 1.2 00 o)
1
OS/ s;nx d:pg/ dxr = |arctanx :z,
o x2+1 0 r2+1 0o 2

d.v.s. den aktuella integralen &r konvergent enligt Sats 10.11 (Jamforelsesats I for
generaliserade integraler), sid 456 i boken.

Studera seriens termer. Om vi tanker % = { inses

o — ksin 4 = S(/k)

? 1k — 1#0 (standardgrénsvirde)
da k — oo och dérmed % — 0T. Foljaktligen giiller att seriens termer inte gar mot

0 och serien &r divergent enligt divergenstestet (Sats 10.1).

Integralen &r generaliserad i bade 0 och oo och maste dérfor delas upp, t.ex.

S| U | S|
Tt dx = ida:—i— iala:.

o Vrt+ad o VT +a? 1 Vetad
Studera sedan delintegralerna var for sig och identifiera dominerande term i re-
spektive integral for att sedan gora elementéra uppskattningar av téljare respektive
namnare i det som aterstar da den dominerande faktorn brutits ut. Vi far

/1 1+x y /1 1+2x 1+1 Uy < 1o 1 y
——axr = T ———dx =
Vi + a3 0 1+x5/2 \/_ 1+ 252 \/_ —Jo 1 Vx

sa att
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3. Ekvationen har det karakteristiska polynomet
P(r)=1r*+3r*+12r + 10

och vi ser att P(—1) = 0. Enligt faktorsatsen &r da r+1 en faktor i P(r). Polynomdivision
ger da

r2 4+ 2r + 10
4+ 32 4+ 12r + 10|r+1

2r 4+ 12r

2r2 4+ 2r
10r + 10
10r + 10

sa att
Pr)=r+1)(r?+2r+10)=(r+1) (r+1)?+9) =0 <= r=-1, —1+3i
vilket ger att
yp = Cre” " + e *(Cysin 3z + C3cos 3x) = e “(Cy + Cysin 3z + C3 cos 3x).
Vi delar upp partikulérlésningen sa att y, = y,, + yp, dir
P(D)y,, =26e° och P(D)y,, =—10z —2.

Detta fungerar eftersom linjériteten ger att P(D)(yp, + Yp,) = P(D)yp, + P(D)yp,.

Ansitt y,, = Ae®. Da y,, =y, =¥, =Yy, = Ae® ger insittning i ekvationen att

P(D)y,, = Ae*(1 434124 10) = 26A4e” = 26" <= A =1

sa att y,, =e”.

Ansitt y,, = Br + C. Da y,, = B, y,, = y,» = 0 ger inséttning att

p2

P(D)y,, = 12B + 10(Bz + C) = 10Bx + 12B + 10C = —10z — 2 <=

— 0B = -0 _ [B = -1
12B+10C = —2 C = (=2—12(-1))/10=1

sa att y,, = —x + 1 och
Y="Yn+ Yp +Yp, =€ “(C1 + Cysin3z + C5cos3x) + e —x + 1.

Aterstar nu att ta hand om begynnelsevillkoret 3/(0) = 0. Derivering av 16sningen ovan
ger

y'(x) = e7"(0 + 3Cy cos 3z — 3C3sin 3x — (C; + Cysin 3z + C3cos 3x)) + € — 1,
y'(0)=3C,—C1—C3=0 < C, =30, — C3 =
= y=ce “(3Cy — C3+ Cysin3z + C3cos3z) +e* —x + 1 =

=e “(Cy(3+sin3z) + C3(—1+cos3z)) + e —x + 1.
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4. Enligt Maclaurins formel géller

" " (4)
L L) s T )

f@) = 10)+ [0+ 15 3 i

for nagot £ mellan 0 och z. For att fa resttermen pa Lagranges form sa deriverar vi fram
Maclaurinutvecklingen.

fl@) = (e +e®)  f0) = 1,
filx) = 3 —e™)  f(0) = 0
f'le) = (" +e7)  f7(0) = 1,,
fr(@) = (e —e) fU(0) =0,
fO() = Le+e),
flx) =1+ %xQ + %x‘l =1+ %xQ + ¢ de_gx‘l.

Ur ovanstaende fas att 1+ %xQ ar Maclaurinpolynomet av ordning 3 till f och om vi viljer
p(z) =1+ 32? foljer det att

Ed

1, e+e’ , 1, e +et
|f(x)—p(x)|—1+§x+ s 1+§:p =13

for nagot £ mellan 0 och x. Det som aterstar for att na den 6nskade uppskattningen &r
att visa att for varje x med |z| < 1 och € mellan 0 och x sa iir e* +e7¢ < 4.
Antag for enkelhets skull att 0 <z < 1. Da 0 < ¢ < x <1 foljer det att

O§e£§e1§3, 0<e®<ed=1l=—=ef+e<3+1<14
Om istéllet —1 < x < 0sa att —1 <z < £ <0 blir rollerna omkastade och
0<ef<e?<1, 0<e®<el=3=c"+e¢<1+3<14

sa att

1 et +et 4 1

) (14 52 ) | = Sl < gglelt = 15l

5. Vi borjar med att berdkna det inbyggda begynnelsevardet for 16sningen till integralekva-
tionen. Da integralens undre gréns ér 1 ser vi att integralen ar 0 for z = 1 oavsett vilken
(integrerbar) funktion vi sitter in. Detta ger

1 Ly(t)? 1 1
1) = dt=—-+0=—.
y(1) 2+[ ¢ SR
Derivering av ekvationen ger enligt analysens huvudsats att vi far ekvationen
/ y 1
AT 1) == 0
Y === yl)=5 c«#
vilket skall visa sig vara en separabel ekvation av ordning 1. For x,y # 0 ger division med
2
y“ att

| d 1 d
22_,:,/_y:__: L el
1 1 1
== 2=+ C=C <= —=2—-In|z| <
y(1) 1/2 Y
1
- 21 .
A ey n|z| # 0



Aterstar att reda ut vad den sokta 1sningens definitionsméngd blir. Vi ritar i en figur
in villkoren x,y # 0, som ar nodvandiga for att ovanstaende kalkyl ska vara giltig, och

villkoret pa losningen, y(1) = % i en figur.

De réda blocken markerar grénser som inte kan passeras utan att bryta mot villkoren.
Notera ocksa att med y = 1/(2—1In|x|) sa dr y # 0 {for alla z # 0. Da 16sningen skall vara
definierad for x = 1 foljer det ur detta att x > 0 som ihop med villkoret som uppkom da
vi 1oste ut y ger att

2—Inlr|=2-Inz#0 <= lnz #2 < z#¢.
Detta innebér att definitionsméngden &r ett intervall sadant att
x>0, x=1ingariintervallet, x = e? ingar inte i intervallet.

Da e? > 1 blir definitionsméngden 0 < x < e? eftersom den enligt var definition av
16sning till en ODE maste vara ETT intervall. Losningen till ekvationen blir ddrmed

1
= 0<x<e
y 2 —Inzx’ r=e

. For att enklare kunna anvinda Maclaurinutveckling byter vi variabel och sétter ¢t = % sa
att t — 0% da z — oo. Vi far

1 1 a 1 b
2 (3 3 —

1 /1 1 1
:t—2<¥\3/1+a —;\/1+bt—t2) :t—3<\3/1+at—\/1+bt—t2>.

P.g.a. faktorn t% inses att det récker med utveckling till ordning 3 med resterm av grad 4.

1 2 3
101 101 1_
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a a? ba
=14+ —t— —2+=—2+0(t").
+3 9 + 81 +0(t")

Vi+tat=1+ (1/3) at + (1/3) (at)? + (1/3) (at)” + O(t") =



Da utvecklingen av nésta term blir likartad men lite mer komplicerad tinker vi s = bt — t?
och tittar pa delarna separat.

Vitbt—122=V1+s=1+

(9 () (D))

s = (bt — %)% = 0** — 26> + t* = b*t* — 20> + O(t*)

Nl

s = (bt — t?) (01> — 20t° + t*) :b3t3+(9(t4)] =
_ 1 42 _1 242 3 i33 4\ __
=1+ (bt =) S(bt 26t)+16bt+(9(t)_

b1 b2 b b3
=1+ t—t— =2+ -3+ =1 th) =
3Ty LT o)

b I b b
-1 Ty - - 2 e e 3 4.
+ 5t (2+8)t+(4+16)t+(’)(t)

Sammantaget fas da

a a? 5a3
1+at —V1+bt —12=1+ -t — —t>+ —3—
V1+tat—V1+ +3t- gt 5

b 1 v b b
—(1+zt—(z+= )+ (-+=)7 ) =
(13- (5 5) e (G ) o)

a b 20N L, 5a> b b3\ 4 4
—(§—§)t+( — +—)t +<—————)t+(9(t)

81 4 16
a b a? b2 a? b b3
Vitat —v1+bt—1 (§—§)t+(%—3+§)t2+(58—1—1—1—6>t3+(9(t4)
3 - 13

_ g_é l+ l_a_2+b_2 1+ 5_&3_9_@ +O(t)
- \3 2/ 2 9 8/t 81 4 16 '
1

Om vi ur ovanstaende skall kunna fa ett dndligt grénsvirde da ¢ — 0% maste ;- och

sa att

a 3
t%-termerna forsvinna. Det ger att 375" 0 <= a= 5 som insatt i koefficienten for

1
;-termen ger

b 1 b
= - — =0 = =4 <= b=42

N 1 9b2+b2 1
2 9 8 2 49 8 2 4 8 2 8

1 a? b2_

vilket i sin tur ger a = 3 da b = 2 och a = —2 da b = —3. Slutligen, med dessa virden pa
a, b blir gransvardet

3 3 9 9 9

oospy, DD P 5 2 8 5 2

—_—t 81 4 16 81 4 16 3 3
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7. Vi borjar med att skriva om seriens termer med hjilp av partialbraksuppdelning.

1_1_A+B_1 2 _ (1 __1
2n24+n  n2n+1) n 2n+1 n 2n+1 " \2n 2n+1

Ay =

och sedan studera seriens delsummor

N N
1 1111 1 1
Sy = n:2 - — =2(=—== - — = —_— — =
v=2 2(271 2n—|—1) (2 3t1 5 TN 2N+1)

n=1 n=
2N+1
(—=1)F
=2
2

Fran teorin om potens- och Maclaurinserier vet vi att Maclaurinserien for In (1 + z) ar

e k+1
n(l+x) Z
k=1
och att denna ar konvergent for —1 <z <1, d.v.s.
2, (— 1)k
In(l14+1)=1In2 (1)
k=1
Detta ger att var serie blir
00 N 2N+1 K 2N+1 &
— 9 i =D (—1)F\
2o = fim 2 o =2 fim D, e =2 i (1o ), o ) -
n=1 =1 = k=2
2N+1 k+1 o0 k+1
. (1) _ (1) M
_2N11gloo<1—; - =2 1—; - = 2(1—1In2).



