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d 4z3
1. Eftersom s In(1 4 =) = 1+x 1 sa ar en(+a®) — 1 4 24 en integrerande faktor till ekvationen. Vi
x x
far:
4 ’ a’ 4y, 1 3 4y, \/ 4
(I+2%) (¢ + gy =(1+2%)y +4z°y = ((1 +2%)y)’ = (1 +27) - 5,

vilket efter integration ger
(1+ a2ty =2 + 52+ C.
Bivillkoret y(0) = 2 ger att (1 + 0%)y(0) = y(0) =05 +5-0+C =2, dvs. C = 2.

S x® + 5z +2
var; y = ——————
y 1+ 24
2 (a).
Y
2m(x 4+ 1)
e’ —1

} } } x

v 3
Nér den bla stolpen vid z, som har hojd (1 + e*) — 2 = e® — 1, roteras kring = —1 uppstar en

cylinder med omkrets 27(z + 1) (avstandet mellan x och linjen &r x + 1) och h6jd €® — 1, som har area
2 - (x 4+ 1) - (e* — 1) = 2w(ze® + e® — 2 — 1). Volymen av rotationskroppen ges av att integrera denna
tvarsnittsarea fran 1 till 3:

3
/ 2m(xze® + e —x — 1) dx.
1

3
Svar: / 2r(ze® 4+ € —x — 1) dz.
1

2 (b.) Eftersom z/(t) = 2t och 3/ (t) = t? ges kurvlingden av
1 1
| VE@EEwara = [ ViEda
0 0
1
—/0BS! ¢ 20/ = [ Vit e
0

s=t? 1 1
’ 1 12 —
= / ds=2tdt, :f/ \/mds:[(4+s)3/2] k)

Svar:

5v5 — 8
—5



3 (a). DA vi har 22 i nfimnaren si ricker det med utveckling till grad 2 och resterm O(x?). Eftersom
VI+t=1+1t/2—1t2/8+ O(t3) och arctan(z) = z + O(x?) far vi med t = 2z att

V14 2z — arctan(z) — 1 _ (1 +5 - % + (’)((295)3)) —(z+0(@%) -1

2

T

1
= = -5 daz — 0.
Svar: —1/2.

3 (b). Eftersom e = 1+t + O(t?), In(1 + 2) = 2 — 22/2 + O(a®) och sin(z) = z + O(z?) far vi med
t =227 att

-1 (1+ 222 + O((22)2) — 1
In(1+x) —sinz  (z—22/2+ O(a3)) — (z + O(23))
222 + O(z*) 2+ O(2?) 2

= TR0 . 2+ 0@ i rdat=o

Svar: —4.

3 (c). Eftersom sin(t) =t + O(t3) och cos(z) =1 — “’2—2 + g—i + O(2%) far vi med t = 22 att

2 24

och uttrycket inom parentesen i det sista uttrycket dr striingt positivt for = niira 0 samt z* > 0 fér « # 0
s& har vi f(x) > f(0) = 2 for alla « # 0 néra noll. Det vill sdga f(z) har ett lokalt (stringt) minimum i
z=0.

sin(2)+2cos(z) = (22 + O((z2)%))+2 (1 — T L 0Es )) =242 1025 = 242 (12 + O )) ,

Svar: Lokalt minimum i x = 0.

4 (a).
| 2kaxk ‘ 2|z|
" = — 2|z| d& k — oo.
‘km/E Vi +Vk

Detta ger konvergens da 2|z| < 1, dvs. |x| < 1/2, och divergens d& |z| > 1/2 enligt rotkriteriet.
I andpunkten x = 1/2 far vi den positiva serien

o DI SN I

Eftersom den sista serien dr divergent foljer det av jimforelseprincipen att potensserien divergerar for
x=1/2.
I dndpunkten x = —1/2 far vi serien

2 (5)"
;lmtf Zk—&-\f

k=1

Detta #r en alternerande serie dir termernas absolutbelopp 1/(k + v/k) avtar mot noll, si serien r
konvergent enligt Leibniz kriterium.

Svar: —1/2 <z < 1/2.

™ 1 _
4 (b). Vi ser att integranden &r positiv, samt att integralen / # dz endast dr generaliserad i
0 T x
z=0.
l—cosz 1—(1—a%/2+0(z*) 1/2+(9( 2)
r2/r x2\/x N
T 1
Vi jamfér med —=dz som &r konvergent (eftersom / —d:c = / —dx + / —d:z: dér den
x

0
forsta integralen i hogerledet dr en av vara Jamforelselntegraler som vi vet ar konvergent och den andra
inte dr generaliserad och darmed konvergent).

l—cosx 1/24+0(x?)

CVE T 1/240(%) - 1/2dax — 0" (0<1/2< o),

vz vz

2



1—cosx

x2\/x

™
sd integralen / dzx &r konvergent enligt jimfGrelseprincipen pa griansvirdesform.
0

Svar: Konvergent.

p(D)y =y — 6y" + 13y" = 78z — 10 + 36 cos(2x) + 48sin(2:)
har karaktéaristiskt polynom
p(r) =r" = 6r® +13r* = r?(r® — 6r + 13) = r*((r — 3)> + 4) = r*(r — (34 2i))(r — (3 — 24)).
Alltsa har vi
yn = C1 + Cox + €**(C3 cos(2z) + Cysin(22)).
For att hitta en partikulérlosning y, later vi y, = yp, + yp, (vilket fungerar da ekvationen &r linjér)
sadana att
p(D)yp, = 78z — 10 och p(D)y,, = 36 cos(2x) + 48 sin(2x).
Vi ansitter y,, = az® + bz? (da vi har en dubbelrot i 0):
y{ol = 3ax? + 2bx, y;,'l = 6ax + 20b, y;/{ = 6a, yl(fi) =0.
Insatt i ekvationen far vi da
0 — 6(6a) 4+ 13(6ax + 2b) = 78z — 10,
vilket ger a = b =1, sd y,, = 2® + 2.
Vi ansétter y,, = acos(2z) + bsin(2z):
Yy, = —2asin(2x) + 2bcos(2x), y,, = —4acos(2x) — 4bsin(2x)
yo = 8asin(2z) — 8bcos(2z), y{Y = 16acos(2z) + 16bsin(2z).
Insatt i ekvationen far vi da
16a cos(2z) 4+ 16bsin(2x) — 6(8asin(2z) — 8bcos(2z)) + 13(—4a cos(2x) — 4bsin(2z))
= (—36a + 48b) cos(2x) + (—36b — 48a) sin(2z) = 36 cos(2z) + 48 sin(2x),
vilket ger a = —1 och b =0, s& y,, = — cos(2z).
Alltsa ges 16sningarna av
Y =Yn + Yp, + Yp, = C1 + Cox + &3 (C5 cos(2x) + Cysin(2z)) + 2 + 2% — cos(2z).
Svar: y = C; + Cox + e3%(C3 cos(2x) + Cy sin(2z)) + 23 + 22 — cos(2z).
6 (a).
flz) = V1+3z = (1+32)"/%

£o) = £0) + £+ E 02 T

F0)=1; f'(z) = (1+32) 723 £(0) = 1; f"(x) = —2(1 +32) /3, f(0) = —2; " (x) = 10(1 + 3z)~5/*
ger nu

23 for nagot & mellan 0 och z.

53
f($)=1+x—x2+3 a

3(1 1 3€)8/3 for nagot & mellan 0 och .

Svar: f(z)=1+z— 2% + % fér nagot & mellan 0 och z.
6 (b). Med z = —1/10 i formeln ovan far vi
—-1/10)3
f(=1/10) =1 —1/10 — (1/10)* + SEH107 -85 for nagot &, —1/10 < ¢ <0.

3(1+36)8/3 100 3000(1 + 3¢)8/3
Alltsa géller
B 5
3000(1 4 3£)8/3
§ E 8/3 i E 9/3 - _ L
= 3000(1 — 3/10)8/3 ~ 3000 \ 7 = 3000 \ 7 ©3.73 1029 100’
dir vi anviinde att (1 4 3¢)%/3 blir som minst da ¢ = —1/10 pa intervallet [—1/10,0].

89 5
J(=1/10) = 55| = ’_ 3000(1 + 3¢)8/3

5 5

5 5 1

Svar: 89/100.



7. Vi borjar med att notera att eftersom e < 3 far vi In3 > 1, och In(In(3)) > In1 = 0.
Vi noterar att om vi later f(¢t) = 1/(¢t(Int)(In(In(¢))?) s dr funktionen positiv och avtagande pa [3, o0]

for p > 0.
/m;dt— u = In(Int), du—— / fdu
5 t(nt)(In(ne))r ) tint In(In3)

Vi har nu
Den senare vet vi dr konvergent om och endast om p > 1, sa enligt integralkriterier far vi alltsa att
summan

1

’; k(Ink)(lnln(k))P
ar konvergent om p > 1 och divergent om 0 < p < 1. Men da vi dessutom har att p < ¢ sa géller att

1 S 1

kE(lnk)(In(Ink))? — k(Ink)(In(lnk))?’
vilket ger divergens dven for p < 0.
(Notera att det inte dr sant att f(¢) dr avtagande pa [3,00) for alla p, t ex for p = —1 blir f/(3)

positivt.)




