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TATA42 Envariabelanalys 2 2023-03-20, 16sningsforslag
Vi far successivt
1/2 / 1 —-1/2 " 1 —3/2 " 3 —5/2

FO) =1, fO)=1/2, f(0)=-1/4 () =3(1+&) s,

varfor

Vito= f(x) _ f(O) + f’(O)x 4 f/;(!())xz + f/;ff)lﬁ

x? 8

5 3 W for négot g = 5(1') mellan 0 och = Svar.

Nimnaren = e —x —cosz = (1 +x+2%/2!4+ O(23)) — 2 — (1 — 22/2! + O(a?)) = 2% + O(2?),
s& vi utvecklar téljaren t.o.m. grad 2: sinx —In(1+z) = (z+ O(23)) — (v — 22 /2 + O(2?)) =
2?2/2 + O(23), och vi far

sine —In(14+2)  2?/2+0(z®)  1/24 O(x) /240 1

_ — — =—- daxz—0.
er —x —cosT 22 4+ O(a3) 14+ 0(x) 140 g

Svar: 1/2.

Standardutvecklingar ger

r—0 = t—>0

f(w):\/m:(1+x_x3/3+0($5))1/2:/ t:x_$3/3+0(l.5), /

(1+t)1/21+%t+<1é2)t2+<1é2)t3+(9(t4)1+§§+%+(9(t4)

t?=t-t=(z+0(@)(z+0O(?)) = 2%+ O(z*),
:/t3:t2-t:(x2+(9(ac4)) x+0($3)):x3+(’)x5),/

O(th) = O(x*)

1 1,, 4 1 4
:1+§(x7z3/3+(9(x5)) fg(x + O(z")) +E(z3+0(z5)) + O(2%)

x  x?  5ad N
:1+§_§_4—8+O($) = M

En integrerande faktor ir e¢®) dir G'(z) = g(x) = —322; alltsé duger LF. = e=*". Vi far

y' — 32y = 8z & o efxsy’ — 3.%'26713?4 =8z < (efxsy)l = 8¢

3
& e Ty=42%+C,
dir y(0) =2 ger e®-2=4-02+ C, dv.s. C =2, sd y = (422 + 2)e® .
Svar: y = (422 + 2)65”3.

Eftersom e¥ # 0 kan vi utan problem dividera med e¥:
Y —ze? =0 & e V=2 <« /efydy:/:cdx & —eV=g2/24C.
Villkoret y(0) = 0 ger —e® = 0?/2+ C, d.v.s. C = —1, sd
—eV=2%/2-1 & y=-In(l-2?/2).

Det storsta oppna intervall som innehaller = 0 och dér y(x) r en 16sning ar alltsa dar
1—2%2/2>0,dv.s. dir V2 << V2.

Svar: y = —In(1 — 22/2), —v2 <z < /2.



3.

()

Eftersom

0 < 2x < 2x 1 -1
=— =z
T 4x5 41 " 42540 224 ’

och integralen av den storre funktionen

/°° 1 1{x—3]ﬁ°° 1

—dr =< |— ==

1 2z 21 -3],4 6
2

425 41
(Att [°(1/2*) dz &r konvergent &r standard, sa integralen ovan behéver inte beriknas.)

oo
och saledes ar konvergent, ar ocksa / dz konvergent, enligt jamforelsekriteriet.
1

Svar: Integralen ar konvergent.

Eftersom termerna ar positiva ger uppskattning med Y
integral (se figur) omedelbart

k=2
/°° dx 2177
< _— = | — = -,
- 2 -2, 2

vilket skulle bevisas. T
123
kk 3k
Satt ap = % for fixt © # 0. Eftersom
arg1| ST 4 1)|xPRHD ) 8k ko] f? (14 1/k)(1 +100/k2) 8t = Q
= = 8|z - z|? =
ag (k+1)%2+100 k2 + 100 (1+1/k)? 4 100/k?

da k — oo medfor kvotkriteriet att serien y ;- ; aj &r absolutkonvergent da @ < 1, d.v.s. da
|z| < 1/2, och divergent da @ > 1, d.v.s. da |z| > 1/2; alltsa ar konvergensradien R = 1/2.
Svar: R =1/2.

For kurvan y = 2% /4 — 7, 2 < 2 < 4 blir bagelementet (for vixande z)

ds = \/(d:c)2 + (dy)? = \/1 + (dy/dx)? dx = \/1 + (23)2dx = \/1 + a8 dx = ds(z),

sa kurvldngden

4 4
L:/ ds(x):/ V14+a25dr = Svar.
2 2

Nar den morkare tunna stapeln i figuren roterar ett varv Y
kring linjen x = —1 genereras ett tunt ror med i

y=2+2°
hojd h(z) = (2+2%) — 1 =1+ 2%,
radie r(z) =z — (-1) =z + 1,

tjocklek = dx. T(:L‘)

Rorets volym blir darfor

dV (x) = 2nr(x)h(x) de = 2r(x + 1)(1 + 2%) da
=2r(1 +x+ 2% + 2*) dz, T

och hela rotationskroppens volym blir -1

2 4 571

1 1
V:/dV(ac):/27r(1+$+x3—|—$4)dm:27730—1—%—1—%4—:6— =
0 0

51, = Svar.

(U%]
B
g =



5. Vi ser att den givna summan

o0 o0
n+1 n+1 1
= E i ar vardet for potensserien g a " dax=-.
= n 2n = n 2

Vi berdknar darfér denna potensserie, och utgar fran den geometriska serien

- 1
1 =1 4= 1.
(1) ;Oz tata’ o= ol <
Integrering av (1) ger
= gt 2 a2 dx
= —+—=+4+...= =—In(1 - C 1
S et g [ g+ <1

dér konstanten C' bestdms genom att sitta in « = 0; vi far C' = 0. Alltsa far vi, genom att justera
summationsindexet,

" 2 3
(2) Z?—x—i-—-i-?—i— c=—In(l-xz), |z <1,

och sedan, med hjilp av (1) och (2),

zjln—l—l nzzl(xn_i_%) Z‘T +Z (1z—1)—1n(1—1‘), lz] < 1,

dér steg x ar tillatet eftersom bada serierna omedelbart till hoger ar konvergenta da |z| < 1. Vi
noterar att |1/2| =1/2 < 1, sa inséttning av z = 1/2 ovan ger till slut

n+1,1n 1
=3 - (5) <1_71/21>1n(11/2)1+1n2 =  Svar.

n=1



6. Det karakteristiska polynomet p(r) = 73 —r? —r +1 = (r —1)(r? = 1) = (r — 1)?(r + 1) har
nollstéllena 71 2 = 1 och r3 = =1, sa yp = (A + Bx)e® + Ce".

Ansatsen y, = az® + bx? + cx +d ger Yy = 3ax? 4 2bz +c, y, = 6ax+2b och y," = 6a, och dérmed

yg/—ygfy;)erp:6a—(6az+2b)—(3az2+2bz+c)+(ax3+bz2+cz+d)
= ax® + (b —3a)z* + (¢ — 2b — 6a)x + (d — ¢ — 2b + 6a),
som = —23+ 3224+ 6x—50oma=—-1,b—3a=3,c—2b—6a=06ochd—c—2b+6a=—5,d.v.s.
oma=—1,b=0,c=0,d=1; alltsa duger y, = 1 — 2°.

Differentialekvationen har darfér den allménna losningen
y=yn+yp=(A+Bx)e® +Ce " +1—2°

For att hitta vilka av dessa funktioner som har lokalt minimum i x = 0 Maclaurinutvecklar vi:
22 23 gt 2 3 4
y:(A—l—Bx)(l—i—:E—i———i—?—i———i—(’)( )) —l—C(l—x—i—?—?-i-——i—O( )) +1—2°
C

A
:(A—I—C—I—l)—f—(A—I—B—C)x-i—(§+B+§)x2

A B C A B C\ , 5
+<6+5E1> +<24+6+24)SC +O(SC)

Eftersom det ar den ledande variabla termen som bestdmmer om y har lokalt extremvérdei x = 0
och i sa fall vilken typ far vi f6ljande fall:
1: Om A+ B — C # 0 har y inte lokalt extremvéarde i = 0.
2: OmA+B—-C=0,dv.s.om C=A+ B, far vi
3B B A 5B
y=2A+B+1)+ <A+7> z? + <§1> 3+ <_+ﬂ) z* + O(z°),

sa 1 detta fall far vi foljande delfall:

2.1: Om A+ 3B/2 > 0 har y (strdngt) lokalt minimum i 2 = 0.
2.2: Om A+ 3B/2 < 0 har y inte lokalt minimum i z = 0 (y har striangt lokalt maximum).
2.3: Om A+3B/2=0, d.v.s. om A= —3B/2, far vi

B B
—(1-2B)+ (2 -1 d
y=( )+(3 )x +12x +0(2°),
sa i detta delfall far vi foljande del-delfall:
2.3.1: Om B/3 — 1 # 0 har y inte lokalt extremvérde i x = 0.
2.3.2: Om B/3—1=0, d.v.s. om B = 3, far vi

1
y=-5+ 1504 +0(%),

som har (strangt) lokalt minimum i z = 0.

Alltsa har vi lokalt minimum i fallen 2.1 och 2.3.2, d.v.s. da (C = A+ B och A +3B/2 > 0)
respektive (C'= A+ B, A= —3B/2 och B = 3), vilket vi kan skriva mera kompakt som:

Svar: y = (A+ Bx)e® + (A+ B)e™® +1— a3, dir A+ 3B/2 > 0 eller (4, B) = (-9/2,3),
ar de 16sningar till dlﬁerentlalekvatlonen som har lokalt minimum i x = 0.



